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Prólogo 


La incertidumbre y el cambio son fenómenos emblemáticos que actualmente adquieren 
un ritmo y una profundidad sin precedentes y afectan las actividades humanas. En la so- 
ciedad, el impacto de estos fenómenos genera una gran expectativa en la educación y, 
muy especialmente, en la educación superior universitaria, dado que una de sus misiones 
sustantivas es incrementar el conocimiento colectivo para que se posibilite el crecimiento 
nacional con equidad. 

La Universidad Tecnológica Nacional enfrenta los requerimientos de excelencia que 
se exigen a la universidad actual, y se proyecta en cada una de sus actividades mediante una 
política de difusión de su labor académica en el ámbito de la creación del saber, trascen- 
diendo su espacio institucional al proyectar su enseñanza o más precisamente la formación 
de ingenieros en el tiempo. 

El compromiso de la Universidad con la calidad académica es y ha sido probado a lo 
largo de los años al insertar en los sistemas productivo, académico y científico-tecnológico 
ingenieros de todas las especialidades, ubicándose entre las universidades más grandes del 
país y siendo la más importante en la enseñanza de la ingeniería. 

La calidad y la excelencia son, entonces, nuestro verdadero compromiso con la so- 
ciedad para continuar formando los mejores ingenieros, lo cual supone una constante 
autoexigencia de superación. Es por ello que iniciamos un programa de publicaciones 
científicas en el convencimiento de que es necesario ofrecer a los estudiantes las mejores 
condiciones para que puedan concluir con éxito los estudios emprendidos en los plazos 
previstos. La primera acción de este programa fue crear, en el año 2005, la Editorial de la 
Universidad Tecnológica Nacional —edUTecNa—, cuya misión es publicar y difundir los 
conocimientos tecnológicos, científicos, pedagógicos y culturales producidos en las áreas 
de la docencia, la investigación y la extensión, tanto dentro de la propia Universidad como 
en los ámbitos académicos y culturales de nuestro país y del exterior. 

La presente publicación expresa la producción que desarrolla la Universidad y su con- 
tribución al conocimiento científico, y tenemos la seguridad de que, con ella, tanto profe- 
sores como estudiantes accederán a una obra que ha alcanzado los estándares de calidad 
requeridos puesto que sus fundamentos y enfoques se asientan en parámetros de forma- 
ción científica que incluyen las problemáticas ingenieriles, apuntando a la actualización y 
calidad de los contenidos que se enseñan y aprenden. 

Estamos comprometidos en continuar mejorando el desempeño académico para se- 
guir siendo un referente nacional en la formación de ingenieros, un centro de inteligencia 
de alta capacidad y modernidad científico-tecnológica y académica, de lo cual esta obra es 
una muestra. 

Por último, deseo expresar un agradecimiento muy especial a la editorial McGraw- 
Hill Interamericana por el apoyo brindado para la realización de esta obra. 


Ing. Héctor Carlos Brotto 
Rector 
Universidad Tecnológica Nacional 
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Vectores 


Ingeniería y vectores Figura 1-1 
SITUACIÓN INICIAL 1: 


Al girar la Tierra alrededor del Sol 
describe una órbita elíptica y a la vez 
rota sobre su eje. 

¿Qué vectores encuentra en esos 
movimientos? ¿A qué magnitudes fí- 
sicas se refieren? 





Recuérdese que la fórmula para 
calcular la intensidad de la fuerza de atracción gravitatoria entre dos cuerpos es: 
mm 
F = G F 
donde G = 6.67 - 10" m'/kg - seg”, m' y m representan la masa de la Tierra y del Sol, 
respectivamente, y d es la distancia entre ellos. ¿Existe dicha fuerza en este caso? ¿Cómo 
está dirigida? ¿Hay alguna otra fuerza que la contrarreste? ¿Puede usted identificarla? 


SITUACIÓN INICIAL 2: Figura 1-2 





Una lancha tiene que cruzar un 
río cuyo cauce mide 450 metros 
de ancho y su corriente lleva una 
velocidad de 1.0 m/seg. La lancha 
navega a velocidad de 13.5 km/h 
en la dirección que muestra la 
figura 1-2. 


a) Defina un sistema cartesiano de referencia (sistema de coordenadas local), 

b) Con respecto a tal sistema, identifique en qué punto de la orilla opuesta la lancha 
toca tierra. 

c) ¿Qué distancia real recorrió esa lancha? 

d) Sila lancha tiene que tocar tierra exactamente en el extremo opuesto a donde sale, 
¿qué dirección debe tener su vector velocidad? Indíquela como un ángulo referido 
al eje de ordenadas elegido. ¿Cómo se denomina ese ángulo? 
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"Oy Introducción 





En diversas situaciones de nuestra vida empleamos magnitudes. Algunas magnitudes que- 
dan completamente definidas mediante un escalar (número real) y la unidad correspon- 
diente, por ejemplo, la cantidad de liquido necesario para Henar una botella, la cantidad de 
cemento requerido para construir un edificio, la cantidad de cable necesaria para efectuar 
una instalación eléctrica, entre tantas otras situaciones. Este tipo de magnitudes se deno- 
minan magnitudes escalares. 


- Las magnitudes escalares son aquellas que se caracterizan mediante un número real 
con una unidad apropiada de medida. 





Sin embargo, tal como se muestra en las situaciones iniciales, en nuestra vida diaria, un 
gran número de sucesos —algunos identificables y otros que pasan desapercibidos— están 
relacionados con magnitudes que para ser representadas requieren se indique una inten- 
sidad, una dirección y un sentido. Las cantidades donde la dirección y el sentido, además 
de la magnitud, son importantes, se denominan magnitudes vectoriales o —de manera 
equivalente— vectores geométricos. 








Las magnitudes wsctodales son a aquellas e se caracterizan por tener intensidad (ta- 
maño), dirección y sentido. AO DIRE e 


En esta primera sección del capítulo abordaremos el concepto de vector geométrico en 
los espacios bidimensional, R?, y tridimensional, R?, también estudiaremos cómo efectuar 
operaciones algebraicas entre vectores y sus propiedades, En capítulos posteriores del libro 
aplicaremos estos conceptos a vectores del espacio R”. 





pesar € que al finalizar la lectura comprensiva y activa de la presente sección, usted 
pueda: 


ES 


A Identificar una magnitud vectorial 

E Sumar y restar, analítica y gráficamente, vectores de R? y de R? 

E Multiplicar, analítica y gráficamente, un vector de ¡R? o de R* por un escalar 

18] Utilizar las propiedades de las operaciones entre vectores de R° o de R’? para resolver 
situaciones problemáticas 

A Expresar vectores en sistemas de coordenadas 

l Obtener las coordenadas de un vector relativas a un sistema de referencia 

Describir la dirección de un vector mediante sus ángulos directores 

| Obtener el versor asociado a un vector 

3) Analizar si un vector es combinación lineal de un conjunto de'vectores en R? y R? 


E] Investigar si un conjunto de vectores es linealmente independiente o dependiente en 
R2? y R? 
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1.1.2 Vector 


. Un segmento de recta queda determinado por sus puntos extremos, cuando estos 
puntos están dados en cierto orden se dice que el segmento está orientado, y a este 
segmento orientado se le denomina vector. 





Figura 1-3, En la figura 1-3 se observa cómo representar geométricamente a un vector: 
En la recta r elegimos dos puntos: A y B. 
B Si consideramos al punto A como el origen y al punto B como el extremo tendremo: 
E un segmento orientado, entonces queda definido el vector AB. 


Por ser ésta una magnitud vectorial, es posible identificar en ella una dirección, ur 
sentido y una magnitud. 
A La dirección o recta de acción está dada por la recta r. Al decir: “con origen en A 3 
extremo en B”, estamos fijando un sentido. Además, la longitud desde el origen A hasta e 
extremo B es el módulo del vector, al cual simbolizamos como: || ABI. 


1.1.2.1 Clasificación de vectores 


En física, especialmente, y teniendo en cuenta el contexto en el cual se aplican, los vectores 
pe P como 2 Ann F. libres, 


Los vectores ajos quedan. definidos cuendo, aderadi de ipalit módulo, dirección 
y sentido, se e indica el punto sobre el que están aplicados. : a 






Por mias son e online vertorisles fijas las fuerzas aplicables a sólidos donde 
puede cambiar el efecto de acuerdo con el punto de aplicación. 


Figura 1-4 

F 
pe P 
Si se aplica una fuerza en el centro Si cambiamos el punto de aplicación 
de gravedad del cuerpo lograremos de la misma fuerza, tal vez, en vez de 
desplazarlo desplazar el cuerpo lo volcamos. 


Los vectores deslizantes ea definidos cuando, además de especificar módulo, 
dirección y sentido, se. indica a línea de acción. BeA 






Observaciones: Desde el punto de vista geométrico, el módulo de un vector es la longitud 
del segmento orientado que define al vector. Desde el punto de vista fisico, el módulo es la 
propia intensidad o magnitud del vector. 

En particular, cuando el módulo de un vector es 1, se denomina vector unitario o 
versor. Su símbolo es: Y. 
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Por ejemplo, un vector de desplazamiento de un auto que se mueve a velocidad cons- 
tante (ver figura 1-5) es una magnitud vectorial deslizante. 


Figura 1-5 
Posición O Posición 1 Posición 2 





Vectores libres 
Para poder definir el concepto de vector libre necesitamos definir qué son los vectores 
equipolentes. 

Resulta sencillo comprobar que los vectores de la figura 1-6 tienen el 
mismo sentido, igual módulo y la misma dirección, ya que sus rectas de 
acción son paralelas. 

Suponga que une los puntos A y C mediante una línea, y con otra línea 
los puntos B y D. La figura así obtenida es un paralelogramo y, en conse- 
cuencia, podemos afirmar que los vectores: 


El tienen la misma dirección, 
ÉS) tienen el mismo módulo, 





tienen el mismo sentido. 


5 Por lo tanto, diremos que: 


| o, el mismo sentido y 1 





Figura 1-7 


A Y es el representante de los 


vectores del conjunto 
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Figura 1-8 


Ejemplo 1 En física, un caso en el cual se aplican 
magnitudes vectoriales libres se presen- z| 
ta al estudiar el campo gravitatorio en al 
las cercanías de la superficie terrestre s| 


g=93(-k)m/5s 





En este libro trabajaremos con vectores libres. La ventaja de utilizar vectores libres es 
que permiten trabajar con un criterio amplio, es decir, podemos moverlos libremente por 
el plano cartesiano o el espacio pues no están sujetos a un origen o extremo fijos, sino que 
cada vez que lo movemos estamos eligiendo un vector fijo distinto como representante del 
vector libre. Este hecho será ampliamente utilizado en el capítulo 2, cuando se describan 
las rectas y los planos vectorialmente. En función de ello, cada vez que consideremos un 
vector daremos por entendido que es un vector libre. 

En cambio, como hemos visto en los ejemplos, la aplicación de los vectores en el con- 
texto de la física implica restricciones, tales como tener que considerar el punto de aplica- 
ción para describir un fenómeno o el movimiento sobre una línea de acción. 


1.1.3 Operaciones entre vectores 


1.1.3.1 Suma de vectores 









Sean Y y w dos vectores cualesquiera, entonces el. yector FE w suma deF y W, sẹ 
obtiene aplicando la regla del paralelogramo., i 


Regla del paralelogramo: i 


Se considera un punto de aplicación, o, y con origen en este A punio se representa al E 
vector Y y al vector 1. Se traza una recta paralela a la dirección del vector % en el ex- 
tremo del vector 7, y en el extremo del vector 1 se traza una recta paralela a la direc- 
ción del vector 7. Estas rectas se cortan en un punto P, formando un paralelogramo. e 
Luego, el vector suma Y +W se obtiene uniendo el pante de aplicación o con el punto 
P. (Ver figura 1- 9.) %4 






Figura 1-9 


——> 
v 


3l 
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Propiedades de la suma de vectores 


Ley de composición interna: La suma de dos vectores es un vector, U =V + W. 


La suma de vectores es conmutativa: Y + W=W +7, 
La suma de vectores es asociativa: 7 +(%+ 1)= (5+ w)+ü. 


Pp 2 A 


Elemento neutro: Existe un vector denominado vector nulo, simbolizado mediante Ó, 
tal que para cualquier vector Y se cumple que Y+0=0+P=Y y se conoce como ele- 
mento neutro para la suma de vectores. (Ver figura 1-10.) 


5. Elemento opuesto: Para todo vector Y existe un vector opuesto —Y tal que 
P+(7)=-04+7=0. (Ver figura 1-11.) 





Figura 1-10 





t132 


La demostración gráfica de las propiedades enunciadas para la suma de vectores se plantea 
como ejercicio 1-1. 


Observaciones: El vector nulo, Ü, se representa como el vector cuyo punto onga y punto 
extremo coinciden; el módulo del vector nulo es cero: [6] = 0, 


El vector opuesto, —7, del vector Y tiene la misma dirección e igual módulo que el 
vector Y, pero sentido opuesto, 


Ejercicio 1-1 


Para los vectores 
Figura 1-12 
nic cl V w 
ü 


ofrezca una comprobación gráfica de las propiedades de la suma de vectores, 








Resta de vectores 


Como consecuencia de las propiedades (4) y (5) de la suma de vectores libres, es posible 
definir la resta de vectores. 






Sean Y y W dos vectores cualesquiera; entonces el vector Y — Y , que es la resta entre los 
vectores Y y W, se obtiene al sumar a Y el vector opisto de Y e $ : 
En simbolos: 7- ğ = v+(—%) a e E is 
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Para encontrar gráficamente el vector diferencia Y — W consideramos un 
punto origen, O, y graficamos el vector Y. Luego, en el punto extremo de este vec- 
tor, trazamos el vector opuesto de W, El vector diferencia Y — W es el que se ob- 


tiene al unir el punto inicial de Y con el punto extremo del vector opuesto de Y. 
(Ver figura 1-13.) 


Figura 1-13 


O v e 





Ejemplo 2 Sea ABCD un paralelogramo. Los vectores son AB=9 y AD=%W% 
Resulta que Figura 1-14 
v+%=AC E C 
y Y-W=DB > 
V 
A > D 





1.1.3.3 Producto de un escalar por un vector 


Sean Y un vector y 4 un número real; entonces el producto del vector Y por el escalar 
4, simbolizado mediante AV, és un vector con las siguientes características: 


El módulo del vector 47 es [45] =[A]l»]], donde 
pal<pl si p< 

pafl] sí afi 

jarl=fe]] si 4=1vå4=-1 
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La dirección de AY coincide con la dirección de Y cuando 40 y 9 v40; esto es, E 
la dirección permanece invariante. Y la dirección de Ay es no determinada cuando 
4=0 o %=0,0 ambos igual a 0. 

El sentido de 47 coincide con el sentido de7 y sid> > 20, y: es e opino a? cuando <0. 





Ejemplo 3 Observemos algunos ejemplos gráficos. 
Figura 1-15 





Propiedades del producto de un vector por un escalar 


1. Ley de composición externa: El producto de un vector por un escalar es un vector, es 
decir: =ü. 

2. Asociatividad mixta: A, (2,7) = (2,4, Jr =Å, (2,7) Š 

3. Propiedad distributiva del producto de un vector por un escalar con respecto a la 
suma de vectores: A(4+9)=43+47. 

4. Propiedad distributiva del producto de un vector por un escalar con respecto a la 
suma de escalares: (2, +A, )v =A YH AY. 

5. Elescalar 1 es neutro para el producto de un vector por un escalar: 14 =7. 


Observación: Al vector A Y se le llama múltiplo escalar del vector Y . 





La demostración de la propiedad 1 es inmediata a partir de la definición de producto de 
un vector por un escalar. 

La demostración de las propiedades (2), (3) y (4) se plantean corno ejercicio 7. 

La demostración de la propiedad (5) es inmediata a partir de la definición de produc- 
to de un vector por un escalar, ya que la dirección y el sentido del vector 14=7Y coincide 
con la dirección y el sentido de Y por ser 4=1>0; además el módulo del vector 17 es 
[rl =hllø|= ll, por lo tanto 14 =V 


Analicemos qué resultado tiene la operación AY cuando4=00 Y=0 


1.1.4 
1.1.4.1 
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+ SiA=0entonces Av =0Y 
Ya que cero es el neutro de la suma en R, 07 = (0+ 0)7 
Por la propiedad distributiva del producto de un vector por un escalar con respecto a 
la suma de escalares, 07 = (0 +0% =07 +07 
Entonces, a partir de la existencia de opuestos, del elemento neutro, y de la propiedad 
asociativa de la suma de vectores, 07 + (-07 ) =07 +07 + (07 ) =>0=09 
Así, cuando 4=0,07=0 
El Si 7=0, entonces 47=40 
Por ser el vector nulo un elemento neutro en la suma de vectores 40=1(0+0) 
A partir de la propiedad distributiva del producto de un vector por un escalar y por la 
existencia de opuestos, tenemos que 40+(-40)=40+40+(-40) 
Entonces, por existencia de elemento neutro, y propiedad asociativa de la suma de 
vectores, 0=40 
Así, cuando 7=0,40=0 


En consecuencia: 


Sid=007=0,entonces 47=0 


Ejercicio 1-2 


Compruebe de manera gráfica las siguientes igualdades utilizando los vectores que se 
muestran en la figura 1-16. 


a) a+b=b+a b) (a+b)+c=4+(5+2) 
c) 2(a+b)=24+2b d) (2+3)4=24+34 
Figura 1-16 


Su 
| mn 





Vectores en sistemas de coordenadas y 


Vectores en el espacio bidimensional: R? 


Para ubicar puntos en el espacio bidimensional R?, se 
utiliza un sistema de referencia cartesiano Oxy. En éste 
cada punto P(x; y) queda identificado mediante un par 
ordenado de números reales: la abscisa x y la ordenada 
y (ver figura 1-17). 


a 
4 
z 
3 
ë 
3 
3 
3 
a 
B 
X 
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Figura 1-18 Luego, todo punto P(x; y)eR? tiene asociado un vector posición, ¿=0P 
y (ver figura 1-18), cuyo origen es el origen de coordenadas O y cuyo extremo es 
el punto P. 
En consecuencia, es posible trazar el vector OP en términos de las coor- 
denadas del punto P. 


Resulta entonces que: 





AAA 


La expresión del vector posición del punto P(x; y)eR? en función de 


sus coordenadas es p= ÖP = (x y) 





Sin ña en lución $ ls características de dirección y sentido de nuestro 
sistema de referencia, todo vector del plano puede definirse a partir de dos 
vectores unitarios o versores canónicos: ¡=(1; 0) para el eje de abscisas, y 
j =(0; 1) para el eje de ordenadas. (Ver figura 1-19.) 

Cada versor canónico es representante de la dirección de cada uno de los 
ejes coordenados, y su sentido es el sentido positivo del eje de abscisas y del eje 
de ordenadas, respectivimente. En consecuencia, todo vector del plano puede 
expresarse en función de ellos. Veamos cómo: 

Sean los puntos p, (6 0) y p(0; y). El punto p (x; 0) tiene asociado el vec- 
tor posición p,, que es un múltiplo escalar del versor Í , esto es: pE =x1; y el 
punto p,(0; y) tiene asociado el vector posición P,» que es un múltiplo escalar 
del versor j, esto es: p, =y j . Luego, por definición de la suma de vectores 
P, +p, =P, donde J es el vector posición del punto P(x; y)eR?, (Ver figura 
1-20.) 

Por lo tanto: 





La expresión canónica del vector posición del Eo Pl J)ER e al 
PEXIRYJ | | 





Ejemplo 4 Elvector posición del punto P(-3; 5) es p= OP= (-3; 5) =-31 +55. En forma gráfica: 


Figura 1-21 
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Hasta aquí hemos visto que todo punto del plano tiene asociado un vector posición, y 
que todo vector p es el vector posición de un único punto P(x; y) 


Ejemplo 5 El vector Y =(--2;5) es el vector posición del punto P(-2; 5). 


El vector nulo es el vector posición del punto O (origen de coordenadas), 0=(0; 0) 





Sean los vectores Y = (v; v a y u =(u,,; u,) dos vectores del plano expresados según 
sus coordenadas y ¿eR, 


Igualdad: 7 = &v =u, Av, =u 
; ye 

Suma: 9+2=(v,+4,5v, +u,) 

“Resta: F-ü=(v, u,v, -u,) 


Producto de un vector pòr un escalar: A7 = Afv; Y, ) = (Av, j Av,) 


Sean los vectores Y = (3; 5) yiú= (-1; 2) 


Entonces: 


Y+8=(35)+(-1,2)=(2:7) 
3 =(3;5)-(—1;2)=(4:3) 
AS )=(-12;-20) 


27-38 =2(3;5)-3(-1,2)=(9 4) 





Las dntacas previas son válidas siempre y cuando trabajemos con vectores expresados 
en forma canónica. 


Ejemplo 7 Sean los vectores Y =-4j + 3) y ú=71+2j Determinar ¿eRR para que Y+=31 5] 
Solución 
Sabemos que V+ú=31 —5j 


(47 + 33) + (77 $ Aj) =3i —5] por definición de la suma de vectores 


(-4+7)1+(3+4)j=31 55 


31 +(3+4)j/=31 -5] 
Entonces, por definición de la igualdad de vectores, 3=313+4=-5=>4=- 





12 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


Ejercicio 1-3 


Consideremos los vectores de la figura 1-22 para Figura 1-22 


a) Proporcionar la expresión de coordenadas y 


A a mepe m me p me =e 
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1.1.4.2 Vectores en el espacio tridimensional: R°’ 


Figura 1-23 





m iama mana com nay mme me iawa me 





! ES 
L 


Say, 
m m ae me men m me aa a A 


Para considerar coordenadas en el espacio tridimensional JR”, se eligen 
tres ejes perpendiculares entre sí: eje de abscisas, x, eje de ordenadas, y, 
y eje de cotas, z, los cuales se cortan en un punto O denominado origen 
de coordenadas. 

Los planos se determinan tomando por pares los ejes coordenados, y 
se denominan planos coordenados. Así, los ejes x e y determinan el plano 
coordenado pl(xy); los planos coordenados pl(xz) y pl(yz) se obtienen de 
manera análoga. (Ver figura 1-23,) 

Queda establecido entonces un sistema de coordenadas para el es- 
pacio tridimensional R?, donde todo punto se define mediante una terna 
ordenada de números reales, Pla; y; 2). (Ver figura 1-24.) 

La descripción vectorial del espacio R’ es análoga a la efectuada para 
el plano, así resulta que: 











2 
7 


_ En R, los versores canónicos son i =(1:0;0), j=(% L0) y 

k =(0; 0; 1), en consecuencia, el vector posición de todo punto 
P(x; y; z)eR* puede definirse como una suma de múltiplos escalares 
de estos versores, del siguiente modo: l 


Ejemplo 8 


Figura 1-25 





P=P,+P,+D, 
P=xi+yj+2k 
Por lo tanto, 


VP(x;y2)eR':p=0P=x1+yj+zk. 


El vector posición del punto P(2; 3; 5) en función 


de las coordenadas es P =OP =(2; 3; 5), y en fun- 


ción de los versores es P=0P=2i+3j+5k (ver 
figura 1-27.) 

En particular, el vector nulo es el vector 
posición del punto O (origen de coordenadas), 
0=(0;0;0) 
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Figura 1-26 





Figura 1-27 
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Ejemplo 9 Sean los vectores Y = (3; 5; 6) yú= (1 2; = 5) 


Entonces: 
P+i=(35;6)+(-;23-5)=(371) 9-3=(35,6)-(-12-5)=(4;3511) 


Ejemplo 10 Determinar la expresión canónica del vector % € R? si2W-2=7, siendo 
U=i+3+5kyV=-2j+4k. 
Solución 
Si 2W-ú=%Y entonces, al aplicar las propiedades de la suma de vectores y del producto 


sl 
de un vector por un escalar, resulta que W= A v+1) 


Por lo tanto, n= [+3] +k) aj+ lor 





Ejercicio 1-4 

Definir la expresión de coordenadas y la expresión canónica del vector posición para los 
puntos P (1; 0; 0), P,(0; 2; 0), P,(-2; -3; 5), y P (4; 5; 6). Luego determinar, analíticamente: 
a) El opuesto del triple del vector OP 

b) El doble de la suma de los vectores OP, y OP, 





1.1.5 Vector definido mediante las coordenadas de su origen y su punto 
extremo 
Hemos utilizado vectores para demostrar que la geometría del espacio RR? es análoga a la 


del plano. En consecuencia, analizaremos cómo definir un vector del espacio R° cuando se 
conocen las coordenadas de su punto de origen y de su punto extremo. 





Dados los puntos del espacio R’: P (x; Jz )y E (x,; Pih ) el vector con origen en P, y 
extremo en P, es PP, a(s = paja z,) 


O: 





Sean P, =s Yi z,) y AER z,) los vectores posición de los. puntos P(x; Ye z,) y 
P, (2,37352) 
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Figura 1-28 Al considerar la a figura 1-28, por definición de la suma de vec- 
Z tores, se tiene que p + PP, P, = P 
A Luego, sumando en “ambos miembros de la igualdad el vector 
opuesto del vector P;, resulta que PP, =p — pi. 





Por lo tanto, PP, =p -p =(x,; Y 2,)-(x,; Yi z,) 
Entonces, aplicando la definición de resta de vectores, queda 
demostrado que 





AA 


X 


PP, =(x, -%3 y, =y). 


Ejemplo 1 1 El vector con origen en el punto P,(2; 3; 1) y extremo en el punto P,(3; 5; 1) es 


PP =P, -p, =(3;5,1)-(2;3;1)=(1;2;0) 





De manera análoga, en R° se tiene que, dados dos puntos del plano coordenado P, y 
p el vector PP, se obtiene al restar el vector posición del punto origen P, el vector posi- 
T del punto extremo P, 


Ejemplo 12 El vector con origen en el punto A(-3, 5) y extremo en el punto B(2, 3) es AB=b-ã= 
(23;3)-(-3;5)=(5;—2), donde äyb son los vectores posición de los puntos A y B, res- 


pectivamente. 





Ejercicio 1-5 

En cada caso, determinar las coordenadas del vector AB 

a) A(Q;-4), B(1; -5) b) A(-3;7), B(10; —7) 

c) A(Q;-453), B(13-553)  d) A(4;-4; 4), B(-4; 4; -4) 





1.1.6 Módulo de un vector 


Figura 1-29 Recordemos que el módulo del vector Y = BP, es la longitud del seg- 


Ea 2” 


mento BP, según muestra la figura 1-29, 














El módulo del vector 7=(v,;v,;v, ) del espacio R? es [7] =./v? +v3 +v? 
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Si representamos un vector Y =(v,;v,; v,) del espacio IR? con origen 
en O y extremo en el punto P, tal como se observa en la figura 1-30, 
A A 


resulta que se forman dos triángulos rectángulos, OABy OBP 


En el triángulo O AB tenemos que long.OA =|» |y long.AB= lv), 
entonces, aplicando el teorema de Pitágoras, se cumple que 


(long.08) =|, | +, p (1) 


En el triángulo OBP tenemos que long.BP =[v,| y, por el teore- 
— 2 — 9 
ma de Pitágoras, se verifica que (long.OP ) =(long.0B) +h, f (1D 


Al reemplazar (1) en (II) resulta (long.OP) = A p +|v, +h, f 


Entonces, long.OP = v? +y? +72 
Por lo tanto, como la longitud del segmento OP es el módulo del vector 7, se cumple. 


que |a= yvi +v +3 


Observaciones: El teorema de Pitágoras establece que, en un triángulo rectángulo, el cua- 
drado de la medida de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las medidas de 
los catetos. 

También es válido su recíproco; es decir, si las medidas de los lados de un triángulo 
confirman que el cuadrado de una de ellas es igual a la suma de los cuadrados de las medi- 
das restantes, entonces el triángulo es rectángulo. 





Ejemplo 13 Determinar el módulo del vector con origen en el punto P(1; 1; 0) y extremo en Q(0; 5; 4). 
Solución 


Para encontrar el módulo del vector PO , €s necesario determinar sus coordenadas. 
Entonces, PQ=(0;5;4)-(1,1;0)=(--1; 4; 4) 


Luego, [pal = Ar +40 442 =4/33 


El módulo de un vector en R? se deduce directamente del teorema de Pitágoras, re- 
sultando que: 


El módulo del vector 7=(+,; v, Jes|w]]=/v? + v? 





Ejemplo 14 Encontrar 4 eR tal que el módulo del vector %=(2;3) sea 5. ; 








1.1.7 
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Solución 


Si lvl =5=>YV1?+9= 


entonces 4*=16=>|4[=4>4=-4v1=4 
Observemos que existen dos vectores que satisfacen lo enunciado, el vector Y = (4; 3) y 
su simétrico respecto del eje de ordenadas, V’ = (4; 3) 





Propiedades del módulo de un vector 


Sean ú y Y dos vectores y A un escalar, entonces: 
1. El módulo de un vector es un número real positivo o nulo: => 20 


2. El módulo de la suma de dos vectores es menor o igual a la suma de los módulos de 
cada uno de los vectores, [+7] <a +0]. (Desigualdad del triángulo) 


3, El módulo del vector que se obtiene mediante el producto de un escalar y un vector es 
igual al valor absoluto del escalar multiplicado por el módulo del vector, ha 143] =/2[l' 





1. Es tits a partir de la definición del módulo de un vector, En particular, 
si |z |= 0=7=0 


2. En R o R’, donde podemos hacer uso de la geometría, es claro que la 
desigualdad del triángulo se verifica por la propiedad que establece que la 
medida de un lado de un triángulo debe ser menor o igual a la suma de las 
medidas de los lados restantes. (Ver figura 1-31.) 

Se pedirá una demostración de esta propiedad en el ejercicio 19 de la 
sección 1.2.3. 


3. Se pedirá una demostración de esta propiedad en el ejercicio 20 de la sección 
L23: 


Ejercicio 1-6 
si =(1,4;3)y7=(5;1,3), determinar 
a) la b) p- "| à pa dl a) |a(u+7)| 





ei directores 


En las figuras 1-32 y 1-33 se muestra que la dirección de un vector de R? o de R? y el sentido 
positivo de cada uno de los ejes coordenados determinan ángulos. Estos ángulos se deno- 
minan ángulos directores del vector. . 

En la figura 1-33, observemos que al proyectar ortogonalmente al vector ï= (v; v v,) 
sobre el eje z queda determinado el triángulo rectángulo OMP , donde se cumple que 


cos y = De manera análoga, se deduce que cos & = 4 y cosfp= Y 
PL i A Fi FI 
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Figura 1-33 
3 a, Ê y y son los 
Figura 1-32 A ángulos direc- 
a y ÉB son los tores del vector 
Anado drece Veis Palana 
tores del vector l s (vv “ ) 


2i Ya 
F=fv; v,) 





Estos valores reales se denominan cosenos directores del vector Y, y a partir de ellos 
se deduce que los ángulos directores del vector son: 


@ = arccos qe $ =arccos a y = arccos $ 
ll Fl [l 


La deducción empleada para definir el valor de los ángulos directores de un vector de 
R* puede aplicarse para vectores de R?; teniendo en cuenta la figura 1-32, se cumple que: 


di ; Y 
Sea el vector Y = (v; Y, h entonces los cosenos directores del vector son cos a: = Fi y 
y 


cos f = a y, por lo tanto, los ángulos directores son æ = arccos a y f =arccos pá, 
[51 Pl Pl 


Ejemplo 15 Determinar los ángulos directores del vector Y = f ; 2) 
Solución 
Como el módulo del vector es 1, se tiene 


1 1 
cosg = > entonces, æ = arccos z 60° 


3 
cos f = a, entonces, $ =arccos Ep 30° 





Conocer los cosenos directores de un vector y el módulo del vector aporta otra ma- 
nera de definir las coordenadas de un vector. Este hecho es muy utilizado en física para 
definir vectores, como se muestra en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 16 Un barco navega a una velocidad de 22.5 km/h con rumbo de 40”. Expresar la velocidad 
del barco en forma de vector. 


Nota: El rumbo de una embarcación se mide desde el cardinal norte en el sentido 
horario. 








Capítulo 1 Álgebra vectorial 19 


Solución Figura 1-34 
Se desea determinar las coordenadas del vector ve- N y 
locidad Y, y según los datos se conocen su módulo, ; 
Ibl|=22.5, y el ángulo director con respecto al eje y 
(sentido norte), $ = 40° al considerar un sistema de 
referencia local, tal como indica la figura 1-34. 


Entonces, el otro ángulo director del vector velocidad 
es a = 50°. 


Por la definición de cosenos directores de un vector, 


| g= 400 





v y 
resulta que cos 50°=— y cos 40° =—+ 
| 22.5 


22.5 


v, = 22.5 cos 50° 


Entonces, 
p = 22.5 cos 40° 


Por lo tanto, el vector velocidad es Y = 22.5(cos 50%; cos 40°) 


Relación pitagórica 
1. Sean a y £ los ángulos directores de un vector Y eR”, entonces 
coga + cos f =1 
2. Sean a, f y y los ángulos directores de un vector Y eR?, entonces 
cosa + cosh + cosy = 1 





1.1.8 


Figura 1-35 


La ind de (1) y (2) es inmediata a partir de aplicar la definición de coseno direc- 
tor de un vector. 


Ejercicio 1-7 
Encontrar las coordenadas de un vector Ve RR? sabiendo que sus ángulos directores son 
iguales. 





Versor o vector unitario asociado-a un vector 
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Sea el vector Y 0, entonces >= F 





Por la definición de un versor asociado se tiene que Y=A7 , siendo A > 0, de modo tal que 


pl=lpo]=1 
| l aii de la propiedad de módulo del múltiplo escalar de un vector resulta que 
lehia 


Entonces | A=57 y, como 4 > 0, resulta que A= FI 
Por lo tanto: Ÿ¥ = =p 


y 


Ejemplo 17 Encontrar el versor asociado al vector W=(1,1,1) 


1 
Para E el versor asociado, se necesita multiplicar al vector por el escalar qzy Tal P 


entonces: e Pa 47 q 5) 





Ejercicio 1-8 
En cada uno de los siguientes casos encuentre el versor asociado. 


a) Y= yo b) y= ds 
2 3 9 27 


1.1.8.1 Vectores paralelos 








En R’ y R’, dos vectores no nulos son paralelos si, y sólo si, un vector es múltiplo escalar 
del otro. 
En símbolos: 7//W3 1 e R:9=4%, siendo 720 a wzi 


Observación: Es importante destacar que a raíz del teorema 4, y por definición del pro- 
ducto de un escalar por un vector, se desprende que cuando dos vectores no nulos sean 
paralelos tendrán la misma dirección, y puede suceder que tengan igual sentido o sentidos 
opuestos, así como igual o distinto módulo. 





Para demostrar d teorema 4, se necesita probar que 


a) Si7=19=>9//7 
b) Si PIR =A 


Ejemplo 18 
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Entonces, 


a) Si un vector es múltiplo escalar de otro vector, serán paralelos por la definición de 
producto de un escalar por un vector. 

b) En principio, si 4//w, entonces tienen la misma dirección. Luego, necesitamos de- 
mostrar que existe AR tal que Y =4%w 


Entonces, como tienen la misma dirección y por ser W+%Ó , se cumple que 


5 Pl ll. 


=i” cuando son de igual sentido, o bien que e si son de sentidos 


-PI Fl 


opuestos. Por lo tanto, À “ia j” == | 


Los vectores Y (1; 2; 3) y = % (-3; -6; -9) son paralelos ya que W=-37 





1.1.9 


1.1.9.1 


Ejercicio 1-9 ; 
Determine el o los vectores paralelos al vector Y = (Ya ; v10; 2) de modo tal que: 


a) Tenga(n) norma 6. 
b) Tenga(n) norma 2 2 y sentido opuesto. 





Introducción a espacios vectoriales reales 


En la sección 1.1.4. enunciamos las propiedades que verifican la suma de vectores y el 
producto de un vector por un escalar (número real). Por cumplirse estas propiedades en 
los espacios R? y R’, podemos afirmar que estos espacios ejemplifican una estructura alge- 
braica denominada espacio vectorial real. 

Estas propiedades no son exclusivas de los vectores geométricos de los espacios R? y 
R*? sino que, como veremos en el capítulo 8, se transforman en conceptos que permiten 
definir conjuntos de vectores abstractos o generalizados. 

La ventaja principal de estas generalizaciones es que ahorran trabajo, pues permiten desa- 
rrollar tratamientos comunes cuyas conclusiones pueden aplicarse luego a casos particulares. 

Los conceptos que trataremos a continuación son fundamentales en esta obra, ya que sus- 
tentan gran parte de los temas que estudiaremos en los próximos capítulos, En particular, resul- 
tarán importantes en el desarrollo de los conceptos geométricos presentados en el capítulo 2. 

En las próximas definiciones, al referirnos a V, estaremos empleando únicamente los 
espacios ¡R? o R?; por ende, los conjuntos de vectores que se mencionen serán vectores de 
dichos espacios y los escalares serán números reales. 


Combinación lineal 
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Ejemplo 19 ¿El vector Y =(8;8; 0) es combinación lineal de los vectores del conjunto 


A=1(4:1,0):(1 4,0))2 
Solución 
Al tomar en cuenta la definición de combinación lineal, resulta que debemos analizar si 
existen los escalaresá, y A, para que se cumpla la igualdad 4, (4,1; o) +4,(1,4;0)=(8;8;0) 
Entonces, operando y aplicando igualdad de vectores, surge el siguiente sistema de 

ecuaciones lineales: 

44,+4,=8 $ 

4,+44,=8 , cuya única solución es 4, =4,= 7 

04, +04,=0 
En consecuencia, como existe valor para los escalares 4, y å entonces el vector Y es 
combinación lineal del conjunto de vectores A. 


Ejemplo 20 ¿El vector 7 =(4; 3;6) es combinación lineal del conjunto A=((4;1:0), (1; 430)? 


Solución 
Se procede igual que en el ejemplo anterior. Al analizar la combinación lineal surgirá el 
sistema de ecuaciones 

44,+4,=4 

14, +44, =3 

04, +04, =6 


El cual resulta ser claramente un sistema incompatible ya que la tercera ecuación es un 
absurdo; en consecuencia, no existen los escalares Å, y Å, y por lo tanto Y no es combi- 
nación lineal de los vectores del conjunto A. 





Observación: Es importante advertir que la definición de combinación lineal no exige que 
los escalares 4,,A,, A, ... A, sean únicos, sino sólo que existan. 


Ejercicio 1-10 
En cada caso, analizar si el vector propuesto es combinación lineal del conjunto de vectores 
que se enuncia. 


a) 7=(4;5) A=((1-5):(110)) 
b) v=(-4:0) A=4(-3;2),(6;-4)) 
e) v=(5;7,1) A=1(11,0):(05151);(10;1)) 
d) v=(23;4) A=((1:151),(2;0;2):(3:153)) 
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1.1.9.2 Independencia y dependencia lineal 


El concepto de independencia o dependencia lineal, para el caso de vectores de los espacios 
R? o Rê, implica analizar si la dirección de un vector depende o no de las direcciones de 
otros vectores. 

Este concepto puede parecer nuevo, sin embargo, aparece implicito en diversas situa- 
ciones. Por ejemplo, sabemos que la ley de Ohm suele escribirse como AV = RI, donde AV 
es la diferencia de potencial expresada en voltios, R una constante, e I la intensidad de la 
corriente expresada en amperios. En este caso, podemos decir que la diferencia de poten- 
cial depende de la intensidad de la corriente. 









adian y dependencia lineal: i 
-A= frs 7 Vaso. 57) es linealmente independiente en V si há única E Le escribir al 


vector. nulo, 0, como combinación lineal de los vectores de A es con todos los escala- E 
„res nulos. Es decir, 2,,+4,7+4,7+..+4,7=0 > 4,=4,=4,=...=4,=0 


En caso contrario, Á= TTT Y z} es linealmente dependiente en V si para 
escribir al vector nulo no necesitamos que los escalares sean todos nulos. Es decir, 
"IA :4,H0coni=1,253;.. „= AT +AT +AT; +: AAT ser 


Para determinar analíticamente si un conjunto de vectores es linealmente indepen- 
diente o dependiente, se debe investigar qué tipo de combinación lineal genera al vector 
nulo. Veamos algunos ejemplos. 


Ejemplo 21 ¿El conjunto A =((1; 0;1); (1,1; 0);(0; 1;1)] es linealmente independiente o dependiente? 
Solución 
Por definición, planteamos que 4, (1,0;1)+4,(1,1,0)+4,(0;1:1)=(0;0;0). 
Al efectuar las operaciones e igualar, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales 
4,+4,=0 
A,+4,=0 
A + A, =0 
Al resolver este sistema de ecuaciones, resulta que presenta una única solución: 
4,=4,=4,=0. 


Entonces, como los escalares son únicamente nulos, el conjunto de vectores A es 
linealmente independiente. 


Ejemplo 22 ¿El conjunto A= (o; 3); (4; 1); (10; 10)) es linealmente independiente o dependiente? 


Solución 
Observemos que es posible expresar al tercero de los vectores del conjunto B como com- 
binación lineal de los dos vectores restantes, es decir: 3(2; 3)+ 1(4; 1)= (10; 10) x 
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Por lo tanto, el vector nulo puede definirse mediante una combinación lineal en la 
cual existen escalares no nulos, a saber: 3(2;3)+1(4;1)-1(10;10)=(0;0). 
Así resulta que el conjunto B es linealmente dependiente. 






Figura 1-36 Analicemos los ejemplos resueltos 
3 . ¿Por qué el conjunto A es linealmente independiente y el conjunto B es lineal- 


mente dependiente? 
Si observamos los vectores del conjunto A, podemos concluir que no hay 
dos vectores paralelos pero tampoco tres vectores coplanares (ver figura 1-36), 
esto garantiza que ningún vector del conjunto es combinación lineal de los vec- 
tores restantes; en consecuencia, cada vector representa una dirección única, 
Esto es, la dirección de cada vector es independiente de las otras direcciones, 
Por ello el conjunto A es linealmente independiente. 
En cambio, en el conjunto B sucede que es posible expresar uno de los 
vectores como combinación lineal de los dos restantes, esto garantiza que el 
conjunto no contenga vectores con direcciones in- 
Figura 1-37 dependientes unas de otras, sino dependientes, Por 
ello el conjunto B es linealmente dependiente. (Ver 
7 figura 1-37.) 


Da 
e a 3(2; 3) + 1(4; 1) = (10; 10) 













Ejercicio 1-11 


En cada caso, agregar un vector tal que el conjunto 
resulte linealmente dependiente y justificar la pro- 
puesta. 
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f) El versor asociado al vector MN. 

g) Un vector paralelo al vector MN de módulo 5. 
h) La distancia entre los puntos M y S. 

i) El punto medio del segmento NS. 



























Ejercicio 1-13 ; di: 
Explicar porqué las siguientes afirmaciones son falsas dd un contracjemplo adecuad: ; 
argumento teórico. ; 2 


-> 


, entonces u5 v. i 





a) Si ñ y Y son vectores de R’ tales que ll] =l|5 
b) No existen vectores ú y Y en R? o R? tales que U+Y=4.. 
c) El conjunto 10) es linealmente independiente. 


d) Silos conjuntos de vectores (837) y [5,19] son linealmente independientes, e entonces el c aju 
vectores la; w} es linealmente independiente. . , 








Ejercicio 1-14 CAS 
Demostrar que los puntos medios de los lados de cualquier cuadrilátero son los vértices de un n paralelo 











Ejercicio 1-15 





Figura 1-38 La ¡midis de un A dando es la recta que 
- un vértice cón el punto medio' del lado o 

(ver figura 1-38). En tódo. triángi O 
dianas se cortan en un punto int 
`> denomina baricentro ‘(centro 4 
oo figura). Si Z, byt son los 
-x Jos- vértices A ByC del: triáng 


el vector posición del baricentro es: 








Ejercicio 1-16 a dedo at, 
Figura 1-39 = Unniño que pesa 20 Kilogramos set i 





la intensidad de la fuerza que Permite al niño. de 
se por el tobogán? ¿Cuál esla intensidad de la fu 
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Producto entre vectores 





Ingeniería y vectores 
SITUACIÓN INICIAL 1: 
¿Cuál es el trabajo realizado al empujar un automóvil a lo largo de un camino a nivel desde 


un punto, A, hasta otro punto, B, situado a 40 metros de distancia si se ejerce una fuerza 
constante de 90 Newton? 


Figura 1-40 





SITUACIÓN INICIAL 2: 


Ramiro quiere abrir una puerta y Bruno cerrarla. Ra- 
miro aplica una fuerza de 500 N a 50 centímetros del 
eje de rotación de la puerta; en cambio, Bruno aplica 
una fuerza de 400 N a 25 centímetros del eje, Deter- 
mine cuál de los muchachos cumple su objetivo. ¿Qué 
sucedería si uno de ellos aplica una fuerza de 350 N a 
45 centímetros del eje de rotación y el otro ejerce 630 
N a 25 centímetros de dicho eje? 








Introducción 

En la primera sección del presente capítulo, definimos: los vectores de los espacios R? y R’, 
suma y producto por un escalar, módulo de un vector, los ángulos directores y la dirección 
de un vector. 

En esta sección nos ocuparemos de estudiar: producto escalar, el producto vectorial y 
el producto mixto. 

Estos productos entre vectores no sólo validan conceptos propios de los vectores, sino 
que también resultan ser una herramienta eficaz para efectuar la descripción analítica de 
objetos geométricos. Por ejemplo, estos tres productos permiten describir las ecuaciones 
de rectas y planos, tal como veremos en el siguiente capítulo. \ 

Por otra parte, son operaciones vectoriales que modelan situaciones de la física, tal 
como se ejemplifica en las secciones 1.2,3,3., 1.2.4.4. y 1.2.5.4. 


TZ 


1.2.2.1 
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Es nuestra intención que al finalizar la lectura comprensiva y activa de la presente sección, 
usted pueda: 


E! Aplicar las formas de cálculo del producto escalar entre vectores, sus propiedades y 
conceptos derivados, en la resolución de problemas de álgebra, geometría o física, 


ES Identificar las características del vector que se obtiene al efectuar el producto vec- 
torial entre dos vectores, reconocer sus propiedades y aplicarlas en la resolución de 
problemas de álgebra, geometría o física. 


i Utilizar el producto mixto entre vectores y sus propiedades en la resolución de pro- 
blemas de álgebra, geometría o física. 


Producto escalar, ángulo entre vectores y proyecciones 


Producto escalar y ángulo entre vectores 


El producto escalar entre vectores es una operación vectorial importante en el estudio de 
conceptos de la física, entre otras disciplinas, tal como se prueba en la situación problemá.- 
tica 1. En la presente sección, y en el contexto del álgebra vectorial, analizaremos la opera- 
ción de producto escalar como una herramienta que permite obtener la medida del ángulo 
que definen dos vectores distintos del vector nulo, considerados con un origen común, y 
efectuar proyecciones ortogonales. Luego, en el capítulo 2, en el contexto de la geometría, 
se constituirá en una herramienta muy útil para describir analíticamente ecuaciones de 
rectas y planos. 





E Se ca por e entre dor Vectores? z y 7, que a como d Sa po ), , 
y al ángulo que. determinan las direcciones de los. vectores £, y Y, cuando son considera- LA 
} dos con un pun común n que satisface s relación îs < 9S S UE i 








Figura 1-42 l 


T 


En particular, si los vectores son paralelos, el ángulo es de 0, o Tr; si son perpendiculares, 
2 X A i 
el ángulo es, TTE denominan ortogonales; si alguno de los vectores es el vector nulo, el 


ángulo no está definido. 
Una vez acordado lo que entendemos por ángulo entre dos vectores, estamos en con- 
diciones de definir el producto escalar. 








28 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 





Sean ú y Y dos vectores, y sea O en a entre ñ y? 7, , entonc el producto escalar 
entre úl y Y se define como: ; a De 









soe ata TE 





En el siguiente ejemplo se muestra cómo obtener el producto escalar entre dos vecto- 
res, sin embargo, estos casos son triviales, pues es evidente la medida del ángulo que hay 
entre ellos, En general, no resulta fácil calcular el producto escalar entre vectores utilizando 
la definición previa, ya que no suele conocerse de antemano la medida del ángulo existente 
entre ellos. Debido a esto, en el teorema 5 se ofrece otra forma de cálculo del producto 
escalar, aplicable siempre y cuando los vectores estén definidos por sus coordenadas. 


Ejemplo 23 Sea el vector ğ = ( Ll; 0) y los versores i y k, entonces, 


ñi-ú=/2/2c0s0=2 u¡=0/21c0s E =1 uk= V210095= =0 


de de y TT 
¡E=t-1005 L<0 ¡Inia s 
2 2 





Ejercicio 1-17 
Obtener la incógnita que se pide en cada caso. 


a) El módulo del vector ñ si, #7 =12, lo]=2,y0=2 


b) El ángulo 9 entre los vectores ll y 7 si, U-V= da, l= V2,y ll =4/3 









ean los vectores ¿=(u,;u,;u,) y 7 =(v,;v,; v,), entonces el producto escalar entre dl y 7 
a =V, HLV, FUV 


En palabras: El producto escalar entre dos vectores es igual a la suma de los productos 
entre componentes homólogas. 





El resultado es cierto cuando alguno de los vectores es el vector nulo. Para el resto de los ca- 
sos, consideremos el triángulo de la figura 1-43. Por el teorema del coseno se cumple que 


la 5P=falf+7P-2fralsi coso 


Por definición del producto escalar, i- 7 f =a f +y f -24.7 


Figura 1-43 





Ejemplo 24 
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6 2 a 
Entonces, se deduce que ú-Y= ¿Ll +» -|z- sl] 


Al aplicar la expresión de cálculo del módulo de un vector en función de 
las coordenadas de los vectores y operando, resulta que 


05 (u +4 +12 )+(v2+v2+v2)-[ (u, Ji +(u,—v,) +(u, dl 


Se deja al lector resolver la operación presente en el segundo miembro de 
la igualdad previa para comprobar que se obtiene 4-7 =4,v, +4,v, +4,v, 
Con lo cual queda demostrado el teorema 5. 
El teorema 5 expresa cómo calcular el producto escalar entre dos vectores del espacio 


E 


R’, esta forma de cálculo es válida para vectores del espacio R?y, como veremos en el ca- 
pítulo 8, Espacios vectoriales, es una operación que puede generalizarse para vectores de 
n coordenadas. 


Sean los vectores y = (1; 1; 0) y Y = (1; 7; 2), entonces 


8-7=(1,1,0)-(1:7;2)=1-1+1:7+0-2=1+7=8 


Sean los vectores W = (-3; 1) y Y = (7; 2), entonces 


w=(-3;1)-(7,2)=(-3)-7+1-2=-21+2=-19 





Propiedades del producto escalar entre vectores 


El producto escalar entre vectores es conmutativo, 4-v=7Y-4 

El producto escalar entre vectores es distributivo con respecto a la suma de vectores 
ú-(9+)=4-7+4-% 

Extracción de un escalar del producto escalar entre vectores, 4(2-7)=(4)-7=3 (47), 
condeR. 


S a -> T > 
Si los vectores ii y Y son ortogonales, esto es áng. (t; 7)= 7 > entonces -7 = 0 


Si el producto escalar entre ú y Y es nulo, entonces alguno de los vectores es el vector 
nulo o los vectores son ortogonales. En símbolos: 4-4=0 => ú=0vV=0vwU4 17 

El producto escalar de un vector por sí mismo es igual al cuadrado del módulo del 
vector, ú-33 =||a| 

Consecuencia de (6): El módulo de un vector es igual a la raíz cuadrada del producto 


escalar del vector por sí mismo. En símbolos: li =y/4:ú 





ú=(u,;u,u,) y P=(v,;v,3v,) y, entonces el producto escalar entre ll y Y es; 
=14 V, +U,v, +4,v, y por ser conmutativa la multiplicación en R, tenemos que 
=U, V, HUV, HUV, =V u +v,4, +v,u, , por lo tanto 4 -V=Y-U 


ya 
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2. Sean ú=(u;u,u,)yv= (v; vY ek y w e wiw w,), entonces 
Paa ai +(w,; ;w,) | 
Por definición dela suma de vectores, (7+ w)= (a; uu s} (v, +w iv, +w iv +w) 
Por el teorema 5, 3 -(9+%)=w, (v, +w Ju (v, +w, tu (v, +w) 


Por propiedad distributiva del producto respecto de la suma, por propiedad conmu- 
tativa en R, ú-(7 +1)= UY, FU Y, +UV, FU W, +4, Ww, +Uu,w, 


De nuevo, por el teorema 5, resulta que: 3-(7+)=4-P+8-7. 


3. Sean ú= (u, ; t3; t, )y y= (v; YY, ) con 4€R, entonces, por definición del producto 
escalar y propiedades de la multiplicación en R, 
Alu . 7)= A(u,v, HUV, HUV, ) =(Au, A +(4u,)v, +(4u, Jv =(13)- 


v 
Y, 
De manera análoga, el lector puede probar que ¿(3 -7)=%- (45) , con lo cual que- 
da demostrada la propiedad. 


4. Si y Y son ortogonales, entonces áng. (ü; y) = > por lo tanto UY =/|2]71 cos S= 0 


5. Se deduce a partir de la definición de producto escalar y de la propiedad (4). 
6. La medida del ángulo que forma un vector con sí mismo es 0, entonces: 


a-3=afllallcoso == 


7. A partir de (6) resulta que 4-4 =la, por lo tanto la] = Jii 


Ejemplo 25 Obtener la norma del vector á siendo 4-4=10. 


Solución 
Por las propiedades del producto escalar sabemos que 4-4 a=|al, de modo que si, 
á-4=10 resulta la]? =10 


Por lo tanto, lla |= = Jo 


Ejemplo 26 Mediante el uso de las propiedades del producto escalar, reducir a una mínima expre- 
sión la operación 4 (a+b)+a(a-b5) 


Solución 
Al aplicar la propiedad distributiva del producto escalar con respecto a la suma de vec- 
tores, a-(4+b)+4(a4-b5)=4-4+4-b+4:4-a:b 

Se cancela y se aplica la propiedad del producto escalar de un vector por sí mismo, 
resultando 4: (a+b)+a. (a- b)=2 2(ā. ā)= A 


Por lo tanto, a-(a+b)+a-(a-5)=2lal 
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Ejemplo 27 Aplicar las propiedades del producto escalar y comprobar la siguiente afirmación: 


U=yi+uj+ruk y Vevi+vj+vk > Ud Ú=41v +4,Y, uy, 


Solución A A 
El producto escalar entre Y y Y es 8-7 = (ui +u,] +u k) (vi +y j+ vk) 
Al aplicar las propiedades (2) y (3) del producto escalar se obtiene: 


ï-y=(uv (i 1)+(uv, NEF) lav (k) + 


=0 


er atar Jan) E) 


=0 


+(uzy, )(%-1)+(u,v,)(€-7)+(uv, (E-E) 


> ME: a 


Advierta que seis de los nueve términos se anulan, pues los versores que intervienen son 
ortogonales, Restan tres términos, en los cuales se tiene, por la propiedad (6), 


e = vij? [2 12 
PR | | “48 li | TUY, ixl 
A partir de la cual resulta 4-4 =4,v, +4,v, +4,v, 





Al principio enunciamos que no resulta fácil calcular el producto escalar entre dos 
vectores, y y Y, utilizando la definición 4-7 = lall] cos 0, ya que no suele conocerse de an- 
temano la medida del ángulo que hay entre ellos, sin embargo, será mediante esta fórmula 
y el teorema 5 como podremos determinarlo, tal como lo prueba el teorema 6. 





Sean los vectores ŭ = (u; U, 5 la ) yř= fv; vinh entonces O = áng. (1; 7) es: 


UV, HUY, FUV; 


0 = arccos 2 2 2 2 2 Af 
yui +U Fu vi wy TY 





Sean ¿=(4,54,54,)y9=(w; ai dos vectores no nulos. 
Sabernos, 1 per deñalelón da adido escalar, que, 4:V= jalal cos donde 
6 = áng. (1,7) 


De la cual se desprende que cos 0 = EF 
iy 


Luego, al aplicar la definición de la función inversa del coseno de un ángulo, el teore- 
ma 5, y la fórmula para calcular el módulo de un vector, se tiene que: 
Mic UV, FUV, FUY, 
2 2 2 2 2 2 
u +u, tu, Svi +v, tY 
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El teorema 6 brinda otra herramienta algebraica para determinar si un par de vectores dis- 
tintos del vector nulo son paralelos o perpendiculares, tal como se enuncia en las siguientes 
propiedades que, por su sencillez, dejamos al lector la tarea de demostrarlas, 


Sean los vectores ¿+0 y 7%0. 


1. 8/17 áng.(5:7)=0(07). 


2. 117 mg (a7)=2. 


Ejemplo 28 Encontrar el ángulo 9 determinado entre los vectores ü =(1; 2; 3)y 7 =(2;4;6). 


Solución 
Para encontrar el ángulo 6, se calcula 3-4 =(1,2;3)-(2; 4; 6)=1-2+2-4+3-6=28, 


a 56. 


Luego, O =arccos na i = arccos peo 2 =arccos1=0 
0 jas y/14,/56 


Por lo tanto, la medida del ángulo presente entre los vectores es 0 y, en consecuen- 
cia, podemos afirmar que los vectores son paralelos y de igual sentido. 





Observaciones: ¿Por qué si los vectores son paralelos, la medida del ángulo que determi- 
nanesdom? 

El único requisito para que dos vectores sean paralelos es que tengan la misma di- 
rección, con lo cual pueden tener igual sentido o sentidos opuestos, e igual o distinto 
módulo. ' 

Por ello, cuando la medida del ángulo es 0, los vectores son paralelos y tienen igual 
sentido; en cambio, si la medida del ángulo es s, los vectores son paralelos pero de sentidos 
opuestos. 


Ejercicio 1-28 

En cada uno de los siguientes casos, 

1). Obtener el producto escalar presente entre cada pareja de vectores. 

ii) Calcular la medida del ángulo determinado por cada pareja de vectores. 


iii) Identificar qué pares de vectores son paralelos y cuáles son ortogonales, según los 
resultados del ítem (ii). 


a a abra yra(£) 


b) =(/8;./20)y7=(-,/25-,f5) 


Figura 1-44 





Figura 1-46 


1.2.2.2 
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d) ú=(111)y7=(-11-1 


( 
e) ú=(-34:0)y7 
(2456) 





Proyecciones 


De la geometría, recordemos cómo obtener la proyección ortogonal de un punto sobre 
una recta. Si P es un punto y l una recta, entonces la proyección ortogonal del punto P so- 
bre la recta 1 es el punto P” ubicado en la base de la perpendicular trazada de P a l, tal como 
indica la figura 1-44. De modo similar, al proyectar ortogonalmente un vector PQ sobre 
una recta 1 obtendremos el vector PQ” (ver figura 1-45). 

Con base en la manera de proyectar ortogonalmente un vector sobre una recta, se 
comprende cómo proyectar ortogonalmente un vector Y sobre la dirección de un vector ü. 
En la figura 1-46 se muestran los casos posibles. 

Observemos que, en tales casos, la proyección ortogonal del vector Y sobre la direc- 
ción del vector Ü es un vector que es múltiplo escalar del vector sobre el que proyectamos, 
denominado vector proyección de Y sobre d, el cual se simboliza mediante vector proy, Y 
y, por razones de simplificación de las expresiones, está indicado en la figura 1-46 bajo la 
denominación de P. 

En la figura 1-46 a, el vector proyección P coinci- 
Figura 1-45 de con el sentido del vector sobre el que proyectamos, 
puesto que el ángulo entre ú y Y es agudo. En la figura 
1-46 b, el vector proyección P es el vector nulo porque 
los vectores dí y Y son ortogonales; y en la figura 1-46 c, 
como el ángulo entre los vectores es obtuso, el vector 
proyección P tiene el sentido opuesto del vector sobre 
el que proyectamos. 

En este punto, una pregunta opoNi 2 es: ¿cómo 
podemos encontrar las componentes del vector p? 

Si el caso es el que se meae en la figura 1-46 b, la 
respuesta resulta trivial, ya que P= 


A 





(b) (0 
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Ejemplo 29 


Analicemos cómo se obtiene el vector J en los casos de las figuras 1-46 a y c. 
Para empezar, recordemos que un vector queda definido si conocemos su módulo, su 
sentido y su dirección. Entonces: 


él La dirección del vector P es un dato, pues está dada por ŭ (por ser P y ú paralelos). 


3 El sentido y el módulo del vector P surgen de una magnitud escalar, la cual se de- 
nomina proyección escalar del vector Y sobre úl y se simboliza mediante proy esc, Y, 
pero que indicamos como p para simplificar la escritura. 


A partir de la figura 1-46 a o c, y por trigonometría, se tiene que la proyección 
escalar es p=|7| cos 0, donde claramente: 


zw SiO es agudo, p > 0 y, por lo tanto, representa al módulo del vector proyección e 
informa que el sentido de este vector es el mismo que el del vector ü. 


m Si0 es obtuso, p <0 y, en consecuencia, el valor absoluto de p representa al mó- 
dulo del vector proyección; y el sentido de este vector es opuesto al del vector ñ. 


Resulta entonces que J= pú=(J|v] cos 9) ï (D 


Así queda contestado el interrogante, pero la fórmula (I) exige conocer la medida 
del ángulo que hay entre los vectores. Sin embargo, el teorema 6 y la definición de versor 
asociado a un vector nos ofrecen una simplificación de la fórmula (I). Esto es, a partir del 


m me 





teorema 6 sabemos que cos = rom (ID) 
lall] 
Por definición de versor asociado a un vector, ŭ = H” (11) 
Por lo tanto, reemplazando (II) y (HI) en (I), tenemos que el vector proyección del vec- 
tor Y sobre ú es P= Ej 
ú 


Sean los vectores 3 =(4; 4; 4) y b =(6;6;0). Calcular la proyección escalar, la longitud de 
la proyección escalar, y el vector proyección del vector 4 sobre el vector b. 


Solución 
La proyección escalar del vector á sobre el vector b es 


ab (4;4;4)-(6;6,0) 4 


proy esc; ree 


La longitud de la proyección escalar del vector á sobre el vector b es 


[proy esc; á|= Fl =14,/2]=4,[2 : 
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El vector proyección del vector 4 sobre el vector b es 


vector proy; a d, = (4;4;4)-(6;6;0) (6; 6; 0)= (4; 40 


EF) |(Jerero) 


En la figura 1-47 se muestran los vectores d, b y P= vector proy; ú 


Figura 1-47 





Ejemplo 30 ¿Es conmutativa la proyección escalar? 


Solución 
Consideremos un ejemplo. 
Sean los vectores ï =(1; 2) yř= (3; 4). Entonces calculamos la proyección escalar del 
ay (x2) (34) 11 


vector Ñ sobre el vector 7 como proy esc, ŭ = P MARA E 


Calculamos la proyección escalar del vector Y sobre el vector d como 


A A 
= 


E y5 


proy esc, Y= er 
[al 


Es claro que proy esc, U + proy esc, Y. 
Por lo tanto, la proyección escalar no es conmutativa, 





AR ON UNA ORIO IN ONIL ONIS CON NADAN 


Hemos analizado cómo determinar el vector P, que es el vector proyección del vector : 
sobre la dirección del vector ü. Ahora nos interesa el problema de obtener un vector qu 
se llama componente vectorial del vector Y ortogonal a la dirección del vector Z, lo cual s 
simboliza como comp ortog, Y 
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Este vector está señalado en las figuras 1-48 a y 1-48 b como q. 


Figura 1-48 





Advierta que en ambas figuras se cumple que Y = p +å 

Es decir, el vector Y es la suma del vector proyección de Y sobre la dirección del vector 
ú y la componente vectorial de Y ortogonal a la dirección del vector ñ, 

Entonces comp ortog, V=4=Y- p 


Recordemos que p= vector proy, Y = al ja y resulta entonces que: 


comp ortog, Y =Y Ple r} 


[af 


Ejemplo 31 aso la componente vectorial de ¿=(4; 4; 4) ortogonal a la dirección del vector b= 
6,60 


Solución > 
En primer lugar, debemos encontrar el vector proyección del vector 4 sobre el vector b: 


P= vector proy; 4 (e E de (654:4)-(6:650) (6; 6;0)=(4; 430) 
tel (Y +6? +0*) 
Luego, la componente vectorial de 4 ortogonal a la dirección del vector b será 
dG =4- Pp, es decir, ¿=comp ortog, 4 =(4; 4; 4) (4; 430)=(0;0;4). 


La figura 1-49 muestra los vectores 4, b, P= vector proy; á y ¿=comp ortog, 4 
Teniendo en cuenta los datos del problema y su resultado, es posible verificar que: 





La suma entre el vector proyección P y la componente ortogonal q 
es el vector 4 que proyectamos sobre la dirección del vector b, 
a=5p+3=(44,0)+(0;0;4)=(4; 4; 4) 
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Figura 1-49 3 El vector proyección P y la com- 
ponente ortogonal ¿ son ortogonales, 


P-G=(4;4;0)-(0;0;4)=0 





En resumen: 
Sean dl y Y dos vectores, distintos del vector nulo. 


; 5 e - UV 
E) La proyección escalar de Y sobre ú es proy esc, Y = Ei a 


él La longitud de la proyección escalar o, de manera equivalente, el módulo del vector 


a 





proyección de Y sobre ŭ es 


; 3 ss a (üF). 
il El vector proyección de Y sobre U es vector proy, Y = HE) 
ú 


EE La componente ortogonal de Y sobre di es comp ortog, Y =W-— — t 
[a 
Dados dos vectores, ¿por qué podría interesarnos calcular la proyección de un vector sobre 
otro y determinar la componente ortogonal? 

Las situaciones problemáticas que podemos resolver mediante proyecciones son di- 
versas. Una de tales situaciones proviene del área de la física, tal como se analiza en la sec- 
ción 1.2.3.3; otra puede presentarse cuando el problema es determinar la distancia desde 
un punto hasta una recta del plano, o bien su análogo en el espacio tridimensional cuando 
el objetivo es encontrar la distancia desde un punto hasta un plano, lo cual estudiaremos 
en el capítulo 2, Rectas y planos. 

-En lo que respecta a la componente ortogonal, en física este concepto es usado siem- 
pre que se descompone una fuerza con respecto a un sistema de referencia local, y en esta 
obra será tratado en el capítulo 8, Espacios vectoriales, cuando nuestro interés sea cambiar 
el sistema de referencia cartesiano ortogonal convencional por un sistema de coordenadas 
ortogonal equivalente. 
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Figura 1-50 





Ejercicio 1-19 
En cada caso, encontrar la proyección escalar de y sobre la dirección de 7, el vector pro- 
yección de ú sobre la dirección de 7, y la componente vectorial de 4 que es ortogonal a la 
dirección de Y. 


a) ú=(3:4) y9=( :3 


4 ) d) ú=(0;4;5) y 7=(0;0; 2) 
b) ii =(-3;2 yř=(1;1) e) ú 


(m;m;m) y Y =(m;m;0), siendo m>0 


) ú=(-3-3)y9=(055) A ú=(-253-1)y7 -3-54 


En los casos (b) y (c) compruebe gráficamente. 
En todos los casos, comprobar que la componente vectorial de ¿ ortogonal a la direc- 
ción de Y y el vector proyección de di sobre la dirección de Y son ortogonales. 


1.2.2.3 Aplicaciones del producto escalar en física 


Consideremos el caso de un trabajador que debe mover horizontal- 
mente una vagoneta sobre un tramo de vía recta, trasladándola 20 
metros (ver figura 1-50). 

El operario realiza el traslado empleando un cable que forma un 
ángulo de 309 con la horizontal, y esta dirección coincide con el des- 
plazamiento. Para mover la vagoneta se aplica una fuerza de 200 N. 

¿Qué trabajo realiza el operario? 

En física, el concepto de trabajo está íntimamente vinculado al de 
energía: el trabajo de una fuerza sobre un desplazamiento consume 
cierta cantidad de energía. Por cierto, las unidades son las mismas (el 
joule en el sistema MKS). 

En cuanto a su naturaleza física, el trabajo W se diles como el 
producto de la intensidad de la fuerza por la longitud del desplazamiento por el coseno del 
ángulo comprendido entre la dirección de la fuerza y la dirección del desplazamiento. 

En la notación utilizada en esta sección, el trabajo W será entonces: 


W= [E cos O (Mm 


| añ 


En nuestro ejemplo, W = 200 N- 20 m- Ta 


Se observa que el trabajo (tal como ocurre con la energía) es una magnitud escalar, pero 
que se obtiene a partir de dos vectores: un vector fuerza F y un vector desplazamiento Ó. 
En ese cálculo, cuyo resultado es un número real, sin embargo, intervienen todos los pa- 
rámetros que definen a un vector. Esto resulta muy evidente en el caso del módulo o de la 
intensidad, pero a poco que analicemos con atención la fórmula (1) veremos que el cos O está 
relacionado con las direcciones de ambos vectores y con su sentido, pues el ángulo 0 será 
menor de 90" si los sentidos de los vectores son coincidentes y estará comprendido entre 
90 y 180% si los sentidos son opuestos. . 
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Si en la fórmula (1) definitivamente intervienen vectores, podemos preguntarnos: 
¿será posible definir el concepto de trabajo a través de una operación entre vectores cuyo 
resultado, en lugar de ser un vector, sea un número real? Más aún, desde un punto de vista 
práctico, ¿conviene hacerlo? 

Por cierto, si desde el conocimiento de la física, obtenido con base en experimenta- 
ción, resulta que existen conceptos que pueden expresarse a través de vectores, lo más lógi- 
co es encararlos utilizándolos por completo; ya que al incluirlos no sólo contemplamos su 
magnitud, sino que incorporamos los demás parámetros que integran su existencia, como 
la dirección y el sentido. 

Esa operación que podemos definir es el producto escalar. En este caso, es posible 
plantear que el trabajo W se obtiene como: 


W=F.ő - (0 


Centremos nuestra atención en la expresión (11). ¿Qué ocurre si para recorrer la-mis- 
ma distancia —es decir, para el mismo vector desplazamiento— se modifica la intensidad 
de la fuerza llevándola, por ejemplo, de 200 a 300 N? ¿Para qué desearíamos cambiar la 
fuerza en esta aplicación? Quizá para realizar más rápido la tarea (aparece entonces otro 
concepto de física, el de potencia: energía por unidad de tiempo). Sin embargo, debemos 
preguntarnos si ese cambio siempre se traduce en una optimización del proceso, 

Si se mantiene constante el ángulo que forma el cable con la dirección del desplaza- 
miento —es decir, si los vectores mantienen invariantes sus direcciones— la respuesta es 
sí, tal como resulta de efectuar el cálculo: 


3 
W=200N-20m-2=5196] 


El operario ha consumido más energía (ha realizado mayor trabajo), pero posible- 
mente ello permita un ahorro en el tiempo que demanda el proceso. 

Sin embargo, cuando también se modifican las direcciones de los vectores, por ejemplo, 
si el ángulo que forma el cable con la horizontal pasa de 30 a 600, el trabajo realizado es: 


1 
AL 7000] 


¡Incluso menor que el calculado la primera vez! 

¿Cómo interpretamos este resultado? Indudablemente, el consumo de energía no 
sólo afecta al módulo de los vectores, sino también a los otros parámetros que definen un 
vector, como es en este caso la dirección. De hecho, si la fuerza de 300 N fuese ejercida en 
forma perpendicular a la dirección pretendida del desplazamiento de la vagoneta, no la 
movería sobre las vías. Aún incrementando sustancialmente el valor de la fuerza aplicada, 
nunca va a conseguirse desplazar la vagoneta en la dirección deseada. El trabajo en esa 
dirección es de 0, lo cual muestra que se está desperdiciando esfuerzo o, desde otra óptica, 
que el proceso no está optimizado. 

¿Cómo podemos minimizar el consumo de energía y volver más eficiente el trabajo? 
Si se aplica la fuerza en la dirección del desplazamiento, el ángulo comprendido es de 0%, 
el coseno correspondiente es 1, y, por lo tanto, es posible trasladar la vagoneta la misma 
distancia con menor esfuerzo. 
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1.2.3 


1.2.3.1 


De hecho, si hiciéramos un análisis inverso al efectuado hasta ahora, podríamos con- 
firmarlo. 

¿Qué fuerza necesitamos aplicar en la dirección del desplazamiento si el trabajo reali- 
zado es de 3464 ] —la energía consumida en el primer ejemplo— y la distancia recorrida es 
de 20 metros? Al efectuar los cálculos, resulta una fuerza de intensidad igual a 173.2 J. 

¿Qué conclusiones podemos obtener de este ejemplo? Primero, que existen fenóme- 
nos físicos que pueden describirse adecuadamente aplicando una operación entre vecto- 
res. Segundo, que en el resultado de esta operación intervienen todos los parámetros que 
definen un vector. Tercero, que la adecuada combinación de tales parámetros permite op- 
timizar el proceso y reducir el consumo de energía o el esfuerzo realizado, o simplemente 
trasladar el cuerpo una distancia mayor. 


Ejercicio 1-20 
Resuelva la situación problemática 1 aplicando los conceptos tratados en la sección 1.2.3, 
y sus conocimientos de física. 





Producto vectorial 


El producto entre vectores que nos ocupa en esta sección es el denominado producto vec- 
torial, y únicamente se aplica a vectores del espacio R°. 

Esta operación da por resultado un vector cuyas características de dirección, sentido y 
módulo nos permitirán resolver diversos problemas algebraicos, geométricos y físicos, 


Descripción geométrica del producto vectorial 














i H no Tea aae 
vonuló y. no, paralelos, $ se mde 
: ¿des e características. 





pda Dirección 
i $ La dirección del vector 











k a a de Ra mano derec h 
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Figura 1-51 


Módulo . e e 
El módulo del vector ” ixte 
entre Hy) 









Si partimos de la descripción geométrica del producto vectorial, es posible deducir el resul- 
tado del producto vectorial entre versores canónicos. 


1) ixi=ð jxj=0 kxk=0 
a Isak is 

3) jxk=i kxj=-i 

4% kxi=j fala 

Justificamos (1) 


Por definición del módulo del producto vectorial, y sabiendo que la medida del ángulo es 
o, [Px1]]5[7].]-seno=o. 


Entonces el producto vectorial es un vector cuyo módulo es cero, el único posible es el 
vector nulo, por lo tanto ¿xi =0. 


as e w 


De manera análoga, se demuestra que ¡xj=0ykxk= 


Justificamos (2) 
Por definición: 





El módulo del producto vectorial | x ¿[| =]7]|-[]71|- sen F =] D 


1 El vector {x} debe ser perpendicular a los versores iy j (1) 


4.2 Nociones de geome 


Figura 1-52 





tría analítica y álgebra 


Propie 


= zyw tre 
Sean Ñ, 7 yY f 


1. 


lineal 


Gi El sentido del vector ¿xj coincide, por la regla de la mano derecha 
(ver figura 1-52), con el sentido positivo del eje z. a) 


A partir de las observaciones (D, (1D) y (ID), el vector ixj es el versor É. 
Por lo tanto, i Xj =k 


En la figura se observa la representación gráfica de los versores y los senti- 
dos de giro que definen, mediante la regla de la mano derecha, el sentido 
levógiro del vector resultante del producto vectorial, 

Dejamos como tarea para el lector comprobar que ¡xi =-k y que, 
siguiendo el mismo razonamiento, se verifican las igualdades dadas en (3) 


y (4). 


dades del producto vectorial entre vectores 


s vectores del espacio R* y /€R , entonces: 


si 7 y Y son distintos del vector nulo y no colineales, el producto vectorial es no con- 

mutativo, xVv= — (Y x u) y 

si uno de los vectores del producto vectorial es el vector nulo, entonces el producto 
torial es el vector nulo 0xğ=ğx0=0 

A roducto vectorial de dos vectores paralelos es el vector nulo 1 //1=>úxV sl 

secuencia de la propiedad (3), ix =0 

gl pro ducto vectorial es distributivo a derecha e izquierda, con respecto a la: suma de 

ye pa teniendo en cuenta la no conmutatividad de la operación 


ax(v+)=0xP+0xw AS vxú+wxi 


Extracel 





comprueba considerando la definición del sentido del vector que es resultado del 


Se 
producto vectorial. 


or definición del módulo del producto vectorial, se cumple que 





lóxal= 6l (ii. sen 0 =0, entonces el producto vectorial Öxi es un vector de módu- 
tamy 

lo cero, por lo 

De maner 


on distintos del vector nulo y paralelos de igual sentido, la medida de su án- 
Por lo tanto, el módulo del producto vectorial 4x7 es, 


tanto 0xú =0. 
a análoga, se comprueba que ¿x0=0 


Siäys 
gulo es 0. 


la xX 7| =li =0 entonces x7 = 


análoga, se deduce que 4 x7 =0 cuando ï y 7 son h distintos del vector nulo 


anera 
pen de sentidos opuestos. 


y paralelos 


Ejemplo 32 
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4. La demostración se deduce de la propiedad (3), ya que todo vector es paralelo a sí 
mismo. 


5. y6.se plantean como ejercicio 30 de la sección 1.2.4. 
Las propiedades enunciadas permiten resolver operaciones entre vectores, y al prestar 


atención a la propiedad (3) se advierte que ofrece otra manera de cómo determinar si dos 
vectores del espacio R? son paralelos. 


Aplicar las propiedades del producto vectorial y reducir a una mínima expresión, 
úx(v+ ñ)+ vx(ú+ 7) siendo ŭ y Ÿ dos vectores del espacio R°. 


Solución 
Observamos que en la expresión es posible aplicar la propiedad distributiva a la izquier- 
da del producto vectorial con respecto de la suma, entonces: 


ma 


Ux(0+0)+9x(04+7)=0x7+0x0+9x04+0x0 
Por la propiedad (4) tenemos que ¿3x3 =0 y VxY =0, por lo tanto 


- 


úx(v+0)+9x(04+7)=4x9+Px0 


Luego, el producto vectorial es anticonmutativo, es decir ï x 7 =- (9x3) [por la 
propiedad (1)], entonces 2x(9+3)+9x(8+1)=-(9x0)+Dx 
son opuestos, resulta que ¿x(9+2)+9x(3+7)=0 


i y como estos vectores 


Ejercicio 1-21 


Siendo ú, Y y % vectores del espacio R? y QU y B escalares, comprobar que las siguientes 
igualdades son verdaderas. 


a) ax(o+a)+vx(5-2)=2(0x%) b) ax(av+Bu)+vx(87+00)=0 





Ejercicio 1-22 


Considerando que ¿ x7=(2;5; 4), determinar el resultado de las siguientes operaciones. 


a) (6x7) d) (5u)x(27) 
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1.2.3.2 Fórmula del producto vectorial entre vectores en función de sus coordenadas 


En este apartado enunciamos el teorema 7, el cual ofrece cómo obtener las coordenadas del 
vector resultante del producto vectorial entre dos vectores del espacio R°. 






Sean los vectores ï = ui + u,j +uk y P=v 1+v,j +v,k 


Entonces, 3 x%=(u,v, —4,Y, Ji +(u,v, -4y, )j +(uv, —u,v, )k 





Sean los vectores =u} +u, j +u,k y V=Y 1 +v,j+vk 
Entonces, 7X7 =(ui+u,j +0 k)x(v, +v,j +v,k) D 


Observemos que cada término de la expresión canónica de los vectores es en sí mis- 
mo un vector, en consecuencia, por ser el producto vectorial distributivo con respecto a 
la suma de vectores, y por la propiedad de extracción de escalares del producto vectorial, 


resulta que (I) es igual a 4x7 =(u,v,)(3 x7)+(uv,)(7 x3)+(uv,)(5 xk)+ 


=- 


a 


=Ú = 


+(u,v, (Gx 1)+ (uv) xJ) (uv) xk)+ 


A 5 y 
z e Et e T 1 
un les pelar Es J)e lan Ek) a 


Cada uno de los términos de la expresión (II) involucra el producto vectorial entre verso- 
res canónicos, en consecuencia, aplicando los resultados del producto vectorial entre ver- 
sores canónicos analizados previamente, tres de los términos son iguales al vector nulo y 
los restantes pueden agruparse por pares, pues dan por resultado el mismo versor canónico 
o su opuesto. Entonces, a partir de (II) se tiene 


uxv =(u,y, 0,1, )1+(u,1, -141,)j+(u,y, ~am ) 


Ejemplo 33 Calcular el producto vectorial (27 —37 +4X)x(31 +57 -k) 


Solución 
Al aplicar el teorema 7 resulta 


(2i-3+4)x(37 +57 -)=[(3)()-4-5]7+[4-3-2-()]7+[2 .5-3(-3)]k 


(23-35 +4k)x(31 +5] -K)=-17Í +14] +19k 





Ejemplo 34 


` 
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Resolver un producto vectorial con base en el teorema 7 implica memorizar cómo se ar- 
man las coordenadas del vector que es resultado del producto vectorial, o bien repetir el 
proceso algebraico efectuado en la demostración. 

Sin embargo, existe una regla de resolución del producto vectorial que salva este obs- 
táculo, y se expone en la siguiente definición. 





* Regla ge resolución del producto vectorial aplicando determinantes ` 


E i 








“Sean los vectores Š ü= ii tu Jiuk y ES svi tnj tn 


La regla para resolver un producto vectorial adopta la forma de la función determinante 
que se tratará en el capítulo 6. En dicho capítulo, se justifica que el proceso empleado es 
la aplicación de la regla de Laplace*, o el desarrollo de un determinante mediante los ele- 
mentos de una línea. Cuando se demuestre la regla de Laplace quedará justificada la regla 
de resolución del producto vectorial. 

En rigor, un determinante es una función cuyas imágenes son escalares; por lo cual se 
suele afirmar que al aplicar esta función para obtener el producto vectorial lo que se hace 
es calcular un pseudodeterminante. 

Observemos que en la definición de la regla de resolución del producto vectorial se 
expone un arreglo de tres filas y tres columnas confinado entre dos barras verticales. Esta 
escritura simbólica se llama determinante de orden tres. El arreglo'se logra al colocar en la 
primera fila a los versores canónicos en el orden, 1,j y k; luego, la segunda y tercera filas 
se complementan según sea el producto vectorial a resolver. Esto es, para resolver 4x7, la 
segunda fila se complementa con las coordenadas del vector ñ y la tercera fila se compone 
con las coordenadas del vector 7. 

Entonces, el determinante de orden tres puede ser desarrollado en tres determinantes 
de orden dos (dos filas y dos columnas), donde el resultado escalar de cada determinante 
define a las coordenadas del vector resultante del producto vectorial. 

Los determinantes de orden dos se resuelven como se muestra a continuación. 














Sean los vectores ¿=21— -3j +4k y V= 3i +5] — -k 
Calcular 4x7 y xü o 


"Laplace, Pierre Simon (1749-1827). Matemático, astrónomo y físico francés, 
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x=) ()-4s]7+[2(-0)-4:3)j+[25-3(-3)]k 


>úxW=-17í +14] +19k 


alla 5 
- ; 7160 
2 4h 3 


El lector puede comprobar que tanto úxvY como FXT son vectores ortogonales a los 
vectores di y Y . También se verifica que UxY y Vx son vectores opuestos, este hecho 
ejemplifica que el producto vectorial es no conmutativo. 





Ejercicio 1-23 


Sean los vectores 3=(-1;2;-1),7=(0;3; 1), y W=(4-8;4). 
Efectuar las siguientes operaciones. 


a) axv y laxvl d) vxw y [pxwl g) wxúu y [wxil 
b) %xú y [5xi] e) wx? y wx? 
o) (25)xw y |(23)xv] A úxw y [uxvl 


Extraer conclusiones por comparación de los ítems (a) con (b), (d) con (e), y (£) con (g). 
¿Puede obtener el resultado del ftem (c) a partir de las respuestas del item (a)? ¿Por qué? 


1.2.3.3 Interpretación geométrica del módulo del producto vectorial 





Sean los vectores no paralelos 4= ui + u, + uk y v= vi + vj $ vk : 

Si consideramos que los vectores ŭ y Y tienen origen común en O, entonces deter- 
minarán dos de los lados no paralelos de un paralelogramo cuya área quedará definida por 
el módulo del producto vectorial ¡¿xY. 


En símbolos: Figura 1-53 ī 


Área del paralelogramo = lla x v|| 


< 
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Figura 1-54 





Ejemplo 35 


Sean los vectores Y y Y no paralelos y considerados con origen común en el punto O. 
Estos vectores permiten definir al paralelogramo OABC. 
A partir de la geometría se tiene que: 


Área OABC = long. base x long. altura = 0C- h Y 
De la figura 1-54 se deduce: 
long. base = long. OC =|lä|| (1D) 
long altura =h = ||¥||sen 0 (111) 
En consecuencia, al PP. (I1) y (1) en (1), resulta: 
Área OABC =||- |P]: sen (IV) 


La expresión (IV) es claramente el módulo del producto vectorial entre los vectores ŭ y 
7 , por lo tanto: 


Área del paralelogramo = la xY | 


Encontrarelárea del paralelogramo determinado porlos vectores ü =(1; 1; 3) y 7 =(1;5;0). 


Solución 


A partir del teorema 8 se deduce que el área del paralelogramo determinado por los 
vectores ú y Y es el módulo del producto vectorial ŭ x7 , entonces primero se calcula 
el producto vectorial 


i 
úxv=|1 =(-15;3;4) 
1 


Luego, 


Área del paralelogramo =|lúx | =|[(-15;3;4)] = J=15) +74? 5/10 , 





Ejercicio 1-24 


Calcular el área del paralelogramo determinado por los vectores 
a) =(-152:4),7=(-4;-4;2) 
b) ú=(0,0:5),5=(4;7;0) 


c) =(-12;6;24),7=(-14;7; 28) 


AAA A E A A nana 
A C ASAAN SAE AE AAE AEA ANAA A A OA EAE A a RR RR A ARRIETA 
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1.2.3.4 Aplicación del producto vectorial en física 


Todos los días realizamos más de una acción donde —uizás sin saberlo— aplicamos un 


producto vectorial. 


En primer. lugar, recordemos lo que ocurre cuando se obtiene matemáticamente el 
producto vectorial entre dos vectores: éstos se encuentran sobre un plano, pero la resultan- 
te, es decir, su efecto, que es un tercer vector, resulta perpendicular al plano que contiene 
los dos primeros vectores, La causa está contenida en un plano; su efecto se produce fuera 


del plano. 
Figura 1-55 





Figura 1-56 


TOA A ar en am ama amn aa as an a a aa aa eae 
7 y 







o aa me e mam a 


Figura 1-57 


mja 


d 


Analicemos el simple acto de abrir una puerta: empu- 
jamos desde el picaporte (aplicamos una fuerza, es decir, 
un vector). El segundo vector que interviene es el vector 
posición de la o las bisagras sobre las que gira la puerta. 
La composición de ambos vectores produce la rotación de 
la puerta, y la rotación se materializa a través de un vector 
cuya dirección es la del borde lateral de la puerta, el cual es 
perpendicular a los dos primeros vectores. 

Otro ejemplo es cuando abrimos una llave. En este 
caso, aplicamos la fuerza sobre el plano de la mariposa o 
cabezal de la llave. En rigor, lo que hacernos es generar un 
momento, como ocurre también en el caso de la puerta. 
Recordemos que la intensidad del momento se define 
como la magnitud de la fuerza multiplicada por el valor de 
la distancia, pero el momento es un vector cuya dirección 
es perpendicular al plano que contiene a los dos vectores 
que lo originan (el vector fuerza y el vector posición). Por 
cierto, como bien se sabe, el efecto obtenido con esta acción 
es subir o bajar el vástago de la llave, y vale decir que dicho 
efecto se desarrolla en una dirección perpendicular al plano 
de la mariposa. 

Veamos otro ejemplo: 

Supongamos que una viga de longitud d está 
simplemente apoyada en sus extremos y es some- 
tida a una fuerza vertical P en su punto medio. 
La fuerza genera dos tipos de esfuerzos básicos en 
esa estructura: esfuerzos cortantes y momentos 
de flexión. Los primeros producen tensiones lla- 
madas tangenciales, que actúan sobre la sección 
transversal de la viga. Los segundos producen 





“1 XA tensiones llamadas normales, que actúan perpen- 


dicularmente a la sección transversal de la viga. La 
combinación del estado tensional de la estructura 


es fundamental para analizar su comportamiento: si es capaz de resistir las fuerzas a que 
está sometida, o si bajo la acción de esas fuerzas se llega a colapsar. 
Evaluemos lo que ocurre con los momentos de flexión, El máximo momento se pro- 


RN: ] i Pla 
duce en coincidencia con la sección donde actúa la fuerza, y su intensidad es l | 
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Figura 1-58 Pero en los ejemplos anteriores vimos que los efectos del vector momento 
se materializan no en el plano de acción de la fuerza, sino en un plano nor- 
mal. Este plano coincide con la sección transversal de la pieza. ¿Qué ocurre en 
ésta? El momento induce tensiones normales en esa sección, de compresión 
en la parte superior y de tracción en la inferior. Expresado de manera sencilla: 
la pieza se acorta en su borde superior y se alarga en el borde inferior. 

¿A qué conclusión podemos llegar? La fuerza actúa sobre un plano. Sobre 
ese mismo plano actúa el vector posición, que materializa el “brazo de palanca” 
para cada sección de la viga. Esas son las causas. ¿Cuál es el efecto? La existencia 
del momento de flexión. ¿Dónde actúa? En la sección transversal de la viga, es 
decir, perpendicularmente a la sección donde actúa la fuerza que produce al 
momento de flexión. ¿Y qué características genera ese efecto en la viga? Genera 
la deformación de la sección transversal de la viga comprimiendo (acortando) 
el borde superior, y tensando(alargando) el borde inferior. 

Figura 1-59 ¿Cómo se define el momento de una fuerza? 

El momento m de una fuerza F con respecto a un punto P es el pro- 
ducto m=||F|-4 (1), donde d es la distancia más corta desde el punto P 
hasta la recta L definida por la dirección de F (ver figura 1-59). i 

Si consideramos cualquier punto Q en la recta L y definimos el 
vector 7 = PQ, entonces d= [FI sen 8 , (II); siendo 0 el ángulo que for- 
man 7 y F y, Así, al reemplazar (ID) en (I) resulta que el momento m 
de la fuerza Ë es m= |F |- F]|-sen 8. D 

Al observar (II) y recordar la definición de módulo del producto vectorial, resulta 
m=|F xl. (Iv) 

Por lo que se afirma en (1V), el vector momento es el vector obtenido a partir del pro- 
ducto vectorial ñ = F xF , donde el módulo de este vector es el momento m de la fuerza E, 
y se desplaza a lo largo del eje de rotación que genera F con respecto a P. 








Ejemplo 36 En una kermés está por iniciar el juego de ruleta, Figura 1-60 
el cual consiste en un disco de 48 centímetros de 
diámetro instalado verticalmente y sujeto por su 
centro a un mecanismo que le permite girar. El 
promotor del juego aplica una fuerza de 125 N 
tangencial al disco, tal como indica la figura 1-60. 
¿Cuál es la intensidad del par inducido a la ruleta? 


Solución 
m =||F|.4 =125N -0.48m = 60N 1 


La intensidad del par inducido a la ruleta es de 
60N:m 





Ejercicio 1-25 
Resolver la situación problemática 2. 
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1.2.4 Producto mixto 


El producto mixto es una operación vectorial que se define entre tres vectores, t, Y y w, del 
espacio R°, y como veremos a continuación, su resultado es un número real. 

De igual modo que los productos escalar y vectorial, el producto mixto es una he- 
rramienta algebraica que permite resolver distintas situaciones propias del álgebra, de la 
geometría o de otras disciplinas, como por ejemplo del campo de la física. 


Dados tres vectores úl, Y y w del espacio R°, se le llama pedaso mixto alı número real 
quese obtiene al multiplicar 3.(px9).. . ; 


Ejemplo 37 Sean los vectores ¡¿ =(4; 11), v =(% 3 0), y W =(5; 0; 2). Calcular ¡. (7x w) 


Solución 


Para obtener el resultado del producto mixto, primero se resuelve el producto vectorial 
y luego el producto escalar, entonces 


=(6;-4;-15) = ú-(5x%)=(41,1)-(6;-4-15)=5 





1.2.4.1 Fórmula del producto mixto entre vectores en función de sus coordenadas 
Una manera apropiada de calcular el producto mixto úl; xw) entre tres vectores de R? 
es tal como se muestra en el ejemplo previo. Es decir, efectuando primero el producto 


vectorial y luego el producto escalar. Sin embargo, existe otro procedimiento equivalente 
al anterior, el cual enunciamos a continuación. 


Regia de resolución del producto mixto o aplicando determinantes 


Sean los vectores 1 = =mi taj +LK, $ kae m emi tw] twk, 
entonces el producto mixto es 





Observemos que en esta operación interviene también un determinante de orden tres, 
cuyas filas están formadas por las coordenadas de los vectores. 


Ejemplo 38 
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La regla de resolución del producto mixto puede justificarse por medio de los produc- 
tos escalar y vectorial y el concepto de desarrollo de un determinante por los elementos de 


una línea, como se muestra a continuación. 


Sean los vectores ï =u i +u, j +4,k, V=W 1 +v,]+v,k y =w i+w, j +w k. 


I y E 
Entonces, ī(rxğ)=(u1 +u, j +u,k). Y Y Y 
ww, w 


2 
Por la regla de resolución del producto vectorial, 


vi v Yl- 


Ya 


E) 
w 


1 2 


ki 1 


w 


| o +" 
2 3 




















1 w, 
Por el cálculo del producto escalar en función de las coordenadas de los vectores, 


v Y. Y v 


1 


o 


apxm)=? “lu - 


a + 
wi w, 


l 
w w, 


2 


u, (1D 




















w, w|’ 
Observemos que la expresión (TI) es igual a la enunciada en (I). 
4 u ls 


El lector podrá justificar que (II) equivale al determinante |v, v,  v,| cuando, en 


2 
w, w, w, 

el capítulo 6, se demuestre la regla de Laplace, o desarrollo de un determinante por los 

elementos de una línea; y habiendo realizado esto quedará completa la justificación de la 

regla enunciada. 


Sean los vectores ñ =(0;1;1), 7 =(0;3; 0) y W=(5;0;2). Calculamos 


os 


0 3 
del Ma 
2. 2.05 


o 1=6:0-0-1215-1=-15, 


| 0=2:0-(55):3+(-3}:0=15, 


0 
i -0=(-2)-0-5-3+5:0=-15, y 


HO GU O me U Q U m 
mi VO Z O N me O N O me 


3 
i -2=3-5—0-0+0-2=15. 


0 
0 
5 
o 
O 
5 
0 
5 
0 
> 
0 
0 


nm v O 


52 






Figura 1 






1.2.4.2 


-61 


a 
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El ejemplo anterior muestra que el producto mixto entre tres vectores ll, Y y W es 
cíclico. Esto es, dados tres vectores, los posibles productos mixtos que pueden definirse a 
partir de tales vectores son iguales en su valor absoluto. El cambio de signo en el resultado 
del producto mixto está asociado a la orientación de la terna (a; Y; w) con respecto a la 
terna {i;j;k). 


Ejercicio 1-26 


Calcular: 
a) 7-(jxk) o) Efixj) o jlíxk) 
) Tkxj) d) Ejxi) p jAkxi) 


¿Qué se observa en los resultados obtenidos? 

A A a A O a r T A E E E N EA R N S EE 
Ejercicio 1-27 : 

Sean los vectores 4=(3;2;1),b =(1,7;0), 0 =(5;0;5), y d =(2514;0) 


Calcular: 
a) adbxz) © o ¿daxd) e) d(bxb) 
bp) albxd) d) (a+b).(4xb) 


Explique porqué algunos de los productos mixtos calculados son nulos. 








Interpretación geométrica del valor absoluto del producto mixto 


Cuando se consideran tres vectores 2, Y y W, del espacio R* con origen común en O, sus 


longitudes determinan tres de las aristas de un paralelepípedo (ver figura 1-61) cuyo volu- 
men es el valor absoluto del producto mixto entre ll, Y y W. 
Es decir, 


Volumen del paralelepípedo = ln (5x)| 


Al considerar que los vectores di, Y y W tienen origen común en O, qaia determinado un 


paralelepípedo como el que muestra la figura 1-62. 


Figura 1-62 





Ejemplo 39 


1.2.4.3 
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_ A partir. dela, geometría sabemos que 
Volumen del paralelepípedo = Sup. base x long, altura. (1) 


Y de la interpretación geométrica de módulo del produc- 
to vectorial, se tiene 


Sup. base = lo x w| (1) 


En la figura 1-62 se observa que la recta que contiene a la altura h del paralelepípedo 
es paralela a la dirección del vector Y x%, en consecuencia: 


long, altura = long. proy esc, ï= (1D 








Por lo tanto, al reemplazar (11) y (HI) en (I) se tiene volumen del paralelepípedo 


ü(7xø) 


(xa) 


=| xa] 








Al simplificar resulta 
Volumen del paralelepípedo = |ä.(7 x w) 


Encontrar el volumen del paralelepípedo determinado por los vectores 
1=(1,2;3),9=(-3;4;1), y #=(-4;5;-2) 

Solución 

Se sabe que el volumen de un paralelepípedo es igual a la (5 x w) 


l 2 3 
Entonces, se calcula al; x) s3 a 1l=-30 
-4 5 -2 
Luego, 


Volumen del paralelepípedo = la {7x 7) = 30] =30 





Condición de coplanaridad de tres vectores 

Tres vectores ŭ, Y y w, y del espacio R*? se denominan coplanares si, considerados con un 
origen común, sus direcciones quedan incluidas en un mismo plano. Por ejemplo, los vec- 
tores ği = (0; l; 1), V= (0; 3 0), w= (0; 0; 2) son coplanares ya que al representarlos quedan 


incluidos en el plano coordenado (yz). 


En este caso, afirmar que son coplanares resulta sencillo, pues podemos ayudarnos imagi- 
nando su representación gráfica. Pero, ¿existe un proceso algebraico que permita compro- 
bar si tres vectores son o no coplanares? 

La respuesta es afirmativa, y el proceso se denomina condición de coplanaridad. 
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Los vectores u, Y y w, distintos del vector nulo, del espacio R? son coplanares: si, ys sólo E 
sh, el producto mixto entre ellos es aie, : 1 





Sean los vectores il, Y y 1, distintos del vector nulo, del espacio RR”, 

Si los vectores son coplanares, el paralelepípedo que determinan tiene altura nula, por 
lo tanto el volumen es cero. Entonces, por la interpretación geométrica del valor absoluto 
del producto mixto, tenemos que | (7 x 7) s0, 

De modo recíproco, si la(s x%)=0, el volumen del paralelepípedo determinado 
por los vectores es cero y, como ninguno de los vectores es el vector nulo, los vectores son 
necesariamente coplanares. 

Para demostrar la condición necesaria y suficiente de coplanaridad, empleamos la 
interpretación geométrica del valor absoluto del producto mixto. 

Sin embargo, asumiendo que los vectores U, Y y w son distintos 


Figura 1-63 del vector nulo, podemos justificar que el producto mixto entre ellos 
será nulo, si los vectores son coplanares, aplicando la definición de 
Vx W dirección del vector resultante de un producto vectorial y la condición 


de ortogonalidad que surge del producto escalar. 
Consideremos la figura 1-63, donde se muestran tres vectores Y, 
Y y ” coplanares, sucediendo que (5 x 7) L plano a. 


Entonces, 3 (7 x xw). 





Por lo tanto, 5 -(7xw)=0 
Ejemplo 40 Analizar si los vectores ț = (0; 1; 1), 7 =(0; 3; 0), y w =(0;0;2) son coplanares. 
Solución 
p0 0 0 0 3 
:Q—- (14 
lo 2 o 2 0 0 


E 





Una consecuencia importante de la condición coplanar de tres vectores del espacio R? es 
su vinculación con los conceptos de independencia o dependencia lineal que se trataron 
en la sección 1.10.2. 





Ejemplo 41 





El conjunto de vectores A= (a; 1,0):(2;-1; 0); (3; 0,0) de R’ es linealmente depen- 
diente, ya que uno de los vectores puede expresarse como combinación lineal de los 
restantes vectores del conjunto. Por ejemplo, (1;1; 0)+(2-1; 0)=(3; 0; 0). En conse- 
cuencia, por construcción geométrica de la suma de vectores, podemos concluir que 
son coplanares. ' 

El lector puede comprobar que el producto mixto entre estos vectores es nulo. 








Figura 1-64 
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Por lo tanto, podemos enunciar que: 
= El conjunto A= fa; y: w} es linealmente independientes en R? si, 
y sólo si, a(yxw)+0. 


': El conjunto A= (a; v; w} es linealmente dependiente en R? si, y sólo si, U {7 x 7)= 0. 


Ejercicio 1-28 

Determinar el volumen del paralelepípedo de aristas AB, AC y AD , siendo 
A(152;0), B(1;2;6),C(13;7), y D(2;6;9) 

Luego calcular la longitud de la altura del cuerpo trazada desde el vértice D. 


1.2.4.4 Aplicaciones del producto mixto en física 


Es posible que la aplicación más conocida del producto mixto entre tres vectores sea la 
condición coplanar tratada en el apartado 1.2.5.3., y este concepto puede resultar necesario 
en un contexto de física, 

Por ejemplo, supongamos que los tres vectores mostrados en 
la figura 1-64 son fuerzas actuando sobre un sólido. Las fuerzas 
pueden actuar en planos y secciones diferentes, lo cual puede ori- 
ginar un complejo estado de deformación del sólido. 

En ocasiones resulta importante saber si todas las fuerzas actúan en 
una misma sección, porque puede hacerse más previsible el com- 
portamiento del sólido, Eso también puede originar una concentra- 
ción de cargas en una única sección y provocar la rotura de la pieza. 

Dejamos para el lector contestar la siguiente interrogante: 
¿Cómo se podrá determinar si las fuerzas son coplanares? 

En el capítulo 2 desarrollaremos otras aplicaciones del pro- 
ducto mixto vinculadas con objetos geométricos, como son los 
planos o las rectas en el espacio. 

Ejercicio 1-29 

En los cálculos que se realizan en estática, cuando se trabaja con un grupo de fuerzas, en 
ocasiones resulta útil poder saber si las fuerzas actúan sobre un mismo plano, ello permite 
reducir el problema a una configuración plana, más sencilla de resolver, o si se trata de un 
conjunto de fuerzas “espaciales” que requieren necesariamente ser relacionadas con un 
sistema de referencia tridimensional. 

Por ejemplo, consideremos que, con respecto a un sistema de coordenadas local prefi- 
jado por un ingeniero, se calculan las componentes de las siguientes fuerzas cuando actúan 


A 
El ingeniero debe calcular el efecto que producen esas fuerzas, y para ello necesita 
saber si las tres actúan o no sobre un mismo plano. ¿Qué podemos opinar con respecto a 
la disposición de estas fuerzas? 


sobre un determinado cuerpo: E (2;4;5), E (3;2;6), y E, (2 3; =) 
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Autoevaluación 


Capítulo 1, Álgebra vectorial, sección 2, Producto entre vectores. 







Ejercicio 1-30 


3-1,5)yb=(1,25-3). Encontrar un vector € que sea perpendicular al gi 2 , sibiendo q que 





Ejercicio 1-31 


Sean 7=(2;4,0)y 3 =(3;1; —1). Obtener las componentes de los vectores w, TS sabiendo, que: D es es par j- 
lelo al vector y, yv, es perpendicular al vector 7, y U =%W, +%, 













Ejercicio 1-32 a n RER 
Figura 1-65 En la figura de 65 se e un ET de 4 anidados de arista, c ride 


Obtener: 


; | a) Ta longitud d de i vectores á y pi a 
AAN b) La componente del: vector á que es arto 


tores. 








> Ejercicio 1-33 EM 
E ¡Sean el vector ú=(4;u,5u, ). y los vectores gm =(-2; 4; ijy#= (a> 23 .5) 


E a) ¿Qué condición analítica deben verificar las. cooidenadas del vector ú paq ques sea as alo 
vectores F y w? TE, 








¿Qué condición analítica. ne verificar las coordenadas del vector: ú.. para que sea copian co 


Pi, 
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Glosario 





Ángulo director: ángulo que determina la dirección del vector y el sentido positivo de un 
eje coordenado. 


Ángulo entre vectores: dos vectores considerados con un origen común determinan dos 
ángulos. Se ha convenido que el ángulo entre vectores es el ángulo comprendido en el 
intervalo [0; xr]. 

Combinación lineal: en un espacio vectorial, un vector Y es combinación lineal de un 
conjunto de vectores Å = [7.; PT 7,) si, y sólo si, existen los escalares À., À., Ay -.., A, 
tales que 4 7, +4,7, +4,7, +...4,7,=7 en forma única. 
Dependencia lineal: un conjunto de vectores es linealmente dependiente si existe una 
combinación lineal no trivial que permite expresar al vector nulo del espacio vectorial. 


Independencia lineal: en un espacio vectorial, un conjunto de vectores es linealmente 
independiente cuando la única combinación lineal que define al vector nulo del espacio 
vectorial es la combinación trivial. 


Magnitud escalar: magnitud caracterizada por completo mediante un número real y una 
unidad de medida. 


Magnitud vectorial: magnitud caracterizada por completo mediante una dirección, un 
sentido y un módulo. 


Producto escalar: operación entre dos vectores que tiene por resultado un número real. 


Producto mixto: operación entre tres vectores que tiene por resultado un número real. El 
valor absoluto del producto mixto puede interpretarse geométricamente como el volumen 
de un paralelepípedo. 


Producto vectorial: operación entre dos vectores que tiene por resultado un vector, per- 
pendicular a los vectores dados, y cuyo módulo puede interpretarse como el área de un pa- 
ralelogramo. 


Proyección escalar: magnitud escalar que representa la longitud de la proyección ortogo- 
nal de un vector sobre la dirección de otro vector e indica si el ángulo entre los vectores es 
agudo u obtuso. 


Vector: segmento orientado; magnitud vectorial caracterizada por una dirección, un sen- 
tido y un módulo. 


Vector componente ortogonal: componente ortogonal del vector proyección. 
Vector libre: vector representante de una clase de vectores equipolentes. 
Vector proyección: componente de un vector sobre la dirección de otro vector. 


Vector unitario o versor: vector cuyo módulo es 1. Todo vector tiene asociado un versor 
que representa la dirección. 

Vectores equipolentes: vectores que tienen la misma dirección, el mismo sentido e igual 
módulo. 


Vectores paralelos: vectores que tienen la misma dirección, esto es, que sus componentes 
son proporcionales. También se les conoce como vectores colineales. 
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Vectores perpendiculares: dos vectores que tienen direcciones perpendiculares. En este 
caso, el producto escalar es nulo. 


Versores canónicos: vectores unitarios representantes de la dirección de cada uno de los 
ejes coordenados de un sistema de referencia. 





Rectas y planos 


Rectas en el plano 


Ingeniería y rectas 


SITUACIÓN INICIAL 1: Figura 2-1 


Un haz sonoro y direccional es emi- 
tido con ángulo de 30, respecto de la 
horizontal, y se refleja en el cielorraso 
(también horizontal) ubicado a 4,50 
metros de altura. 

Si el ángulo de reflexión es recto, 
¿a qué distancia del origen de coor- 
denadas elegido (coincidente con la 
fuente emisora) debería colocarse 
una persona para optimizar la recep- 
ción del sonido? 





SITUACIÓN INICIAL 2: Figura 2-2 


Un móvil se traslada con trayectoria £ 
rectilínea, la cual forma un ángulo de 
53° con ła horizontal, de acuerdo con 60 e 
la figura 2-2 que se muestra, iniciando Móvil 1 gy” 
en el tiempo 1, su recorrido desde la 0% Fi 
coordenada (0; 0) a velocidad constan- Y Móvil 2 E 
te de 12 metros por segundo. N E 
Desde un punto de coordenadas 
(0; 60) parte simultáneamente otro 
móvil, cuya trayectoria forma una 
ángulo de 30” con el eje de ordena- 
das elegido, y se desplaza a velocidad 
constante. 





a) Obtener las coordenadas del punto A de encuentro de ambas trayectorias. 
b) ¿A qué velocidad debe desplazarse el segundo móvil para coincidir con el primero 
en el punto de encuentro de las trayectorias? 
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Figura 2-3 
V 





La ley de Ohm establece una relación entre la diferencia de potencial eléctrico aplicada a un 
material conductor y la intensidad de corriente que circula por el mismo. 

Supongamos que se realiza un ensayo en cierto laboratorio de física y, utilizando el ins- 
trumental adecuado (un voltímetro y un amperímetro), se mide, para un tramo de conduc- 
tor determinado, una diferencia de potencial de 20 V y una intensidad de corriente de 1 A. 

Sobre ese mismo tramo de conductor se efectúa un segundo ensayo. La diferencia de 
potencial aplicada es entonces de 30 V con intensidad de corriente de 1,5 A. También se 
observa que si la diferencia de potencial aplicada es nula, no circula corriente, 

¿Cuál es la gráfica del experimento? 


A partir del experimento anterior se puede inferir que, para 
el caso en estudio, AV =k - l; donde AV es la diferencia de 
potencial expresada en voltios, I es la intensidad de corriente 
expresada en amperios, y k es la constante de proporciona- 
lidad, que en este ejemplo vale 20. Con el propósito de ho- 
mogeneizar las unidades en la igualdad anterior, físicamente 
debe adoptarse una unidad de medida adecuada para esa 
constante. Como el lector seguramente sabe, dicha unidad 
es el ohm, cuyo símbolo es Q. ¿Qué representa k? Física- 
mente es la resistencia que el conductor opone al paso de la 
corriente, Ciertamente, en física así se le denomina, y la ley 
de Ohm suele escribirse como AV = RI, donde R es dicha 
constante. 

De manera matemática, nos está indicando que existe 
una relación lineal entre la diferencia de potencial aplicada y 
la corriente que circula. 

Las funciones lineales son sólo una clase de funciones 
que podemos definir en el campo de la matemática. Sin em- 
bargo, muchos problemas de física y ciencias de la ingeniería 
en general responden a funciones lineales. De allí la impor- 
tancia de su conocimiento y estudio. 

La figura 2-3 muestra la representación gráfica de una función lineal, En geometría 
es una recta. Los puntos de la recta guardan una relación semejante a lo que ocurre con la 
diferencia de potencial y la intensidad de la corriente en la ley de Ohm. 

Si en lugar de escribir AV =R - I escribimos y=k- x, tenemos la misma relación, sólo he- 
mos dado a las variables nombres diferentes, y a la constante de proporcionalidad también, 

Como podemos ver, esto es muy interesante, La geometría la asociamos siempre a rec- 
tas, curvas, figuras, superficies o volúmenes, pero acabamos de ver que una recta se puede 
expresar perfectamente y quedar unívocamente definida mediante una ecuación algebrai- 
ca. Este es el principio básico de la geometría analítica que estudiaremos en los capítulos 2, 
3 y 4 de la presente obra. Nuestro objetivo será encontrar de qué manera podemos descri- 
bir lugares geométricos empleando expresiones analíticas y viceversa. i si 

En particular, en esta sección del capítulo 2, analizaremos cómo los vectores nos per- ` 
miten describir ecuaciones de rectas en el plano, y cómo también mediante vectores se re- 
suelven distintas situaciones geométricas como son las posiciones relativas, el paralelismo, 
la perpendicularidad, el cálculo de ángulos entre dos rectas y distancias. 


Capítulo 2  Rectas y planos (1 





Esperamos que al finalizar la lectura comprensiva y activa de la presente sección, usted 
pueda: 


él Encontrar las ecuaciones vectoriales y cartesianas de rectas ubicadas en el plano y 
representarlas gráficamente 

E Investigar la posición relativa de rectas en el plano 

Éi Resolver problemas de distancias y ángulos en el plano coordenado 

E Describir una familia de rectas sujeta a condiciones geométricas 


2.1.2 Ecuaciones de la recta que pasa por un punto 
y es paralela a la dirección de un vector 


2.1.2.1 Ecuación paramétrica vectorial de la recta en R? 


Sean un punto P, (aná Y) del plano y un vector d= CE d,) distinto del vector mulo. _ 
¿Existe una recta en el plano que pase por P, y sea paralela a la dirección del vector d ? 
A partir de los axiomas de la geometría euclideana, sabemos que 


Figura 2-4 por un punto pasan infinitas rectas; y por un punto extenso a una recta 
pasa una paralela (ver figura 2-4). | 
X Lo previo justifica la existencia geométrica de la recta, pero ¿cuál es 
la condición analítica que debe verificar un punto P(x; y) para pertene- 
cer a dicha recta? 


Sean P, y P los vectores posición de los puntos P (x; y) y Py) Y 
entonces P = P, + BP (1) (ver figura 2-5). 

Por otra parte, si el punto P(x; y) pertenece a la recta, entonces el 
vector PP es paralelo al vector d , es decir, existe AER tal que PP = 44 
(II) (ver figura 2-5). 

A partir de (I) y (II), resulta que el vector P será el vector posición 
de un punto P(x; y) perteneciente a la recta r si, y sólo si, P= P, +Ad 





Al reemplazar por las coordenadas de los vectores, se tiene la ecua- 
ción de la recta r: 


Figura 2-5 
y 





Al vector d se le denomina vector director asociado a la recta, o di- 
rección asociada a la recta. Es importante notar que el vector director de 
una recta no es único, cualquier múltiplo escalar de un vector director 
es también vector director de la recta, pues lo que interesa de este vector 
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es que su dirección sea paralela a la recta. (Recordemos que el producto de un vector por 
un escalar no nulo mantiene invariante la dirección del vector.) 


Ejemplo 1 Determinar una ecuación paramétrica vectorial de la recta que pasa por el punto P,(2; 
3) y es paralela al vector d = (3; 1). Representar gráficamente. 


Solución 
Según (1), una ecuación paramétrica vectorial de la 
recta es 1: (x; y) =(2;3) +43; 1), siendo AER. 
Una forma de realizar la representación grá- 
fica de la recta es asignar valores reales al parámetro Å de 
la ecuación de la recta, por ejemplo: 


Punto de la recta 
o| œ= | =z) 


(5 y) = (053) +1 (3; 1) Qs y) = (1; 4) 
(5 y) =(23) +23; 1) | (5y)=(8,1) 


Figura 2-6 


P=--- 
i 

a SS 
1 

AS E 
i 
1 

a A 
Las 
1 
i 


1 
1 
1 
t 
$ 
4 
t 


A partir de la tercera columna de la tabla, podemos 
representar gráficamente la recta (ver figura 6). 


PES e EEN 





Ejercicio 2-1 
Encontrar una ecuación paramétrica vectorial de la recta sabiendo que 


a) PE 5; 3) pertenece a la recta y es paralela al vector d =(2 2) 

b) P,(-1;-3) pertenece a la recta y es paralela al eje de abscisas. 

Ad PLiEDyP ¡(45 3) pertenecen a la recta. 

d) P,(0; 7) pertenece a la recta y es paralela al vector que definen los puntos A(2; 3) y 
B(-4; 3). 


Efectuar la representación gráfica de la recta en cada caso. 





2.1.2.2 Ecuación paramétrica cartesiana de la recta en R? 


Consideremos la ecuación paramétrica vectorial de la recta r : (x; y) = (x,5 y) +A(d,; d,) que 
pasa por el punto P,(x,; y ), y cuyo vector director es d= (d; d,)%0 

Al resolver las operaciones presentes en el segundo miembro de la igualdad y aplicar la 
condición analítica de igualdad entre vectores, resulta que la ecuación de la recta es: 


Ejemplo 2 
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E A 
rd $ |: con ER 


i FAL? 







Este sistema de ecuaciones se denomina ecuaciones paramétricas cartesianas de la E 
recta en IR”, puesto que el punto P(x;y) será un punto perteneciente a la recta r si, 
y sólo si, existe una ¿ER tal que se curia las jairo A HERA x=x, +44; Y 
ya Ja +d, 





Sea la ecuación paramétrica vectorial de una recta en R?, r: (x; y) = (2; 3) +4(-3; 1), con 
AER. 


a) Encontrar una ecuación paramétrica cartesiana de la recta r. 

b) Encontrar las coordenadas de dos puntos de la recta. 

c) Obtener las coordenadas de los puntos de intersección de la recta con los ejes coorde- 
nados. 

Solución 

a) A partir de la ecuación paramétrica vectorial, resulta que (x;y) = (2 —34; 3 +4). 

Al aplicar el concepto de igualdad de vectores obtenemos la ecuación paramétrica carte- 

x=2-34 


siana de la recta, siendo r: con4eR (1) 
y=3+ 4 


b) Para contestar este ítem es suficiente con asignar en (I) valores reales al parámetro Å, 
una respuesta, entre las infinitas posibles respuestas, es: 
x=2-3.2=-4 


y=3+21=5 + Alar 


Si 1=2=] 
x=2-3-(-4)=14 


e 


Si | 


c) Recordemos que un punto pertenece al eje de abscisas cuando y = 0, siendo sus co- 
ordenadas de la forma (x; 0); y un punto pertenece al eje de ordenadas cuando x = 0, 
siendo las coordenadas de estos puntos de la forma (0; y) 

Entonces, para encontrar las coordenadas del punto donde la recta corta al eje de 
abscisas, asumimos que en (I) y =0, y resulta 


x=2-3 A x=2-3 A 
0=3+ Å 4=-3 jj 


Por lo tanto, la recta corta al eje de abscisas en el punto P,(11; 0). 
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Luego, para encontrar las coordenadas del punto donde la recta corta al eje de or- 
denadas, asumimos en (1) : x=0, resulta: 


11 
=>y== 


ws A 
m3 


y=3+ 4 y=3+1 


Por lo tanto, la recta corta al eje de ordenadas en el punto P, (o i) 





Ejercicio 2-2 
Determinar la ecuación paramétrica cartesiana de la recta si: 


a) P (0; 0) es un punto de la recta y ésta es paralela al vector d = (-2; 3). 

b) P (2; 0) es un punto de la recta y ésta es paralela al eje de ordenadas. 

c)  P,(1; 4) y P,(1; 5) pertenecen a la recta. 

d) La recta pasa por el punto medio del segmento de extremos A(2; 3) y B(-4; 3) y por el 
punto extremo del vector AP=(10;-6). 


Realizar la representación gráfica de la recta en cada caso. 








“2.1.2.3 Ecuación simétrica de la recta en R? 
x=x,+Ad, 
con, AER (D, 


Consideremos la ecuación paramétrica cartesiana de la recta r 
y=y,+Ad, 


que pasa por el punto P,(x,; y,) y cuyo vector director es d= (d,; d,), siendo d, 40 y d, +0 
En (D), es posible expresar al parámetro AER en función de los restantes parámetros, 
ya que por hipótesis las coordenadas del vector director de la recta son no nulas; así, ope- 


e o -2h 





rando miembro a miembro, resulta que: À = 
1 2 


Luego, por la propiedad transitiva de la igualdad, se tiene la ecuación de la recta: 





Observemos que, en la ecuación simétrica de la recta, está presente el concepto de 
paralelismo entre los vectores F,P —<definido por los puntos P(x; y) y P,(x,5 y,) pertene- 
cientes a la recta— y el vector d director de la recta, 

También, advierta que si se conoce la ecuación de la recta expresada en forma simétri- 
ca, es posible identificar de inmediato un punto y un vector director de la recta; y con estos 
datos basta para representarla de modo gráfico. 


Ejemplo 3 


Figura 2-7 





2.1.3 


2.1.3.1. 
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Encontrar una ecuación simétrica de la recta que pasa por los puntos A(1; 2) y B-2;-3), 
y representarla gráficamente. 
Solución 
Como A(1; 2) y B(-2; -3) son puntos de la recta (ver figura 2-7), 
podemos considerar como vector director de la recta al vector deter- 
minado por dichos puntos, AB=b—4=(-2-1; -3-2)=(-3; -5). 
Luego, considerando la recta que pasa por el punto B(-2; -3) 
y tiene como vector director al vector AB, resulta que la ecuación 
simétrica de la recta es 


EA, Y ža e O 


r 


d 


2 


d =9 =S 


1 


Para efectuar la representación gráfica de la recta es suficiente 
con incluir en el sistema de coordenadas cartesianas a los puntos 
A(1; 2) y B(-2; -3), pues sabemos que por dos puntos pasa una, y 
sólo una, recta. 

Nótese que para obtener la ecuación de la recta se podría usar 
cualquier otro punto, por ejemplo, el punto A y también otro vector 
director, como su BA. 


Ejercicio 2-3 

Obtener, cuando sea posible, una ecuación simétrica de la recta: 

a) Cuya ordenada al origen es 5 y abscisa al origen es 3, 

b) Si P.(—7; 2) es un punto de la recta y ésta es paralela al vector d=(1;2) 

o P (5; —1) y P,-L; 4) pertenecen a la recta. 

d) Cuando contiene a la mediana trazada desde el vértice A del triángulo cuyos vértices 
son los puntos A(-3; —2), B(3; 1), y C(6; -4) 

Trazar el gráfico para cada situación planteada. 





Ecuación de la recta que pasa por un punto y es perpendicular a la 
dirección de un vector en R? 


Ecuación implícita o general de la recta en R? 


Sean un punto P,(x,; y,) del plano y un vector ñ= (n; m,) distinto del vector nulo. 

¿Existe una recta en el plano que pase por P, y sea A a la dirección del 
vector ñ? 

Como ya establecimos, por un punto pasan infinitas rectas y, en este caso, es una pro- 
piedad que, dada una recta, es posible construir gráficamente, empleando dos escuadras, 
una perpendicular a la recta. Por estas razones, podemos afirmar que existe una recta que 
pasa por el punto dado y es perpendicular a la dirección del vector conocido, tal como se 
muestra en la figura 2-3. 
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Figura 2-8 Lo previo argumenta la existencia geométrica de la recta, pero ¿cuál es 
; la condición analítica que debe verificar un punto P (x; y,) para pertenecer 

a dicha recta? 

Sean p, y p los vectores posición de los puntos P (x; y,) y POs y), en- 
tonces; BP=p- p, (1) (ver figura 2-9). 

Por otra parte, si el punto P(x; y) pertenece a la recta, entonces el vector 
PP es perpendicular al vector 11; es decir, BP-n =0, (II) (ver figura 2-9). 

De (I) y (H) resulta que el vector p es el vector posición de un punto 
P(x; y) perteneciente a la recta r si, y sólo si, (p- Po): =0. (HI) 

Entonces, reemplazando en (IH) por las coordenadas de los vectores, 
se tiene 


(2x3 y=) : (n,; 1,)=0 





Al resolver el producto escalar entre estos vectores, resulta 


nm (x-x,)+n,(y-y,)= 


Luego, operando en R, 1,x+n,y+ (-n, X no ) = 


Por último, si convenimos en designar que: 
n,=4, (IV) 
n,=B, (v) 
(nx, =1,y,)=C 


Se tiene que la ecuación de la recta es: 










-Be aprii de la. recta en R 
donde los coeficientes AyBno son imultáneamente nulos. 









Al vector ñ= (r n, ) distinto del vector nulo, cuya dirección es perpendicular a la - 
recta, se le denomina vector normal de la recta. Es importante recordar que el vector nor- 
mal de una recta no es único, sino que cualquier múltiplo escalar de un vector normal es 
también vector normal de la recta, porque el producto de un vector por un escalar no nulo 
mantiene invariante la dirección del vector. 

Otro dato importante para recordar, y que surge de la deducción de la ecuación [ver 
(IV) y (V)], es que dada la ecuación implícita de la recta r: Ax + By + C=0, los coeficientes 
Ay ( son n coordenadas de un vector cuya dirección es perpendicular a la recta, es decir, 

V=(A;B)lr 


Ejemplo 4 Encontrar una ecuación implícita de la recta que pasa por el punto P,(1; 3) y es perpen- 


dicular al vector 4=(2;-4). 





Figura 2-10 








es Funda Lal 


Ejemplo 5 
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Solución 


En general, para resolver ejercicios de geometría conviene uti- 


incógnita: lizar una representación gráfica que se denomina figura de análisis. 
Recta que pasa 
por Py y es 
perpendicular 
a un vector 


Esto es, usar un gráfico que permita interpretar los datos y poner en 
claro cuál es la incógnita, así como establecer la estrategia que lleve 
a una respuesta adecuada. En la figura 2-10 se presenta la figura de 
análisis del ejercicio. 

Considerando el punto P,(1; 3)Er y siendo P(x; y) un punto 
genérico de la recta, queda definido el vector PP que, tal como 
se observa en la figura de análisis, resulta paralelo a la recta y, 
en consecuencia, es perpendicular al vector normal de la recta, 
ñ=(2; -4). 

Entonces, siendo p, y P y los vectores posición de los puntos 
P (2 Y) y PCs y), la ecuación de la recta es: 


PP. 1=0=>(P-P)-5=0=>(x-1 y-3)-(2; -4)=0 


Por lo tanto, 2(x-1)-4(y-3)=0=>r> 2x-4y+10=0 
La figura 2-11 muestra la gráfica de la recta cuya ecuación 
hemos encontrado. 


Casos particulares 


Sea r: Ax + By + C=0 la ecuación implícita o general de la recta en R?, donde los coeficien- 
tes A y B no son simultáneamente nulos. 
De este modo, 


zz 


él SIA =0, entonces la ecuación de la recta se reduce a r : By + C =0, su vector normal es 
ñ= (0; B ? por lo tanto es paralela al eje de abscisas (ver figura 2-12). En particular, 
si además C =0, tenemos la ecuación del eje de abscisas. Estas rectas se denominan 
rectas horizontales. 


La recta r : y -2=0 es paralela 
al eje de abscisas. 


Figura 2-12 
r:y-2=0,0 =(0; 1) 





il Si B=0, entonces la ecuación de la recta se reduce a r: Ax + C = 0, su vector normal 
es ñi=(4; 0) por lo tanto es paralela al eje de ordenadas. En particular, si C 0, te- 
nemos la ecuación del eje de ordenadas. Estas rectas se denominan rectas verticales. 
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Ejemplo 6 La recta r : 2x +1 = 0 es paralela 
al eje de ordenadas. 


Figura 2-13 


r:2x+1= 0, = (2;0) 





i Si C=0 (siendo A #0 y B #0), entonces la ecuación de la recta se reduce a la 
f : Ax + By=0 que pasa por el origen de coordenadas, 


Ejemplo 7 La recta r : 2x —4y =0 pasa por 
el origen de coordenadas. 





o i 





2.1.3.2 Ecuación segmentaria de la recta 


Sea una recta 7 : Ax+"By + C=0 no paralela a los ejes coordenados y que no contiene al 
origen de coordenadas; esto es, A, B y C son números reales no nulos. 


Entonces, r: Ax+ By+C=0 = (EJE jos puescro (0 


Siendo (1) equivalente con ts + ts =l 


Si convenimos en llamar p= (S) ya -(- s) y, resulta la ecuación de la recta: 


> 
O 


B 





Ejemplo 8 


Figura 2-15 
y 
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A continuación comprobamos que los números reales no nulos p y q se corresponden 
con la abscisa al origen y la ordenada al origen, respectivamente. 


Sea la ecuación segmentaria r: Fe Ža (1) 
q 


Para determinar la intersección de la recta con el eje de abscisas, en (1), proponemos 
y =0, entonces: 
x 0 x 
l4-=1 > “Ú=1 > x=p 
Pp q 
Por lo tanto, la recta corta al eje x en el punto P, (p; 0) (1D 


Para determinar la intersección de la recta con el eje de ordenadas, en (I) proponemos 
x= 0, entonces: 


lll > l21 > y=9 
Pp q q 
Por lo tanto, la recta corta al eje y en el punto P,(0; q). (a) 


Por (II) y (HI), se verifica que los valores reales no nulos p y q representan la abscisa al 
origen y la ordenada al origen de la recta, respectivamente. 


Sea la recta r : 4x + 8y -2 =0. 

Encontrar una ecuación segmentaria de esta recta y representarla gráficamente. 
Solución 

Para determinar una ecuación segmentaria, operamos miembro a miembro en la ecua- 
ción implícita de la recta. 


; z ca ON Lo 
ridx+8y-2=0 => 4x+8y=2 => zerora => A 


2 4 
Entonces la recta dada tiene abscisa al origen de y 


ordenada al origen de : ; es decir, corta a los ejes coorde- 


nados x e y en los puntos E o) y ofo z) y, respecti- 


vamente. 


De modo gráfico (ver figura 2-15). 


¿Cuál es la ventaja de expresar una recta en forma segmentaria? Que se puede realizar 
su gráfica casi sin efectuar cálculos, pues los números p y q definen la abscisa y la orde- 
nada, respectivamente, de los puntos donde la recta corta los ejes coordenados. ¿Porqué 
entonces, siendo tan útil, no es la ecuación que más se utiliza? Para contestar esta pregunta, 
dejamos al lector la tarea de pensar si es posible escribir la forma segmentaria de una recta 
que pasa por el origen de coordenadas. 
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2.1.3.3 Ecuación explícita de la recta en R? 


Ejemplo 9 


Sea la ecuación implícita o general de la recta r : Ax + By + C=0. 
Si B # 0, resulta posible explicitar la variable y en función de la variable x, tal como se 
muestra a continuación. 


r:Ax+By+C=0 => r:By=-Ax-C = my Leo 2) (D 


Si convenimos en designar que (-2)- my (-$)- by reemplazamos en (1), resulta 
la ecuación de la recta B B 


iy me+b 


Expresión que se pri ecuación explícita de h recta de pendiente my ordenada 
Ano: pg AE e l 





¿Por qué el término independiente b de una recta expresada en forma explícita como 
r : y =mx+ bes la ordenada al origen de la recta? 

Si asignamos x= 0 en la ecuación de la recta r : y = mx + b, surge y = b. 

Entonces, la recta intercepta al eje de ordenadas en el punto P(0; b). 

Por lo tanto, el término independiente de la forma explícita de la recta b es la ordenada 
al origen de la recta. 


La ordenada al origen de la recta r: y = -3x + 5 esb = 5, entonces la recta intercepta 


al eje de ordenadas en el punto P Ç z) 





¿Cómo se define geométricamente la pendiente de una recta? 
Para definir geométricamente el concepto de pendiente de una recta, resulta necesario 
definir qué se entiende r pini de inclinación de una recta. 








E inbi de inclinación. a una „recia € es Y Jii. iis entre di je de 
i sentido positivo y e recta, cuando ésta se considera dirigida hacia Arriba (er Tep 
2-16ay 2- 16 b).** : E 

iSi convenimos en n lamar o al ángulo de inclinación de una recta, la medida des este 


Figura 2-16 (a) 

0 es el ángulo de in- 
clinación de la recta 
m>0 


Figura 2-16 (c) 

0 =0 es el ángulo 
de inclinación de la 
recta m=0 


Ejemplo 10 
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A partir de (1), se observa que la pendiente de una recta puede tomar todos los valores 
reales. 

Si 0 es agudo, m=1tg0 > 0, entonces se dice que la recta tiene pendiente positiva (ver 
figura 2-16 a). 

Si9 es obtuso, m=tg0 < 0, entonces se dice que la recta tiene pendiente negativa (ver fi- 
gura 2-16 b). 

En el caso de rectas horizontales el ángulo de inclinación es 0 y m=tg 0=0, y la pen- 
diente es nula (ver figura 2-16 c), Si 

Si la recta es vertical, su ángulo de inclinación es F (ver figura 2-16 d). Recordemos 


que la tangente de 7 ™ está definida, en consecuencia, el concepto de pendiente no 


puede aplicarse a rectas verticales y este tipo de rectas no pueden describirse mediante la 
forma explícita. 


y Figura 2-16 (b) y 
8 es el ángulo de in- 
clinación de la recta 
m<0 


e YA , 


A i 


y Figura 2-16 (d) y 
0=5 es el ángulo 
de inclinación de la 


recta m no está de- 
finida 


ediles cord 2 
Encontrar el ángulo de inclinación de las rectas r, : Y =-x +4, 1,:y= 3” ~] 


Solución 
Llamando 0 al ángulo de inclinación de la recta, se tiene que tg 0 = m, por lo tanto: 


El ángulo de inclinación de la recta ri:y=-x+4es 0 =arctg(—1)= oa 


2 2 
El ángulo de inclinación de la recta r, yegen es O =arctg B = 330 41” 
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En lo que sigue de esta sección, abordaremos la forma de obtener la ecuación explícita 
de una recta cuando se tienen por datos la pendiente y un punto, o bien dos puntos de la 


recta. 





Si P (ey ya) y P (x y,) son dos puntos cualesquiera y diferentes de una recta no vertical, la 


pendiente de la recta es m= 4% 
Ama 





Figura 2-17 


Y 





m ue on aa ma 


En la figura 2-17 se presenta una recta r no vertical que pasa por 
los puntos P,(x,s y.) y P,(x; y,), y cuyo ángulo de inclinación 
r denominamos Ó. 

Si por los puntos P, y P, trazamos rectas perpendiculares 
al eje de abscisas y por P, una recta perpendicular al eje de or- 
denadas, resulta el ángulo 0'congruente con Ó por ser ángulos 
correspondientes entre rectas paralelas cortadas por una trans- 





versal. 
| PB 
Mr L Entonces m= tg0=tg0'= a (0 
long, P,B 
l 
A partir de conocer las coordenadas de los puntos P, y P, se 
i tiene i 
| long. A B=y, y, | m) 
e Y 
long. PB =X, —X, = (Œ) 


Entonces, por reemplazo de (11) y (IT) en (1), se obtiene lo que se quería demostrar:. 


a (IV) 
Xx, Xy 


Observaciones: Conceptualmente la pendiente de una recta (no vertical) reduce la canti- 
dad de desplazamiento vertical por cada unidad de cambio horizontal. En la fórmula (IV) 
el cambio vertical está dado por: y, — y, que se denota Ay (delta y), y este cambio vertical 
se corresponde con el cambio horizontal: x, — x, que se denota Ax (delta x). Por esto, es 


común decir que m= Pr 
Ax 


Observemos que la fórmula para calcular la pendiente de una recta, establecida por el . 


- teorema-l,no está definida analíticamente cuando x, = x,. 


Si x, = x los puntos considerados son de igual abscisa, por lo tanto, la recta que defi- 
nen es vertical y, como se estableció previamente, las rectas verticales no tienen determi- 
nada su pendiente. 
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A partir de este teorema surge el siguiente: 















La recta que pasa por los puntos P,(x,; y.) y P,(x,3 y,) tiene por ecuación a Ls , 
siendo x, AX,A y, $ Yy AE AR 
Figura 2-18 Sean P AS y) yP X; yp dos puntos de una recta, siendo P(x; y) un pun- 
to genérico de la misma, como se observa en la figura 2-18. 
E ip ` A partir de los puntos considerados se determinan los triángulos 
rectángulos PÊ Ay PÊ B . 
T Donde se observa que los ángulos correspondientes son congruen- 


tes, entonces los triángulos son semejantes. 
Por ser triángulos semejantes, las longitudes de los lados homólogos 
cel PA PB 


son proporcionales, entonces se cumple que == = == 
prop > pie y BA BB 






Poroo---o 


d> 


Al calcular las longitudes de los segmentos en función de las coorde- 
YY YY (1 


XX XX 


er porno. o 


nadas de los puntos, se tiene 


A partir de (1), se logra lo que se quería demostrar: 
Xx — e. 
E (1 
LA. MA 
En función de los teoremas 1 y 2, se deduce la ecuación de la recta denominada ecua- 
ción punto-pendiente. 


A partir de (II) surge Y~ yY, -(2 A Jt-s) 
1 0 





Y, Y 
XX, 





Por el teorema 1, sabemos que m= 


Entonces, 





La ecuación (III) de la recta pone en evidencia que con dos condiciones —la pendiente 
„de la recta y un punto perteneciente a ella-— se tienen los datos suficientes para obtener la 
ecuación de la recta, 
También podemos analizar dicha ecuación bajo otro enfoque, teniendo en cuenta lo 
enunciado en los apartados 2.1.3 y 2.1.4, esto es: existen infinitas rectas que pasan por un 
punto, pero sólo una de ellas tiene pendiente mm prefijada. 
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Ejemplo 11 


Ejemplo 12 


Ejemplo 13 


Encontrar una ecuación de la recta que pasa por los puntos ACI; 3) y B(4; 2) 
Solución 
A partir del teorema 2 se tiene que 


xx - + - 
old , entonces: E 
E-% 4% 441 2-3 


x+1_y-3 
pa D 

Advierta que la ecuación de la recta obtenida en (1) a partir de aplicar el teorema 2, no es 
otra que la ecuación simétrica o continua de una recta, ya que las diferencias (x, — x,) y 
(y, - y,) son las coordenadas del vector AB que es paralelo a la recta, debido a que estos 
puntos pertenecen a la recta. 

A partir de (1), podemos obtener la ecuación explícita y la ecuación implícita, Vea- 
mos cómo: 

Si en (T) resolvemos las operaciones presentes de manera tal que se exprese la variable 


y en función de la variable x, obtenemos la ecuación explícita de la recta: y =- ; x+ 5 


En cambio, si en (1) resolvemos las operaciones e igualamos a cero, obtenemos la 
ecuación implícita de la recta: x + 5y —14 = 0 


Encontrar una ecuación de la recta que pasa por el punto P,(--2; 5) y tiene pendiente m= o 


Solución 


Por la definición de la ecuación de la recta denominada ecuación punto-pendiente, se 
tiene que y-y, = m(x-x,) 


Al reemplazar con los datos, y-5= Six + 2) 


y 1 
Entonces, la recta en forma explícita es y= z = 


Encontrar una ecuación de la recta que pasa por el punto P,(3; —1) y cuyo ángulo de 
inclinación es 0 = = 


Solución 


Se sabe que m=90=>m=92=m=43 


Luego, Y— Y, =m(x-x,)=> y+1=/3(x-3) 


Entonces, la ecuación implícita de la recta es y= V3x -(34/3 + 1) 
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. Ejercicio 2-4 


Encontrar la ecuación de la recta en sus formas implícita y explícita y, de ser posible, tam- 
bién la ecuación segmentaria en cada uno de los siguientes casos. 


a) Cuando contiene al punto (1; -3) y un vector normal es ñ = (2; 5) 

b) Cuando contiene al origen de coordenadas y un vector normal es ^ = (6; E 7) 

c) Cuando es perpendicular al eje x y contiene al punto (-4; 3) 

d) Cuando es perpendicular al eje de ordenadas y pasa por el punto (0; 3) 

e) Cuando contiene a la altura trazada desde el vértice A del triángulo cuyos vértices son 
los puntos A(-3; —2), B(3; 1) y C(6; -4) 


Trazar el gráfico para cada situación planteada. 





2.1.4 Posiciones relativas de rectas en el plano 


Investigar la posición relativa de dos rectas en el plano significa indagar si las rectas son 
paralelas, perpendiculares, o si se intersecan en un punto. 

En los apartados 2.1.4.1, 2.1.4.2 y 2.1.4.3, enunciaremos las condiciones necesarias y 
suficientes para estudiar las posiciones relativas de dos rectas en el plano. 

Para ello, consideraremos las ecuaciones de dos rectas, r, y r, definidas por medio de: 


El Sus ecuaciones paramétricas cartesianas (o formas equivalentes) 


o +4 ES 
1 Co TA 2 eR, donde ä=(a;a,)//n ä#ō 

y=y,+4,8, 

=x, +A,b " = g 
A nti 1, €R, donde B=(b,;b,)//r, 5+Ú 

y=y +4, 


F Sus ecuaciones implícitas 7, : Ax+ By+C=0 y 1,:A'x+B'y+C'=0,r, 
él Sus ecuaciones explícitas 1 :y=mM x+b, y r,:y=m,x+b, 
2.1.4.1 Rectas paralelas 
Las rectas r, y r, son paralelas si, y sólo si: 
Figura 2-19 1. Sus vectores directores son paralelos (ver figura 2-19), 
3 ¿eR:4=4b => (a;a,)=2(b,b,) > a,=4b, a a,=4b, 
d, A Equivalente a: >= > = A. siempre que los cocientes tengan sentido. 
2 I 2 
a, F; 2. Sus vectores normales son paralelos (ver figura 2-20). 


e J4eR:n =41, > (4B)=4(4B) > A=44' a B=4B' 


t 
re a Equivalente a: t- 2- Á siempre que los cocientes tengan sentido. 


r 
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Figura 2-20 3. Tienen la misma pendiente m, = m, (ver figura 2-21). 


Y 


Figura 2-21 


Pa 
t 


AAK 





Ejemplo 14 a) Las rectas f, 4 


x=2-34, x=2-—61, 
n: 

y=4+24, ya y=3+44, 

1 


b) Las rectas 1 :2x+3y+5=0 y 1, :10x+15y+3=0 son paralelas, ya que == 


c) Las rectas yal y Iy= Za son paralelas, m=m,=-> 








En (a) y (b) del ejemplo anterior, la proporción entre las coordenadas de los vectores 
puede plantearse sólo si tales coordenadas son no nulas. Si sucede que algunas de las coor- 
denadas de los vectores directores o normales es nula, esto implica que las rectas pueden 
ser verticales u horizontales. Claramente, dos rectas verticales o dos rectas horizontales son 
paralelas. 


Ejemplo 15 a) Las rectas 7 e i yn C con À, À, € R son rectas verticales 
y=4+22, y=1+44, i 
(paralelas al eje de ordenadas), por lo tanto son paralelas, 
Observemos que los vectores directores delas rectas son, respectivamente, d, = (0; 2) 
y d, =(0; 4), y ambos vectores son paralelos al versor j. 
b) Las rectas 1, :3y+9=0 y 7,:-15y+30=0 son rectas horizontales (paralelas al eje 
de abscisas), por lo tanto son paralelas. 
Observemos que los vectores normales de las rectas son, respectivamente, 1, =(0; 3) 
y 7, =(0;—15}, y ambos vectores son ortogonales al versor į. 





2.1.4.2 Rectas coincidentes 
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Dejamos al lector el ejercicio de probar que la definición previa explica que dos rectas 
coinciden cuando siendo paralelas tienen un punto en común. 


F + f ? 2,4, e R son paralelas, 


- Ejemplo 16 a) Las rectas r : ni 
pa } : | y y=6+412, 
además, si consideramos, por ejemplo, al punto P (2; 4) er, , sucede que este punto 


2=-1-61, 


1 a 
=> 1, =--—, en consecuencia son rectas 
4=6+42, 2 


pertenece a la recta r,, pues r, : | 


coincidentes. 


Las rectas t —> 2x + 3y + 5 = 0 y r > 10x + 15y + 25 = 0 son coincidentes, pues 
< = = = ž . (Observe que si multiplicamos la ecuación de la recta r, por 5 obtene- 


mos la ecuación de la recta r,.) 


. 2 2 e 
Es evidente que las rectas L:iy= qe ly r:y= -r —1 son coincidentes. 





2.1.4.3 Rectas perpendiculares 


Figura 2-22 1. Las rectas r, y r, son perpendiculares si sus vectores directores 
y son perpendiculares (ver figura 2-22). 

Si ¿=(a;0,)/1x yb =(b,;b,)//r, es n Ln e äLlb 

Entonces, si ¿1h => 5-b =0 => ab,+a,b,=0 

Por lo tanto, n Lr, ab, +a,b, =0 


2. Las rectas r, y r, son perpendiculares si sus vectores normales 
son perpendiculares (ver figura 2-23). 


Sim =(4;B)Lr ym, =(A;B') Lr esn Ln e m La 





Entonces, si n, La, => n- n, =0 = A4'+BB'=0 
Figura 2-23 Por lo tanto, n Lr, & AA'+BB'=0 


y 3. Las rectas r, y r, son perpendiculares si sus pendientes verifican 
la relación m, - m,=-1 

Esta condición necesaria y suficiente equivale a la enun- 
ciada en (2), ya que si 1, : Ax+ By+C=0, entonces: 


A G A 
f :y=(-4)r+(-$), donde m + (850) (1 
Si 1,:A'x+B'y+C'=0, entonces: 


ry -(-2}{-£}, donde m, =-2(B'=0) (1) 
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Ejemplo 17 





Ejemplo 18 


2.1.44 


Ejemplo 19 


Luego: 
-m=-10 (-41(-£)- 1 Pm AA'=-BB'é> AA'+BB'=0, 
B' BB' 


que es la condición de perpendicularidad de dos rectas expresadas en forma implícita. 


x=2+44 con ¿eR _y+2 


son perpendiculares ya que: 
yt sl yn: 2 perp yaq 


Las rectas n3 | 


d,-d,=(4;-5)-(15,12)=4-15+(-5)-12=0 
Las rectas 1, :2x+3y+5=0 y r,:9x-6y+3=0 son perpendiculares ya que: 
mn n,=(2,3)-(9;-6)=2.-9+3-(-6)=0 


5 i 
Las rectas f : y= -$x t3y ni y= e 2 son perpendiculares pues: 


La condición (3) excluye los casos de rectas de pendiente nula. Recordemos que una 
recta de pendiente nula es una recta horizontal. 

En el análisis de perpendicularidad, una recta horizontal siempre es perpendicular a 
una recta vertical, 


La recta vertical r, :2x+5=0 y la recta horizontal r, : y =3 son perpendiculares. 
En este caso no se puede confirmar la perpendicularidad aplicando (3), pero sí me- 
diante la condición necesaria y suficiente enunciada en (2): 


n =(230)Ln y 7, =(0;1)Lr, , entonces 7% - 1, =(2;0)-(0;1)=0 





Punto de intersección entre dos rectas 


Sean r, y r, dos rectas en el plano. 

Nuestro objetivo será encontrar el conjunto de todos los puntos del plano que perte- 
necen a ambas rectas simultáneamente; es decir, aquellos puntos que satisfacen las ecua- 
ciones de r, yr, ' 

Llamamos. A a dicho conjunto, obsérvese que existen tres posibilidades: 1) A es vacío, 
2) A tiene un elemento y 3) A tiene infinitos elementos. 


Encontrar, si existe, el o los puntos de intersección entre las rectas: 
T 2+4, a 


es cond,, A, eR 


y=4+24, ra 





Capítulo 2  Rectas y planos 79 


Solución 
Si existe P, (x; Y) =r Nr, , entonces existe A, ER y 4, eR tales que 


x,=2+2, x, =4+24 
y, =4+22, y, =6-A, 


2+4, =2+21, 
4+24,=6-4, 


Resolvemos el sistema de dos ecuaciones y dos incógnitas planteado en (1): 


2 entonces 


4, =24, 2 
44, +4, =2 => À, =- 
a" PA 5 


i -24 : 
Figura 2 Luego, si A, = : ,es A, == 


i 4 : 
Por lo tanto, si reemplazamos Å, =~ en la ecuación 


de la recta r,, las coordenadas del punto de intersección 
entre las rectas son 


ts 
4 28 5 5 
y=4+2:2=% 
S $ 3 
El lector puede verificar que si se reemplaza 4, == 


en la ecuación de la recta r, se obtiene el mismo punto de 
encuentro. 
De manera gráfica ver figura 2-24. 


Ejemplo 20 Encontrar, si existe, el o los puntos de encuentro entre las rectas 1 :2x—y+4=0 y 


Figura 2-25 Solución | 
Si existe P (x,; AI Nr, , entonces sucede que este punto 
verifica las ecuaciones de las rectas, es decir: 2x, — y, +4=0 
Y XxX +y-6=0 
Por lo tanto, 
2x-y+4=0 y=2x+4 
> = 2x+4=-x+7 => x=] 
x+y-7=0 y=-x+7 
Luego, si x= 1, entonces y = 6. 
En consecuencia, el punto de intersección es P, (1; 6) 
De manera gráfica ver figura 2-25. 
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2.1.5 


Figura 2-26 





2.1.5.1 


Figura 2-27 





Observe el lector que para calcular el o los puntos de encuentro entre dos rectas hemos 
empleado un sistema de ecuaciones lineales. Relacionemos el procedimiento algebraico 
con la solución geométrica. ¿Cómo es el sistema? ¿Cuál es el conjunto solución? ¿Con qué 
coincide el conjunto solución? 

Los sistemas de ecuaciones resueltos en los ejemplos son sistemas de dos ecuaciones 
lineales con dos incógnitas. Cada ecuación representa una recta en el plano. Buscar la solu- 
ción implica determinar qué valor numérico deben adoptar las incógnitas para verificar las 
ecuaciones presentes en el sistema. Los casos planteados en los ejemplos son sistemas con 
solución única, la cual es el punto de encuentro entre las rectas. 

Los sistemas de ecuaciones lineales son, quizás, una de las herramientas de cálculo 
más utilizadas para resolver situaciones problemáticas. En este caso los hemos empleado 
para dar respuesta a problemas relacionados con la geometría. Este hecho va a repetirse en 
variadas situaciones a lo largo del libro, y nos dedicaremos específicamente al estudio de 
los sistemas de ecuaciones lineales en el capítulo 5. 


Ángulos de dos rectas en R? 


Consideremos dos rectas r, y r, como se muestra en la figu- 
ra 2-26, Sea P, el punto de intersección entre las rectas, En 
este apartado expondremos cómo obtener la medida de los 
ángulos suplementarios 0, y 6,, medidos en sentido positivo, 
que se forman a partir del punto de intersección. 


Cálculo del ángulo entre dos rectas considerando los vectores directores 


Sean las ecuaciones de dos rectas r, y r, definidas por medio de sus ecuaciones paramétricas 
cartesianas (o formas equivalentes): 


å, €R, donde ä=(a; a,)//7, 


1 


e =X, +4,a, 
y=Y,+4 a, 


Se A A 


y=y +A»b, 


Si consideramos los vectores directores de cada tec- 
ta con origen común en el origen de coordenadas (ver 
figura 2-27), sus direcciones forman en ángulo 6 que es 

2 3 . 
congruente con el ángulo 0, determinado por las rectas a, 
partir del punto de intersección. 
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En consecuencia, aplicamos la fórmula de cálculo del ángulo entre vectores según el 
teorema 6 de la sección 1.2.2 del capítulo 1. 


ás b)=X(r; r,)=arccos O =arccos A 
das El jocs 0 EE À 


Reemplazamos en (I) por las coordenadas de los vectores, y se obtiene 
apb, +ab, ) 


4 (1; ņ)=arccos 0= OE ar 
2 NU 02 


Luego, si 00 ,, entonces O, =1 — 0 y viceversa. 


x=24>4 x=1-A, 


Ejemplo 21 Encontrar los ángulos que determinan las rectas r, : 8 yn: E 
pakei A 


2 


coná,, 4, R 


Solución 
Es dato los vectores directores de las rectas, esto es 


Entonces, uno de los ángulos formados por las rectas es 


E 
4(n; 1,)=arccos O=arccos A 


E 
3 


Lia: r,)= 0 =arccos (2)- 





2.1.5.2 Cálculo del ángulo entre dos rectas considerando los vectores normales 
Sean las ecuaciones de dos rectas r, y r, definidas por sus ecuaciones implícitas 


r : Ax+By+C=0 y r, :A'x+B'y+C'=0, donde 7, =(A;B)Lr y m =(A;B')Lr, 


Si consideramos los vectores normales de cada recta con origen común en el origen 
de coordenadas (ver figura 2-28), veremos que sus direcciones forman un ángulo 8 que es 
congruente con el ángulo 0, determinado por las rectas a partir del punto de intersección, 

En consecuencia, si aplicamos la fórmula de cálculo del ángulo entre vectores según el 


teorema 6 de la sección 1.2.2 del capítulo 1. 
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nor 


m t Y 


Figura 2-28 Se 
í <hi; ;)= < (r; r,)=arccos paca i] T) 
ag 


y 





Reemplazamos en (I) por las coordenadas de los 
vectores, se obtiene: 


x ; j= ĝ= | COS AA +BB 
f; r, j= arccos 0 =ar AAB JA ABA 


Luego, si 0= 8, entonces 0, =x1 — Ó y viceversa. 








Ejemplo 22 Encontrar la medida de los ángulos que forman las rectas 1 :x+y+1=0 y 1, :-2x+7=0 


Solución 
Por conocer las ecuaciones implícitas de las rectas, son dato un vector normal a cada 


recta: 1 =(1:1) Lx, y n,=(-20)Lr, 







Es claro que no son rectas paralelas. 






Entonces aplicamos la fórmula (1): 


CN (1 1) (2 09) [21.2 
<(r; ajo EA Joao (7)- : 


3x 
Por lo tanto, los ángulos que forman las rectas son 0, = F 0, = Ad 








Tanto en 2.1.5.1 como en 2.1.6.2 se obtiene que: 


E $19=0, entonces las rectas son paralelas. 


o ¿ 
E Si0= qe entonces las rectas son perpendiculares. 


Ejercicio 2-5 

Encontrar la medida del ángulo agudo formado por las siguientes rectas, 
a) rn :i4x+3y+7=0 y 1, :x+y-1=0 

b) 1,:3x-Ay-11=0 y 1,:76x+8y=0 

o) rn: (xy)=(0,3)+4(3:2) y 7, :(x5 y)=(-1)+4(3-2) 


2x5 7 
E A rye 


x+2 ; 
e +3 Í 
—2 y 





e) nix+lay-iyn: 
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2.1.6 Distancia de un punto a una recta en R? 


| Observe el lector que se pueden encontrar puntos de la recta 
Figura 2-29 tan lejanos como se quiera respecto del punto P. Sin embargo, 
y existe un punto de la recta que realiza la menor distancia. De 

esta forma llegamos a la siguiente definición: 


Sea una recta r y un punto P ambos en el plano. : 
Se llama distancia del punto Pr a la recta P aln mínimo . 
«de todos los valores. IPA] c conAer. PA 


En simbolos sal z) Aer el 





Observación: Advierta el lector que el segmento que representa la distancia del punto P a 
la recta r, es perpendicular a la recta. 





La distancia del punto P (x, Y ) a la recta r: Ax+ By+C=0 está dada por la fórmula: 





Ax, +By +C 
dist( P : r) ES | FA | 
VA +B’ 
Figura 2-30 En la figura 2-30 hemos considerado un punto P, (x; n) er, es decir: 


Ax, + By, +C=0, y con origen en este punto ubicamos al vector nor- 
mal de la recta, n=(A;B) , asumiendo uno de sus sentidos posibles. 
Consideremos como origen al punto P, y como extremo al 
punto P, y así queda definido el vector PB en forma tal que si lo 
proyectamos ortogonalmente sobre la dirección del vector normal de 
la recta obtendremos el punto Q, formándose los triángulos rectán- 


gulos congruentes P, MP y QPB 

En consecuencia, la distancia del punto P, a la recta r está repre- 
sentada por la longitud del segmento PQ 

Pero, por construcción, la long del segmento PQ Q es iguala 
la longitud de la proyección escalar del vector P,P sobre la dirección 
del vector normal de la recta. 











Entonces 
dist(P;r)= long.RQ= (1) 
En (1), por la fórmula de proyección escalar y según los datos, se tiene que: 
MUA A la( É =% o J+B(y,- “e Y Ms EE -( Ax, + By,) aD 
H VA? +8 JA +B 
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Donde C=-(Ax, +By,) (UD) ya que Pixi njer : Ax, +By,+C=0 
Reemplazamos (HI) en (11) para obtener: 
l4x, + By, +C| 
y A? +B? 
Notar que si el punto P pertenece a la recta r la distancia vale cero, pues se anula el 
numerador de la fórmula que expone el teorema 3. 


dist(B;r) = 


Ejemplo 23 Determinar la distancia del punto M(-3; 4) a la recta r : 6x— 8y -6 =0 


Solución 


Figura 2-31 Aplicamos la fórmula del teorema 4, y se tiene que: 


M a Dist( M; r) = ——===— =5,6 unidades de longitud. 
3 ' 

2 

1 


T +8° 


De modo gráfico ver figura 2-31. 





Ejercicio 2-6 

Encontrar la distancia del punto P, a la recta r en cada uno de los siguientes casos. 
a) P,(150) y r:8x-6y+1=0 

b) P, (3-5) y r:4x-3y-6=0 

y RR 4) y r que pasa por el punto P (1; 1) y su vector normal es ñ =(3;4) 
x+3 ¿A 


5 


P (5:1) x=-2+34 
> a 
ée) E y padoj 





d) P,(0;0)yr: 








2.1.7 Familia o haz de rectas 


En la sección 2.1 analizamos bajo qué condiciones puede obtenerse la ecuación de una 
recta. Si repasamos estos casos, en todos observaremos que una recta queda perfectamente 
determinada por dos condiciones: un punto y un vector director; un punto y un vector 
normal; dos puntos; un punto y el valor de la pendiente recta. 

Por lo tanto, si sólo se da una condición, no existirá una única recta que la cumpla, 
sino que habrá infinitas rectas que satisfagan la condición enunciada. 
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Ejemplo 24 La ecuación y=2x+b con beR es el conjunto de todas las rectas del plano de pen- 
diente 2 (en consecuencia, rectas paralelas entre sí). 
Por cada valor real que asignemos a b estaremos determinando una de las 
rectas (recordemos que, en la ecuación explícita, b es la ordenada al origen). 
Algunas de las rectas que satisfacen la condición enunciada son: 
b=0=31:y=2x, b=-1>1,:y=2x-1, b=1=>1,:y=2x+2, y se mues- 
tran en la figura 2-32. 


Figura 2-32 


Ejemplo 25 La ecuación y =mx+2,con meR, es el conjunto de todas las rectas del plano que pa- 
san por el punto (0; 2), excepto la recta vertical x= 0 que no puede ser definida mediante 
la forma explícita de la recta. 


Figura 2-33 Por cada valor real que asignemos a m estaremos determinan- 
do una de las rectas (recordemos que, en la ecuación explícita, m 
es la pendiente de la recta). 

Algunas de las rectas que satisfacen la condición enunciada son 
-m=0>3:y=2, m=-1>1r,:y=-x+2,m=1>1,:y=x+2, y 
se muestran en la figura 2-33, 





En particular, tiene especial interés la definición del haz de rectas que definen dos 
rectas que se intersecan en un punto del plano. 





Sean las rectas n : Ax+ By+C=0 y 1,:A'x+B'"y+C'=0 tales que f Ar, =P (x,5 y) 
Sean los números reales h y k no nulos simultáneamente. 
La familia de rectas, o el haz de rectas, que pasan por el punto P, (x; Yo) queda re- 
presentada por: 
H > h(Ax+ By+C)+k(4'x+B'y+C')=0 
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Ejemplo 26 


Mostraremos que H -> h(Ax +By+ C)+ k(A'x+B'y+ co) =0 (I) representa a la familia de 


rectas que pasan por el punto P, ds y.) 
Con valores reales arbitrarios h y k, no nulos simultáneamente, la relación (1) es lineal 
en las variables x y y: H->(HA+kA4')x+(MB+KB) y +(HC+ Ck') =0, por lo tanto, geomé- 


y 
tricamente es una recta del plano. 


Además, como P, las Yo) pertenece a las rectas r, y r,, se tiene que Ax, + By,+C=0 


A'x, +B'y, +C'=0, en consecuencia, en (1), se verifica que: 
y AX TD Y 


H>h(Ax, + By, +C)+k(A'x, +B y, +C')=0 
> ió cidad: 
H=>h-0+k-0=0 


Por lo tanto, para valores reales arbitrarios h y k, no nulos simultáneamente, se cumple 
que (1) representa una recta que pasa por el punto P, (xp; Y) 


En particular: 
Œ Sih=0yk%*0, se obtiene la ecuación de la recta r, 
EH Sih*0yk=0, se obtiene la ecuación de la recta r, 


En general, no interesan las rectas que definen el haz de rectas, pues son datos, sino la 
posibilidad de encontrar alguna de las otras rectas que pasan por el punto de intersección 
de las rectas que definen a dicho haz. 

En función de esto, se trabaja con la ecuación del haz de rectas reducido. Para obtener- 
lo suponemos, por ejemplo, que k #0. 

Luego, al dividir por 1 a H + 0 miembro a miembro en (I) resulta: 


H —>(Ax+ By+ Chas B'y+C')=0 
Si convenimos en llamar 4 =+ , la ecuación del haz de rectas reducido es 


H —>(Ax+By+C)+A(A'x+B'y+C')=0 con AeR (11) 


Observemos que, en este caso, si A = 0 obtenemos la ecuación de la recta r,, pero no 
sería posible asignar un valor al parámetro para definir la ecuación de la recta r,. Por ese 
motivo, la ecuación (11) se llama haz de rectas reducido; es decir, hay una recta que no 
puede definirse a partir del haz. Pero como esa recta es conocida, por ser uno de los datos 
del problema, la ecuación es aplicable sin restricciones. 


Encontrar una ecuación de la recta de pendiente 1 que pasa por el punto de intersección 


de las rectas 1,: 2x+3y-6=0yr,:x+y-1=0 





Figura 2-34 








2.1.8 
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Solución 


Las rectas dadas como dato no tienen pendiente 1, por lo tanto la recta incógnita de 
pendiente 1 pertenece al haz de rectas reducido: 





H > (23+3y-6)+4(x+y-1)=0 (1) 


Operamos en (I) y encontramos la forma explícita de la recta: y = - ati) x+ (53) 





2+4 
Entonces, como la recta que buscamos tiene pendiente 1, resulta que (22) =] (D 








Resolvemos la ecuación (II) y obtenemos que Å = -5, luego reempla- 


5 
zamos A= e en (I) para encontrar 


H -(2x+sy-6)+-2)(e+7-1)=0 


resulta que la recta de pendiente 1 que pasa por el punto de intersec- 
ción de las rectas dadas esr: x-y +7=0 

En la figura 2-34 se muestra que las rectas r,, r, y r pertenecen al 
haz de rectas que pasan por el punto P(-3; 4) 


Ejercicio 2-7 


Dado el haz de rectas reducido H:(x-— y-1)+1(3x—2y-6)=0, encontrar una ecuación 
de la recta del haz que: 


a) pasa por el punto A(4; —1) 1) pasa por el punto medio del segmento 
b) pasa por el origen de coordenadas de extremos A(3; 1) y B(-7; 5) 

c) es paralela al eje x i x-1 y-6 

d) es paralela al eje de ordenadas A IAS E q eN 

e) es perpendicular al eje de abscisas k) es perpendicular a la recta 

f) es perpendicular al eje y ri[x; y)=(3; -1)+4(4; -2) 

g) tiene abscisa 4 al origen I) tiene abscisa 5 al origen 

h) tiene pendiente —2 m) tiene distancia igual a 1 al punto (2; 0) 


Aplicaciones de modelos lineales 


En la introducción hemos referido que por medio de modelos lineales es posible interpre- 
tar y resolver situaciones provenientes de otras ciencias. En el siguiente ejercicio evidencia- 
mos otra situación que se modela a través de ecuaciones de rectas. 
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Ejercicio 2-8 





Figura 2-35 Un depósito de mercaderías de forma prismática tiene un volumen de 
L:2 m,L:2 m 5544 m, siendo la altura de la cubierta de 6 m y la longitud del lado 
Escalera ` mayor de su planta de 44 m. A fin de mejorar su aprovechamiento, se 
decide construir un entrepiso metálico que cubra la cuarta parte de su 

Entrepiso superficie, de acuerdo con el esquema que se muestra en la figura 2-35, 
Cinta 21.1. El acceso del personal al entrepiso se prevé mediante una escalera 
transportadora ubicada conforme se indica en la figura 2-36, con escalones de 


0,18 m de alzada y 0,29 m de pedada. (Figura 2-36, Nota: Para fi- 

Figura 2-36 nes prácticos, el espesor del entrepiso metálico no es significativo.) 
Lm Se pregunta: i 

a) Con los datos precedentes, ¿a qué altura A del cielo- 

A AM a rraso más próxima a los 3 metros, pero no inferior a 









OS el : > lg ésta, debe ubicarse el solado del entrepiso para que la 

a E OAI A escalera tenga un número entero de escalones? 

r "A 18 m ae b) Silos ejes de replanteo x y y son los ubicados en la 
e ferior detalle escalera figura 2-36, ¿a qué distancia a del origen de los ejes de 
escalera replanteo estará ubicado el primer escalón? 


c) De acuerdo con el esquema idealizado de la figura 2-36, ¿cuál es la ecuación de la recta 
que materializa el borde inferior de la escalera? (Adopte como sistema de referencia 
los ejes de replanteo x y y anteriores.) 

d) ¿Qué ángulo subtiende la escalera con el piso del depósito? (Ángulo de inclinación.) 

e) Con respecto al sistema de referencia adoptado, ¿qué coordenadas tendrá el punto Q 
extremo de la escalera? 

21.2. En la disposición que muestra la figura 2-37 se va a instalar una cinta transporta- 

dora para elevar mercadería del nivel inferior del depósito al nivel del entrepiso. La 
pendiente de la cinta es del 20%. Su arranque está a 0,65 m del piso del depósito y 
Figura 2-37 finaliza en coincidencia con el solado del entrepiso (ver figura 2-37). 


Usted tiene que hacer un replanteo en obra para instalar la 
cinta. Los ejes de referencia adoptados son los x‘ y y' indicados. 
Se pregunta: 
6M 2) ¿A qué distancia d del eje y' se encuentra el arranque de la 
cinta? 
b) ¿Cuáles son las coordenadas del punto A de arranque refe- 
ridas alos ejes xy y”? 

c) ¿Cuál es la ecuación de la recta que materializa la cinta referida a los ejes x'y y”? 

d) ¿Cuál es el ángulo que subtiende la cinta con la horizontal? 

e) Si para optimizar el uso de la cinta con el propósito de recibir cargas más pesadas se 
decide disminuir su pendiente, de modo que el punto de arranque, siempre a 0,65 m 
del nivel del piso, se encuentre a 4,50 m de la pared representada por el eje y”, ¿cuál 
será la pendiente? 

f) En este último caso, se quiere transportar por la cinta un bulto cuyo peso es de 200 kg 
y se sabe que el coeficiente de rozamiento y entre la cinta transportadora y el bulto es 
de 0,80. ¿Es posible transportar el bulto al nivel superior o se caerá de la cinta trans- 
portadora? Justifique su respuesta, (Sugerencia: Aplique descomposición vectorial de 
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fuerzas. La fuerza que resiste el resbalamiento es la normal al plano de apoyo multipli- 
cada por el coeficiente de rozamiento.) 

g) ¿Cuánto tendría que ser el valor del coeficiente de rozamiento para que un bulto del 
mismo peso que el anterior no pueda ser transportado? 

h) ¿Qué conclusión le permite inferir la respuesta al punto precedente? 








Ejercicio 2-9 

Resolver la situación inicial 1 planteada en el inicio de la sección 2.1. 

A A A A E R E 
; : 

Ejercicio 2-10 


Resolver la situación inicial 2 planteada en el inicio de la sección 2.1. 
A A] 


Autoevaluación cr | 
“Capítulo 2, Rectas Y pres sección 2.1, Rectas en el plano. A A 










Ejercicio an. i E a a a S 
Determinar el valor del iao, k i eR; para que la recta f, + y-8=0 forn 
recta 1, :x+ky+1=0. Realizar el gráfico: o A 







“: Calcular la ecuación de la recta que pertenece simultáneamente al haz 
$ Mi: x= apoek, perg=a)> 0 Eu FE eR et Pa Sgi 
















jå ed js procesos analíticos distint q las rectas 1, a = 
; soñ concurrentes. * A as z 






Calcular la: nédidá de kós asgloin olaa arde dicho triangulo: t BATE AA 

b) Calcular él área del triángulo. .. i D i A 

q Comprobar que las rectas que contienen a las alturas son concurrentes é 
nomina ortocentro. ep e ba ap 
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2.2.1 


Figura 2-38 


Y 





Figura 2-39 


Planos en R* 


Ingeniería y planos 


SITUACIÓN INICIAL 1: 


El techo de una fábrica, como la que muestra la figura 2-38, tiene la configuración de- 

nominada “diente de sierra”. Usualmente, uno de los faldones de este techo es un plano 

ciego, con cubierta de chapa o una losa de hormigón armado, y el otro faldón es un plano 
vidriado que permite el ingreso de luz al interior. 

La intersección de ambos planos es 

una recta, que se denomina cumbrera, y 


e ciego constructivamente debe ser tal que impi- 


da el ingreso de agua en ese encuentro, 
habitualmente crítico entre dos tipos de 
material. 

Con los datos provistos en la figura 
2-38, ¿puede el lector obtener la ecuación 
del plano que materializa el primer fal- 
dón ciego? 





SITUACIÓN INICIAL 2: 


Un cristal puede tener formas geométricas regulares, por ejemplo, un cristal de cuarzo, 
que pueden adoptar la forma de un prisma de sección hexagonal, como se muestra en la 
figura 2-39, Las caras de este cristal son planos con orientaciones diferentes, Los cristales 
de cuarzo tienen propiedades piezoeléctricas, es decir, mediante una presión de tipo me- 
cánico es posible inducir en sus caras la aparición de cargas eléctricas. El que 
las fuerzas sean de tensión o de compresión provoca variaciones en el signo 


| de la carga generada. 
¿Es posible realizar el proceso inverso, es decir, aplicando un campo mag- 


nético se genera un efecto mecánico? Por cierto, sí. El efecto mecánico se pro- 
duce en la emisión de vibraciones, coincidiendo con una frecuencia llamada 
resonancia (que depende de la forma y las dimensiones del cristal), las cuales 
son ondas sonoras de elevadas frecuencias y se denominan ultrasonidos. 
Considere el cristal de la figura 2-39. ¿Puede calcular el ángulo que 
forman dos caras, planos, contiguas? ¿Es ese ángulo el mismo para todas las 
caras? Las bases del cristal están contenidas en planos paralelos. ¿Hay alguna 


I| 1 correlación entre los ángulos de los segmentos que conforman la sección de 
cada base con el ángulo entre caras? 


Introducción 


Al observar nuestro entorno encontramos curvas y superficies semejantes a aquellos cuer- 
pos que la geometría analítica nos permite modelar por medio de ecuaciones o sistemas de 
ecuaciones. Estos cuerpos pueden ser un plano, un cilindro, una esfera, una recta que re- 
sulta de la intersección de dos planos, o una curva trazada al interceptarse dos superficies. 
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Figura 2-40 (a) 


Figura 2-40 (b) 
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Figura 2-40 (d) 


Esfera 


y 





En esta sección del capítulo 2 nos ocuparemos de estudiar una de las superficies más 
sencillas: los planos. Obtendremos su descripción analítica utilizando las operaciones entre 
vectores estudiadas en el capítulo 1. En el capítulo 4 se desarrolla el estudio de otras super- 
ficies, algunas de las cuales son los cilindros y las esferas. 

Con el propósito de poder trabajar con los vectores presentados en este espacio, re- 
cordemos que en el capítulo 1 caracterizamos cómo se definen los puntos en el espacio 
tridimensional IR”. En las secciones que restan de este capítulo, nuevamente, trabajaremos 
en el sistema de coordenadas rectangulares. Retomemos estos conceptos: 

En el estudio de la geometría analítica del espacio se emplean diversos sistemas de co- 
ordenadas, uno de estos sistemas, el más usual, es el sistema de coordenadas rectangulares. 
Este sistema se construye con tres planos mutuamente perpendiculares que se denominan 
planos coordenados. Los planos coordenados se interceptan por pares, determinando tres 
rectas denominadas ejes coordenados: abscisas (eje x), ordenadas (eje y), y cotas (eje z). 

Figura 2-41 En función de los ejes coordenados, los planos coordenados 
se denominan plano(xy), plano (xz) y plano (yz). Los ejes co- 
Plano (yz) A ordenados son ortogonales por pares e incidentes en un punto 
A llamado origen de coordenadas, O(0; 0; 0). 

A partir de O, es posible graduar los ejes con un sistema de 
coordenadas para determinar dos sentidos: positivo y negativo. 
im Cada terria de semiejes que se considere define una región del 
espacio, la cual se denomina octante. El octante formado por 
las semirrectas positivas de los ejes coordenados se llama pri- 
mer octante, y no se acostumbra asignar ningún número a los 
octantes restantes. 
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De esta forma, queda establecido el sistema de coordenadas rectangulares para el 
espacio tridimensional; resultando que cada punto de este espacio está caracterizado por 
una terna ordenada de números reales y, recíprocamente, cada terna ordenada de números 
reales caracteriza un punto del espacio, como puede observarse en las figuras 2-42 y 2-43. 


Figura 2-42 Figura 2-43 
z z 
| am 
cr Al aaa 
Aad g “| Pra; 6;2) 
f-t- Palko Yo 20) $ 
pol pol LO! ed a”! 
A po) Pr. 
t i 1 1 1 1 
A + 





Esperamos que al finalizar la lectura comprensiva y activa de la presente sección, usted 
pueda: 


¿2 Obtener ecuaciones vectoriales y cartesianas del plano y representarlas gráficamente 





$ Investigar la posición relativa de dos planos 
£ Resolver problemas de distancias y ángulos en el espacio tridimensional 
2 Describir familias o haces de planos sujetos a una condición geométrica 


2.2.2 Ecuación implícita o general del plano 


Figura 2-44 ¿Es posible determinar geométricamente un plano que pase 
) i por un punto P (x; Yẹ 2) y sea perpendicular a la dirección 
de un vector ñ =(n; n,; n,) distinto del vector nulo? 

A partir de los axiomas de la geometría euclideana, se 
sabe que existen infinitos planos que son perpendiculares a 
una dirección. En consecuencia, para determinar un plano 
habrá que encontrar cuál pasa por el punto conocido, y así el 
plano quedará determinado de manera única. 


I 
La i 
T 





PolXxo; Yo; Zo) 





La ecuación implícita o general de un plano que pasa por el punto P,(x,; yy; Z,) y €s 
perpendicular a la dirección de un vector A=(n,; n,; n,) distinto del vector nulo es 
pl: Ax+ By+ Cz+D=0. : 
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Sean Polo) y 5 2,) € pl y J pl. 

En la figura 2-45, observemos que si P(x; y; z) es un punto cual- 
quiera del plano, el vector PP es paralelo al plano y, por lo tanto, 
perpendicular al vector; entonces, el producto escalar entre estos 
vectores debe anularse, es decir, 


BP. ¿=0 1 


Como sabemos, P,P=¿- p,, donde P y P, son los vectores 
posición de los puntos P y P, pertenecientes al plano. Reemplazando 
en (1), se tiene 


(P-Po)-=0 (Mm) 





La ecuación (II) se denomina ecuación vectorial del plano, y si 
en ella reemplazamos los vectores por sus coordenadas y resolvemos 
el producto escalar, obtendremos 


(A—Xp5 Y= y3 Z-Z) (n; n; n)=0 
n(x—x,)+n,(y-y,)+n,(2-2,)=0 (ID 


Si en (II) resolvemos las operaciones presentes y convenimos en llamar A =n, B=, 
C=n, y D= (-n,x, —n,y, -1,2,), tendremos 


A ya al —n,Y, 71,2,)=0 
pr renmad 
A B Cc D 


Así resulta la ecuación implícita o general del plano 


Ax+ By + Cz+D=0 (IV) 


Observaciones: La ecuación (III) pone en evidencia que conocer un punto del plano y un 
vector cuya dirección sea perpendicular al plano es necesario y suficiente para describir de 
modo analítico esta superficie. 

Al vector ñ=(n,; n,; n,) distinto del vector nulo, cuya dirección es perpendicular al 
plano, se le denomina vector normal del plano. Con referencia a este vector, es importante 
que el lector recuerde dos hechos relevantes. En primer lugar, que el vector normal de un 
plano no es único, cualquier múltiplo escalar del vector es un vector normal del plano, ya 
que la operación de producto de un escalar no nulo por un vector mantiene invariante la 
dirección del vector. 

El otro hecho importante, en especial para la resolución de ejercicios, es que si cono- 
cemos la ecuación implícita de un plano Ax + By + Cz + D = 0, entonces conocemos las 
componentes de un vector normal del plano, 


ñi=(A; B;C) (v) 
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Ejemplo 27 


Ejemplo 28 


Encontrar una ecuación del plano que pasa por el punto P,(2; 3; 4) y es perpendicular al E 
vector Ñ =(-3; — 3; — 3) 


Solución 
Mostrarernos cómo resolver este ejercicio mediante tres procesos distintos. 


1. Por la expresión (11): 


WPl(x; y;z)eplano:P.P-A4=0= (PH): =0=3(x-2; y -32-4)-(-3-3;-3)=0 


- Al resolver, pl: -3x —3y 32 + 27 =0 
Se simplifica, y pl:x+y+z-9=0 


Por la expresión (MI): 

La ecuación del plano que pasa por el punto P(x, Y Z) y es perpendicular al vector 
fi=(n3n,51,) esn (xx) +1. (yy) +1.(2-2,)=0 

Entonces, -3(x — 2) + (-3)(y - 3) + (-3)(2— 4) =0 

Al resolver se tiene que pl:x+y+z-9=0 


3. Por la expresión (V): 
En la ecuación implícita del plano los coeficientes A, B y C son las coordenadas de un 
vector normal al plano, entonces pl: -3x—3y-32+D=0 (*) 

Sólo resta encontrar el término independiente D, para ello utilizamos el siguiente 
concepto: si el punto P,(2; 3; 4) pertenece al plano, entonces se verifica la ecuación del 
plano (*), resultando -3 - 2-3 -3-3-4+.D=0=> D=27, reemplazando en (*) y sim- 
plificando se obtiene la ecuación del plano pl:x+y+z-9=0 





Para nombrar un plano se utilizan letras griegas minúsculas o simplemente se abrevia 
la palabra plano como en el ejemplo anterior. i 

En general, para poder efectuar la representación gráfica de un plano se estudian las ` 
intersecciones con los ejes coordenados y las intersecciones con los planos coordenados 
que se denominan trazas. 


Sea el plano 77 : 8x + 4y + 2z -16 = 0. 

Para efectuar la representación gráfica de este plano estudiaremos, si existen, las 
intersecciones con los ejes coordenados y las trazas, es decir, las intersecciones con los 
planos coordenados, 


Intersección con los ejes coordenados. 


Intersección con el eje de abscisas: 
Si un punto pertenece al eje x, se verifica que y =z=0 
Entonces, 8x —16 = 0 => x=2 => P (2; 0; 0) 

3) Intersección con el eje de ordenadas: 
Si un punto pertenece al eje y, se verifica quex=z=0 ; 
Entonces, 4y —16 = 0 = y = 4 => P,(0; 4; 0) 





Figura 2-46 
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= Intersección con el eje de cotas: 
Si un punto pertenece al eje z, se verifica que x=y=0 
Entonces, 2z —16 = 0 = z = 8 = P,(0; 0; 8) 


Intersección con los planos coordenados. 


=> Intersección con el plano (xy): 
Si un punto pertenece al plano (xy), se verifica que z =0 
Entonces, 8x + > -16 = 0 => y =-2x+4 => P(x 2x + 4; 0) x E R 


25 Intersección con el plano (xz): 
Si un punto pertenece al plano (xz), se verifica que y = 0. 
Entonces, 
8x +22 ~16 = 0 = z = —4x + 8 => P(x; 0; -4x+8)A x ER. 
¿2 Intersección con el plano (yz): 
Si un punto pertenece al plano (yz), se verifica que x= 0. 
Entonces, 
4y +2z —16 = 0 => 2=-2y +8 > P(0; y; -2y +8)A y ER. 


Al llevar la información al sistema de coordenadas rectangulares 
obtendremos la representación gráfica del plano 8x + 4y + 2z 16=0, 
en el octante donde los tres semiejes son positivos. 


En el ejemplo tratado encontramos que el plano intercepta los tres ejes coordenados y 
los tres planos coordenados. Esto sólo ocurre cuando en la ecuación implícita del plano las 
constantes A, B, C y D no son nulas. 

Para este tipo de planos es posible transformar la ecuación implícita en la ecuación 
que se denomina ecuación segmentaria del plano, tal como se muestra a continuación. 

Sea el plano pl : Ax + By + Cz + D = 0, donde A, B, C y D son números reales no nulos. 
Entonces, 


pl:Ax+By+Cz+D=0 = (E joe[ E )r+( Ejem» pues D#0 (D 


x y Z 


-4) 











Siendo (I) equivalente con / 


Si convenimos en llamar, e-(-2)}a-(-2}--(-2) resulta la ecuación del 
plano: A B e 
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A continuación comprobamos que los números reales no nulos p, q y r se correspon- 
den con la abscisa al origen, la ordenada al origen, y la cota al origen, respectivamente. 
; y A 
Sea la ecuación segmentaria pl: 4 +2] (D 
q r 
A Para determinar la intersección del plano con el eje de abscisas, en (1), proponemos, 
y=2=0, entonces: 
ss. h.0 x 
—+o + =1—=1 3 x= p 
pq T P 
Por lo tanto, la recta corta al eje x en el punto P, (ps 0; 0) (1D) 
El Para determinar la intersección del plano con el eje de ordenadas, en (I), propone- 
mos x= z = 0, entonces: 


Mita) 
p q T q 
Por lo tanto, la recta corta al eje y en el punto P,(0; q; 0) (11) 


El Para determinar la intersección del plano con el eje de cotas, en (1), proponemos 
x=y=0, entonces: 


tas => Z=1 
p qg t r 
Por lo tanto, la recta corta al eje z en el punto P (0; 0; r) l (IV) 


Por las expresiones (11), (III) y (TV), se verifica que los valores reales no nulos p, g yr 
representan la abscisa, la ordenada, y la cota al origen del plano, respectivamente. 


Ejemplo 29 Encontrar la ecuación segmentaria del plano zt : 3x + 6y —4z —12 = 0, indicar la intersec- 
ción con los ejes coordenados, y representar gráficamente, 
Solución 
Figura 2-47 T : 3x + 6y —4z —12 = 0 => 
=> N i 3x + 6y 4z = 12 => 


sg 2L 


PALO; 2; 0) a lo tanto, la ecuación segmentaria del plano es 


£ +3 =1, y el plano corta a los ejes coordena- 


Ea 
"a 


dos en los puntos P (4; 0; 0), P (0; 2; 0) y P.(0; 0; Y 
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Ejercicio 2-16 

Encontrar una ecuación implícita y, de ser posible, una ecuación segmentaria del plano en 

cada uno de los siguientes casos. 

a) Cuando pasa por el punto P,(0; 1; 2) y es perpendicular al vector, ¡=(2; —4; 0) 

b) Cuando pasa por el punto P,(3; —2; -4) y es perpendicular al vector, 1i=(5; —1; 3) 

c) Cuando contiene al eje de abscisas y es perpendicular al vector, 1 =(0; —3; 1) 

d) Cuando contiene al eje de ordenadas y es perpendicular al vector, A=(4; 0; —1) 

e) Si pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular al vector, 1 =(3; —1; 7) 

$)  Sipasa por el punto medio del segmento AB siendo A(2; 4; 5) y B(4; 6; 7) y es perpen- 
dicular a dicho segmento. 


Análisis de casos 


2.2.2.1. Planos paralelos a los planos coordenados 








AS liae de l forma a Co 4 ¿pia o 0 (C> 4 .0) 5 son n planos paralelos al plano 6 ly y. 
-P rpendiculares a los planos (2) F (o : E 






Ejemplo 30 Analizar la intersección con los ejes y los planos coordenados del plano y: z-3=0 
Solución 


Intersección con los ejes coordenados. 
El No existe intersección con los ejes x e y. 
Ya La intersección con el eje de cotas es el punto P(0; 0; 3) 
Intersección con los planos coordenados, 
3 Intersección con el plano (xy): 

Si un punto pertenece al plano (xy), se verifica que z=0 

Entonces 0 -3=0=-3=0, ¡Absurdo! 
Figura 2-48 Por lo tanto, el plano no intercepta al plano (xy) 

z EJ Intersección con el plano (xz): 
ZE y; 3) Si un punto pertenece al plano (xz), se verifica que y = 0 
r oT Entonces, 
y=0az-3=0> y=0az=3 > P(x;0;3)yxeR 


Pix; Q3) 


Intersección con el plano (yz): 

Si un punto pertenece al plano (yz), se verifica que x= 0 
Entonces, 
x=0A2-3=03x=0A2=3=>P(0; y;3) y ye R 
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Ejemplo 31 Analizar la intersección con los ejes y los planos coordenados del plano a: y -4=0. 


Solución 


Intersección con los ejes coordenados. 
H! No existe intersección con los ejes x y z. 
H La intersección con el eje de ordenadas es el punto P(0; 4; 0) 


Intersección con los planos coordenados. 
3 Intersección con el plano (xy): 
Si un punto pertenece al plano (xy), se verifica que z=0 
Figura 2-49 Entonces, z=04 y-4=032=0Ay=4=> 
P(x; 43 0) y xeR 


Intersección con el plano (xz): 

Si un punto pertenece al plano (xz), se verifica que 
y=0. 

Entonces, 0 -4=0 => -4=0, ¡Absurdo! 

Por lo tanto, el plano no intercepta al plano (xz) 


Intersección con el plano (yz): 
Si un punto pertenece al plano (yz), se verifica que 
x=0 


Entonces, i , 
x=01y-4=0=3x=0A y=4>P(0;42) 12€ R 





. perpendiculares a los planos (xy) y (42). = <. 
En particular, si D=0 tendremos la ecuació: 














Ejemplo 32 Analizar la intersección con los ejes y los planos coordenados del plano f: x —2 = 0. 





Solución 


Intersección con los ejes coordenados, 
z No existe intersección con los ejes y y z. 
¿3 La intersección con el eje de abscisas es el punto P(2; 0; 0). 
Intersección con los planos coordenados. 
3 Intersección con el plano (xy): 
Si un punto pertenece al plano (xy), se verifica que z = 0 
Entonces, z=04x-2=0=>z=0Ax=2=>P(2; y;0) y yeR 


E Intersección con el plano (xz): 
| Si un punto pertenece al plano (xz), se verifica que y =0 
| Entonces, y=04x-2=0=>y=0Ax=2=>P(23032)AzER 
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Figura 2-50 | 2 Intersección con el plano (yz): 

Si un punto pertenece al plano (yz), se veri- 
fica que x=0 

Entonces, 0 -2 = 0 => -2 =0, ¡Absurdo! 

Por lo tanto, el plano no intercepta al plano 
(yz) 







| ma 0 BR0yD% O representan A 
planos que son paralelos al eje z iaae, al Slane | ed pd 
m PaRa si DE -0 ad Teje ž está Tcihigo en el plano: 


Ejemplo 33 Analizar la intersección con los ejes y los planos coordenados del plano ô: x + y -4 = 0 


Solución 
Intersección con los ejes coordenados. 
ES No existe intersección con el eje z. 


Ex La intersección con el eje de abscisas es el punto P(4; 0; 0) 
ES La intersección con el eje de ordenadas es el punto Q(0; 4; 0) 


Intersección con los planos coordenados. 
23 Intersección con el plano (xy): 
Si un punto pertenece al plano (xy), se verifica que z=0 
Entonces, z=0bAx+y-4=0>z2=0A y =-x+4=>Plx;—x+4;0) y xeR 


Figura 2-51 El Intersección con el plano (xz): 
Si un punto pertenece al plano (xz), se verifica que y =0 
Entonces, 
y=0ax+y-4=0>y=0ax=4=>P(4:0;z2)AzZER 


Intersección con el plano (yz): 

Si un punto pertenece al plano (yz), se verifica que x= 0 
Entonces, 

x=0Ax+y-á=0=>3x=0A y=4=>P(0;437)AzER 


Advierta que el plano es paralelo al eje de cotas. 


1 
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Ejemplo 34 Analizar la intersección con los ejes y los planos coordenados del plano 4: x—y= 0. 


Solución 
Intersección con los ejes coordenados: origen de coordenadas P(0; 0; 0). 
Intersección con los planos coordenados. 
E: Intersección con el plano (xy): 
Si un punto pertenece al plano (xy), se verifica que z=0. 
Entonces, 2=04x-—y=0=>2z=0A y=x=> P(x;x;0) y xelR 


Es 


Figura 2-52 © Intersección con el plano (xz): 
Y Si un punto pertenece al plano (xz), se verifica que y = o 

Entonces, 
y=04x-y=0>y=0Ax=0=>P(0; 0; z3azeR (1) 
Intersección con el plano (yz): 

P(O; 0; 27) > Si un punto pertenece al plano (yz), se verifica que x = 0 
Entonces, 
x=0Ax—y=0=>x=0A y=0=>P(0; 0; zzazeR (D 


Observe que las expresiones (1) y (1D) describen los puntos 
pertenecientes al eje de cotas. 


Advierta que el eje de cotas está incluido en el plano. 


Ejemplo 35 Analizar la intersección con los ejes y los planos coordenados del plano ġ: x+Z-2=0. 


Solución 
- Intersección con los ejes coordenados. 
Figura 2-53 E No existe intersección con el eje y. 
El La intersección con el eje de abscisas es el punto 
P(O; y; 2) P,(25030) 
El La intersección con el eje de cotas es el punto 
P (0; 0; 2) 
Intersección con los planos coordenados. 
Œ Intersección con el plano (xy): 
Si un punto pertenece al plano (xy), se verifica que 
z=0 
F Entonces, z=0Ax+z-2=0=z=0Ax=2= 
P(2; y; 0) P3 yOyyeR ' 





Ejemplo 36 


Figura 2-54 


Ejemplo 37 
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k Intersección con el plano (xz): 

Si un punto pertenece al plano (xz), se verifica que y=0 

Entonces, y=0Ax+2-2=0=3 y=0A2=-=x4+2=>P(x30;-x+2) Ax ER 
¿2 Intersección con el plano (yz): 

Si un punto pertenece al plano (yz), se verifica que x= 0 

Entonces, x=0Ax+z-2=0=>x=04A2=2=>P(0; y; 2) y y elR 
Observemos que el plano se desarrolla paralelo al eje de ordenadas. 


Analizar la intersección con los ejes y los planos coordenados del plano p: x—z=0 


Solución 
Intersección con los ejes coordenados: origen de coordenadas P(0; 0; 0) 


Intersección con los planos coordenados. 
E- Intersección con el plano (xy): 
Si un punto pertenece al plano (xy), se verifica que z=0 
Entonces, z=0Ax—-z=0=>2z=011=0=>P(0; y;0) y yeR 
E Intersección con el plano (xz): 
Si un punto pertenece al plano (xz), se verifica que y =0. 
Entonces, y=0Ax—2=03y=0Ax=z=> 
P(x;0;x)y xeR 


Intersección con el plano (yz): 

Si un punto pertenece al plano(yz), se verifica que 

x=0 

Entonces, x=01x-2=0=>x=0Az=0=> 

P(0; y; 0) y y eRR (1D) 

Advierta que las expresiones (1) y (ID) describen a 
los puntos del eje de ordenadas. 

En la figura se observa que el eje de ordenadas está 
incluido en el plano. 


: ; -0, donde B40,CH0yD+ 
planos paralelos al ejex y perpendiculares al plano Ga n E 
En paricalas: si Ds = Oel de x.está incluido en el Plano: +. 


Analizar la intersección con los ejes y los planos coordenados del plano w: 2y+3z—6=0. 
Solución 

Intersección con los ejes coordenados. 

No existe intersección con el eje x. 

El La intersección con el eje de ordenadas es el punto P,(3; 0; 0) 

WE La intersección con el eje de cotas es el punto P, (0; 0; 2) 





102 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


Figura 2-55 Intersección con los planos coordenados. 

Intersección con el plano (xy): 
Si un punto pertenece al plano (xy), se veri- 
fica que z=0 
Entonces, 2=042y+32-6=0= 
z=0A y=3> P(x;3;0)yxeR 

¿5 Intersección con el plano (xz): 
Si un punto pertenece al plano (xz), se veri- 
fica que y =0 
Entonces, y=04 2y+3z-6=0=> 
y=0A2=2=>P(x;0;2)yxeR 

2 Intersección con el plano (yz): 
Si un punto pertenece al plano (yz), se veri- 
fica quex=0 


6-2 6- 
Entonces, x=012y+3z-6=0>x=0Az= z pfo AGA 2) yer 


Advierta que el plano es paralelo al eje de abscisas. 


Ejemplo 38 Analizar la intersección con los ejes y los planos coordenados del plano $: 2y -z = 0 


Solución 
Intersección con los ejes coordenados: origen de coordenadas P(0; 0; 0) 


Intersección con los planos coordenados. 
© Intersección con el plano (xy): 
Si un punto pertenece al plano (xy), se verifica que z=0 
Entonces, z=042y-z2=0=>z=0A y=0> P(x3030) y xeR (1) 


Figura 2-56 ¿3 Intersección con el plano (xz): E 
Si un punto pertenece al plano (xz), se verifica | 
que y=0 i 
Entonces, y=012y-2=0=> 
-y=0Az2=0=>P(x30;0)rxeR (1) 

H Intersección con el plano (yz): 

Si un punto pertenece al plano (yz), se verifica 
quex=0 
Entonces, x=012y-z=0=> 
x=01z=2y=>>P(0; y;2y) y yeR 


Las expresiones (I) y (II) nos muestran que los 
puntos del eje de abscisas son puntos del plano. 

En la figura se observa que el eje de abscisas 
está incluido en el plano. 
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2.2.3.3 Planos que pasan por el origen de coordenadas 


Caso... cal „Ecuaciones lineales de la forma Ax + By + Cz=0, donde al menos A, B o C es distinto de 
0 O representan planos que contienen al origen de coordenadas. 


Observemos que en la ecuación Ax + By + Cz = 0 hay una solución evidente que es 
aquella donde las variables valen cero, puesto que, sin efectuar ningún cálculo, se cumple 
que A -0+B-0+C-0=0, Esta solución se denomina solución trivial, 


Ejemplo 39 Analizar la intersección con los ejes y los planos coordenados del plano 1: x+ y —z=0, 


Solución 
Intersección con los ejes coordenados: origen de las coordenadas P(0; 0; 0) 


Intersección con los planos coordenados. 
$2 Intersección con el plano (xy): 
Si un punto pertenece al plano (xy), se verifica que z= 0 
Figura 2-57 Entonces, 2z=0Ax+y-2=0=>2=0Ay=-x= 
Plx3—x;0)yxeR 


3 Intersección con el plano (xz): 
Si un punto pertenece al plano (xz), se verifica 
que y=0 
Entonces, y=0Ax+y-z=0=>y=0A2=x=> 
P(x;0;x)yxeR 


Intersección con el plano (yz): 

Si un punto pertenece al plano (yz), se verifica 
que x=0 

Entonces, x=04x+y-2=0=3x=0AZ=y:=> 
P(0 yyy yeR 





Ejercicio 2-17 
Analizar la intersección con los ejes coordenados y los planos coordenados en cada uno de 
los siguientes casos. Representar gráficamente. 


a) z+4=0 g) 2y+4z=0 

b) x=2 h) 3x+32=0 

cd) y=5 i) —2x+6y=0 

d) 3x+6y-12=0 ) 2x+2y-2=0 

e) 2x+9y-18=0 k) 3x+6y+3z2-24=0 
f) y+4z-16=0 N 4x-4y+4z-20=0 


A A N NA S A A A A TC RR CE RR ARRABAL PERRA TARTA AT PURO ERICA 
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2.2.3 Ecuación del plano que pasa por tres puntos no alineados 


Figura 2-58 





Ejemplo 40 


Un axioma de la geometría euclideana es: por tres puntos no alineados pasa un, y sólo un, 
plano. 

Analicemos cómo obtener la ecuación implícita o general del plano 
pl: Ax+ By + Cz+ D=0 que pasa por los puntos P, (xy; yy 2,), P, (2,5 y,5 2,) Y PAX Y, 2,) 
no alineados. 


Observemos en la figura 2-58 que los vectores 
PP y PP, son paralelos al plano, pero no paralelos 
entre sí, por ser los puntos P,, P, y P, no alineados. En- 
tonces, efectuando el producto vectorial (BP x BP) 
se obtiene un vector normal del plano. 

Por otra parte, para todo punto P(x; y; 2) 
perteneciente al plano, se verifica que los vectores 
PPY (BP xPP ) son ortogonales y, en consecuen- * 
cia, su producto escalar debe anularse: 


AP (RE xBE)= 


Por lo tanto, 


la ecuación del plano, que pasa por los puntos P (x5 Xj 2) P. iij y; Zi). phis la 3 z Z, A E 





‚no alineados se: obtiene a partir de resolver el producto mixto pl: 22 P- (z7x P x P, P A 
` siendo q i 2) un punto generico perteneciente al plano. : 






Importante: Observemos que la igualdad P P. (EF PXPP PP )= 0, la cual permite encon- 
trar la ecuación del plano que pasa por tres puntos no alineados, no sólo nos informa que 
el vector AR xPP, es un vector normal del plano sino que, además, establece que los 


vectores PP, PP yBP, son coplanares. 


Encontrar una ecuación del plano que pasa por los puntos P,(1; 1; 1), P,(2; 3; 4), y 
P (5:26). Figura 2-59 
Solución PP, x PP 
Llamemos 7 al plano incógnita. 

La ecuación implícita del plano que 
pasa por los puntos P,, P, y P, se obtiene 
al resolver el producto mixto 


m: ZP EEXBE)=0 





2.2.4 


Figura 2-60 


áxb 
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Entonces, definimos las coordenadas de los vectores que intervienen en el producto 
mixto como 


BP =(x3 y;2)-(1:1:)=(x—1; y-1:2-1) 


PB =(2;34)-(1::)=(12;3) 


BP =(5;2;6)-(1,1,1)=(4,1,5) 


Y luego resolvemos el producto mixto, según lo enunciado en la sección 1.2.5,1. Fórmu- 
la del producto mixto entre vectores en función de sus coordenadas del capítulo 1. 
Así, 


£-1 yl z-1 
1 2 3 |=0 
4 1 5 


2 3 1 3 
T: i J73- J(7-1)+ 


Tx 1)- (Dr D+EDE-1)=0 
m: 7x+7y-7z-7=0 


Al dividir miembro a miembro entre 7, una ecuación implícita del plano es: x+y-z=0. 


Ecuación del plano que pasa por un punto y es paralelo 
a dos vectores no paralelos entre sí 


Analicemos cómo obtener la ecuación implícita del plano pl: Ax + By + Cz + D = 0 que 
pasa por el punto P,(x,; y; z,) y es paralelo a los vectores ¿=(a,; a,; a,) yb=(b,; b,; b,), 
siendo Z y b no paralelos, l 

Llamemos 77 al plano que se muestra en la figura 2-60. En 
este plano consideramos al punto P (x Yẹ Z) Y con origen en 
este punto a los vectores 4 y b no paralelos entre sí, 

Como los vectores 4 y b no son paralelos entre sí, pero 
son paralelos al plano x, su producto vectorial define un 
vector cuya dirección será perpendicular al plano xx que los 
contiene, es decir (4xb)_L pla. 

Por otra parte, para todo punto P(x; y; z) perteneciente 
al plano, se verifica que los vectores PBy(a xb) son perpen-. 


diculares, entonces debe anularse su producto escalar, así 
PB laxb)=0. 


Por lo tanto, 
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La ecuación del plano que pasa por él punto P (x; AA, y es paralelo alos vectores dy 
b, no paralelos entre sí se obtiene a partir de resolver el producto mixto BP. (ax b)= 0, 
siendo P(x y; z) un punto genérico perteneciente al plano, 






ERRATA O RR ERE CARTA TES PENN ERE SESION TESIS ES USAN E ER RAN ECO 


Importante: Observemos que la igualdad PP. (axb)=0, la cual permite encontrar la 
ecuación del plano que pasa por un punto y es paralelo a dos vectores (no paralelos entre 
sí), no sólo nos informa que el vector (a xb) es un vector normal del plano sino que, ade- 
más, establece que los vectores B/P, 4 y b son coplanares. 


Ejemplo 41 Encontrar la ecuación del plano que pasa por el punto P,(3; 7; 6) y es paralelo a los vec- 
tores ¿=(5; 2; 2) y b =(2;1;0). 


Solución 
Llamemos $ al plano incógnita que se muestra en la Figura 2-61 
figura 2-61. 

La ecuación implícita del plano $ que pasa por el 
punto P, y es paralelo a los vectores 4 y b se obtiene 
al resolver el producto mixto ĝ: BP. (axb)=0. (+) 

Según (*), necesitamos conocer las coordenadas 
de los vectores 


áxb 


PB=(x; y;2)-(3,7,6)=(x-3; y -7;2-6) 
ā=(5; 2; 2), y b =(2;1;0) 


Luego, resolvemos el producto mixto según lo enunciado en la sección 1.2.4.1. Fórmula 
del producto mixto entre vectores en función de sus coordenadas del capítulo 1. 


3 y? 2-6 


P 5 2 
2 i 


sh ga dal Naci 


1 0 2 0 2 1 
BP: (Mx) My 7) +12 6) =0 
B: -2x+4y+2-28=0 


O bien, multiplicando miembro a miembro por (-1), la ecuación del plano es: 





B: 2x-4y-z+28=0 
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2.2.5 Ecuaciones paramétrica vectorial y paramétrica cartesiana del plano 


La deducción de las ecuaciones del plano que analizaremos en este apartado se sustenta en 
los conceptos de combinación lineal, independencia lineal y dependencia lineal según lo 
tratado en la sección 1.1.10, Introducción a espacios vectoriales reales del capítulo 1. 


La ecuación perennes vectorial del plano que pasa por el punto P, (xj Y,5 2) y es 
paralelo a los vectores 4=(a,; a, 4, ) y b=(b,; b,; b,), siendo á y bno paralelos y 
distinto del vector nulo es 


pl (592= (ihiz )+ala:a ia) +Blhibib,) conaeRyfeR 





Analicemos cómo surge la ecuación paramétrica vectorial del plano. 

Si consideramos los vectores & y b con origen en el punto P,, podemos determinar 
gráficamente al plano que satisface el pasar por el punto y ser paralelo a los vectores, según 
muestra la figura 2-62. 

Por otra parte, si consideramos cualquier otro punto 
P(x y; z) del plano quedará definido el vector PP que es 
coplanar con los vectores 4 y b, entonces son tres vectores 
linealmente dependientes. 

En consecuencia, el vector PP puede expresarse como 
combinación lineal de los vectores 4 y b ; por lo tanto, existen 
acRyfeR tales que BB =a 4+ Bb (D 

Por definición BP =P- P,, donde P y D; son los vecto- 
res posición de los puntos P y py respectivamente. Entonces, 
reemplazando en (I) se tiene 


Figura 2-62 


p-p =aã+ Bb =>)P=p,+ 04+ Bb,conaeR y BeR (ID) 





Al reemplazar en (II), por las coordenadas de los vecto- 
res, se tiene la ecuación paramétrica vectorial del plano 


pl:(x; y3z)=(x,5y,32,)+0(0,0,0,)+B(b,5b,;b,),conaeRyfeR ' (M) 
¿La Tie paramétrica c cartesiana del plano que pasa por: el punto ALA syz z)Y yes: 
paralelo a los vectores d= las. a a, ») r b= (A bo Eo siendo a Y b Bo paralelos 
distintos del y vector nulo, es pi g 
ide x tas | | $ 
|: y= yy taa, +Bb, cono eR y BER. (EV) 
; E 2=2, +aa, HB, E 








Se deja al lector comprobar que la ecuación paramétrica cartesiana del plano se deduce 
a partir de la ecuación paramétrica vectorial del plano mediante la resolución de las opera- 
ciones entre vectores presentes en ella y aplicando el concepto de igualdad entre vectores. 
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Ejemplo 42 Encontrar una ecuación paramétrica vectorial y paramétrica cartesiana del plano que 
pasa por el punto P,(3; 4; 2) y es paralelo a los vectores 4=(1; 0; 0) yb=(0; 1; 0), 


Solución 
Llamamos y al plano que se desea determinar. 


Sabemos que P,(3;4;2) € pl y, A=(130,0)// ply yb =(031,0)// pl y 

Además, á y b son no paralelos. 

Entonces, aplicando la fórmula (ID), la ecuación paramétrica vectorial del plano es 
ya y; 2)=(3; 4 2)+a(1; 0; 0)+ B(0; 1; 0), conareR y BeR. (4) 

Luego, aplicando la fórmula (IV) o bien operando en (*) y aplicando igualdad de 
vectores, se obtiene la ecuación paramétrica cartesiana del plano como 


x=3+1.0+0-8 
y=4+0-0+1 B,conasR y6eR 
z=2+0-a+0-8 


x=3+0 
Obien,  y:3y=4+fB,conaeRyfBeR 
z=2 
Figura 2-63 

Observemos que la ecuación paramétrica car- 
tesiana del plano expresa que todos los puntos 
del plano tienen como valor de cota dos, en 
consecuencia, el plano es paralelo al plano 
coordenado (xy). Condición que también se 
verifica por ser paralelo a los versores 1 y j 
(ver figura 2-63). 





Ejercicio 2-18 
Obtener, de ser posible, una ecuación implícita, segmentaria, paramétrica vectorial y para- 
métrica cartesiana del plano que pasa por: 


a) Los puntos A(5; 0; 5), B(1; 5; 2), y C(5; 5; 5) 

b) Los puntos M(1; 2; 4), P(—1; 5; -3), y K(0; —5; 1) 

c) Los puntos R(3; 0; 0), S(0; 7; 0), y Q(0; 0; —4) 

d) El punto M(; 5; 6) y la abscisa y la orderiada al origen del plano pl : 6x + 12y+2z+24=0 
e) El punto P(1; 2; -4) y es paralelo a los vectores 4=(2; 1; 1) y b= (3; -1; 2) 

f) El punto A(2; 0; 4) y es paralelo a los vectores ¿=(2; 0; 1) y b=(0; 0; 2) 

g) El punto B(—1; 3; 2) y es paralelo a los vectores 4=(-3; 1; 1) y b=(4 1; 1) 
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2.2.6 Posiciones relativas de dos planos 
En este apartado analizaremos las posiciones relativas de dos planos, esto es, qué condi- 
ciones analíticas deben cumplirse para afirmar que dos planos son paralelos, coincidentes 
o perpendiculares. 
2.2.6.1 Planos paralelos 
Sean los planos: pl, >4Ax+By+Cz2+D=0 y pl —=>Ax+B'y+C'z+D'= 






_Los planos pl, Y pl, son paralelos si yä sólo. sis sus vectores s normales s son n paralelos, Y 


E En símbolos: ph, Io, > mlm a z T VEIRAT 


Figura 2-64 Entonces: pl, // pl, + m//n, < ExisteAeR:(A;B;C)=A(A' B'C') (1) 
La igualdad (1) equivale a: 


å- 5 L£ (siempre que los cocientes tengan sentido). 
A i e 





2.2.6.2 Planos coincidentes 


Sean los planos: pl :Ax+By+C2+D=0 y pl :Ax+B'y+C'2+D'= 






‘Dos planos coinciden si tienen un a punito. en común nyl los yectore ormales son...” 


. A C 
Puede demostrarse que, si los planos son paralelos, Tora A siempre que los 
cocientes tengan sentido, serán coincidentes si la proporcionalidad entre los coeficientes 
de las variables se extiende a los términos independientes, es decir: 


Aa ui e 
A B' a D 


Esto significa que las ecuaciones son múltiplos, es decir: 


Existe ¿e R tal queA(A'x+B'y4+C'2+D)=4-0 => Ax+By+C2+D=0 
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2.2.6.3 Planos perpendiculares 


Sean los planos: pl : Ax+By+Cz+D=0 y pl,:Ax+B'y+C'2+D'=0 


Figura 2-65 


Los planos pl, y pl, son perpendiculares si, y sólo si, sus h 
vectores normales son perpendiculares. 
En símbolos: p4 L ph S n Ln, 





Entonces: 


pL Lp, e mLa e nmn =0 4 AA'+BB'+CC'=0 





Ejemplo 43 1. Encontrar una ecuación implícita del plano paralelo al plano xr: 4x — 6y +12z+14=0 
que pasa por el punto M(2; 3; 1) 


Solución 
Queremos encontrar un plano f: Ax + By + Cz+ D=0 tal que pl //plr 
En consecuencia, el vector normal del plano $ es paralelo al vector normal del plano. 
Esto es, los vectores normales tienen coordenadas homólogas proporcionales. En- 
tonces podemos elegir como vector normal del plano £ al vector normal del plano x. 
Así, resulta f: 4x — 6y + 12z+ D=0 
Luego, si el punto M pertenece al plano f sus coordenadas verifican la ecuación del 
plano, así $: 4'2 — 6:3 + 12-1 + D=0 => D=-2 
Por lo tanto, la ecuación implícita del plano incógnita es 8: 4x — 6y + 122z- 2 = 0 


2. Analizar si los planos 0: 3x — y +2z+5=0 y T: 6x— 2y + 4z + 10 = 0 son 
coincidentes. 


Solución 
De inmediato se advierte que son coincidentes, ya que: 


2:(3x—y+22+5)=2-0> :6x-2y+4z+10=0 
3. Encontrar, si existe, el valor de kER para que el plano 71: 4x —6y + 122 + 14 = 0 sea 
perpendicular al plano y: 3x —2y + kz-13 =0. 


Solución 
Si los planos xx y y son perpendiculares, entonces el producto escalar entre los vectores 
normales de cada plano debe ser nulo, por lo tanto planteamos: 


A, 1,=0> (4 —6; 12):(3; -2; k)=0>4-3+(-6)-(-2)+12-k=0=>k=-2 


t 


Entonces, los planos serán perpendiculares si k = —2 
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2.2.6.4 intersección de planos 
Sean los planos: pl :Ax+By+Cz+D=0 y pl, :Ax+B'y+Cz+D=0 


Si dos planos son paralelos no coincidentes, no hay puntos en común. Entonces 
pl, mn pl, =0 (ver figura 2-65). 

Si dos planos son coincidentes, entonces pl, c pi, A pl, C pl, puesto que si son coin- 
cidentes describen el mismo conjunto de puntos del espacio RR. 

Ahora bien, cuando dos planos no son paralelos ni coincidentes, pueden o no ser per- 
pendiculares. En estos casos su intersección será una recta en RS, 

A continuación mostramos algunos ejemplos sencillos. 


Ejemplo 44 1. Encontrar la intersección entre el plano coordenado (xy) y el plano coordenado (yz). 


Solución 
Sabemos que la ecuación del plano coordenado (xy) es z = 0 y que la del plano coorde- 
nado (yz) es x=0. 

Figura 2-66 Encontrar la intersección de estos planos significa 
determinar qué puntos del espacio R?’ verifican ambas 
ecuaciones. Esto es, qué ternas (x; y; z) son solución del 
sistema de ecuaciones 

k 0 0 


x=0 
A partir de (1), se advierte inmediatamente que los 
puntos pertenecientes a ambos planos son de la forma 
P(0; y; 0), con yeR, y estos puntos pertenecen al eje de 
ordenadas. (Ver figura 2-66.) 
En consecuencia, 


p(xy) 0 pl(yz)=((0; ys0)eR? /yeR) 
2. Encontrar la intersección entre los planos a:x+y-4=0 y f:2=3. 


Solución 


Figura 2-67 Igual que en el ejemplo anterior, planteamos 


+y-4=0 =4- ER 
f 4 i È x con xeR 
Z= 


zZ=3 


ej plan plB=(x; 4-x; 3)eR* IxeR|. 
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En la próxima sección de este capítulo, se tratará cómo definir analíticamente las rectas en 
el espacio tridimensional. En particular, estudiaremos la forma en que se obtiene la ecua- 
ción de una recta en RR? al intersecar dos planos no paralelos o coincidentes. 








1. Encontrar la intersección entre los planos pl(xy):7=0,0:x+y-4=0,yP:x-—y=0. 
Solución uai 
Encontrar la intersección de estos planos significa determinar qué puntos del espacio R 
verifican las tres ecuaciones simultáneamente. Esto es, qué ternas (x;y;z) son solución 
del sistema de ecuaciones: 


Ejemplo 45 








z=0 2=0 (1) 
x+y-4=0 >3y=4-x (2) 
x=y=0 y=x (3) 






A partir de (2) y (3) se tiene que 4—x=x=>x=2. 
Entonces, los planos se intersecan en el punto P,(2; 2; 0). 





2. Encontrar la intersección entre los planos &: 2x—y=0,P:x—y=0, yd: 4x—y=0. 
Solución 







2x-y=0  |[y=2x (1) 
Planteamos x-y=0 =>4y=x (2) 


4x—y=0 y =4x (3) 







Por (1) y (2) se tiene que 2% = x => x = 0, entonces y = 0. 
Si x= y= 0 se verifica la ecuación (3). 
Entonces, la intersección de los planos son puntos de R° en los cuales x= y=0. 
En consecuencia, la intersección es el eje de cotas. 


anfpnò={(0; 0; z)eR’/zeR} 






3. Encontrar la intersección entre los planos pl(xy): z= 0, pl(xz): y =0, y 
Y: 2y+4z-8=0, 





Solución 






z=0 
Planteamos 4 y=0 => 2-0+4-0-8=0=>-8=0 ¡Absurdo! 
2y+4z-8=0 







Por lo tanto, no hay intersección. 





- Observe que, en los casos tratados, para calcular la intersección entre dos o más planos 
hemos empleado un sistema de ecuaciones lineales. Relacionemos el procedimiento al- 
gebraico con la solución geométrica: ¿Cómo es el sistema? ¿Cuál es el conjunto solución? 
¿Con qué coincide? 


Figura 2-68 





Rk 
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Los sistemas de ecuaciones resueltos en los ejemplos son sistemas de tres ecuaciones li- 
neales con tres incógnitas. Cada ecuación de estos sistemas es un plano. Buscar la solución 
implica determinar qué valor numérico, si existe, deben adoptar las incógnitas de modo 
que se satisfagan las ecuaciones presentes en el sistema. 

El lector recordará que un sistema de ecuaciones lineales puede tener: solución única, 
infinitas soluciones, y no tener solución. Trasladadas éstas al hecho geométrico, están re- 
presentadas en los ejemplos donde se exponen tres planos que se encuentran en un único 
punto (1), tres planos cuya intersección es una recta (2), y tres planos que no se intersecan 


(3). 


Ejercicio 2-19 
Encontrar el valor de las constantes h y k de modo tal que el plano pl: hx+kh+z+5=0: 


a) Pase por los puntos P,(1; 2; -4) y P,(-2; 3; 1). 

b) Sea perpendicular al vector ñ = (15; 30; 5). 

c) Sea paralelo al eje x y pase por el punto P (3; 2; —1). 

d) Sea paralelo al plano coordenado (xy). 

e) Sea paralelo al plano æ: 3x —5y +z -9 =0. 

f) Sea perpendicular a los planos Pf: -5x+y —z+3=0 y d:x+2y —-32+4=0, 


Ángulos diedros formados entre dos planos 


Sean las ecuaciones de dos planos pl, y pl, no paralelos ni coincidentes definidos por sus 
ecuaciones implícitas: 


pl > Ax+By+C24+D=0 y pl, >Ax+B'y+C'24+D'=0 
donde ñ, =(4;B;C)L pl, y ñ,=(45B':C)L pl, 


Bajo esta condición se forman dos ángulos diedros 
suplementarios 0, y 6,. (Ver figura 2-68.) 

Si consideramos los vectores normales de cada plano 
con origen común en el origen de coordenadas (ver figura 
2-68), las direcciones de estos vectores forman un ángulo 
9 congruente con el ángulo 6, determinado por los planos 
a partir de la recta de intersección r. 

Si el sentido de alguno de los vectores normales fuera 
contrario al que se muestra en la figura 2-68, el ángulo 
determinado por estos vectores coincidirá con el ángulo 
0, formado entre los planos a partir de la recta de inter- 
sección r. 


En consecuencia, para encontrar el ángulo entre los planos aplicamos la fórmula de cálculo 
del ángulo entre vectores según el teorema 6 de la sección 1.2.3.1. del capítulo 1: 


£(1,;%,)=(p1, pl,)=arccos omar E (1) 
ala 
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Ejemplo 46 





2.2.8 


Al reemplazar en (1) por las coordenadas de los vectores, se tiene 
£(pl,; pl,)=arccos O =arccos AA'+BB'+CC' 
i JEB AO JA +B? 4C? AR B+ c”? 


Si ð = 0, entonces 0, =s — Oy viceversa. 


u) 


Observación: 
Si a partir de (II) se obtiene que: 


i SiO =0 (o ), entonces los planos son paralelos. 


y Sid= S entonces los planos son perpendiculares, 


Encontrar los ángulos diedros formados por los planos 1: x-— y +z+14=0 y 
Y:3x+2y+22+1=0. 


Solución 
Para encontrar uno de los ángulos diedros que. determinan los planos calculamos el 
ángulo entre los vectores normales de cada plano. Entonces: 
ride 
e a). ATCCOS == E —= 5 6510 
Luego, si uno de los ángulos es 0, z 65? 10", el otro ángulo es su suplementario; por lo 
tanto, 6, = 180" — 65? 10' => 6, = 114? 50", 


alph ph )= rs) acos| EE 


Ejercicio 2-20 

Encontrar las medidas de los ángulos formados por los planos: 
a) arx+y+z-6=0 y $: z-4=0. 

b) Ó:3x+4y-5=0 y y:4y+3z=0- 

c) 7m:2x+y+22+4=0 y 0:x-2y-22+7=0. 





Distancia de un punto a un plano 
Sea el plano plc: Ax — By + Cz ~ D=0 y el punto P. (3 y 5 2,). 


La distancia del punto P e Yi 2) al - Hera 2-69 E 
plano x es la longitud del segmento EE nit 
A E MA Ps E 
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La distancia del punto P, (x,5 y,; z,) al plano pl 71: Ax— By + Cz — D = 0 está dada por la 
fórmula: 


_[ Ax +By, +C2, +D| 


aa p 





En la figura 2-70 consideramos un punto P, (x%,; yy; z,)€Epl vr, es decir: Ax, — By, + Cz + D= 
O, y con origen en este punto ubicamos al vector normal del plano ñ = (A; B; C), asumiendo 
uno de sus sentidos posibles. 
Figura 2-70 Si se considera como origen al punto P, y como extre- 
mo al punto P,, queda definido el vector P,P, de modo tal 
que si lo proyectamos ortogonalmente sobre la dirección 
del vector normal de la recta se obtendrá el punto Q, for- 
TS mándose los triángulos rectángulos P, MP QÊP y con- 
gruentes. 
En consecuencia, la distancia del punto P, al plano x 
está representada por la longitud del segmento PQ . 
Sin embargo, por construcción, la longitud del seg- 
mento PQ es igual a la longitud de la proyección escalar 
del vector BP sobre la dirección del vector normal del 


i zZ 


Qe- 











plano. 
y Entonces, 
x dist(P ; piz)=long EQ = [proy esc, BE (D 
En (1), por la fórmula de proyección escalar y según los datos, se tiene: 
pra, p AA JA Br) +0 ol, Pos + 2) +0 o +2 Go) 
el JAPE JA +B +C 
Donde 
D=-(Ax — By, + Cz,), (H) 


ya que R (%4; Yo; Z) € pL T, es decir: 
Ax + By, + Cz +D=0. 
Al reemplazar (III) en (II), se obtiene 
a |Ax, + By, + Cz, +D| 
NVA +R +C 


En el enunciado del teorema 6 se afirma que el punto es exterior a la recta, ya que si el 
punto pertenece al plano el caso es trivial pues la distancia vale cero. 


dist(B; pl xx) 
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Ejemplo 47 Encontrar la distancia del punto A(5; 3; 1) al plano pl f:2x—y—4z-5=0. 


Solución 
Al aplicar la fórmula del teorema 6, se tiene 


l2.5-1-3-4-1-5] bol 2v21 


RAR AA 





Ejercicio 2-21 
Encontrar en cada caso la distancia desde el punto hasta el plano indicado. 


a) A(7;3; 4), plano pl: 6x— 3y+2z- 13=0. 
b)  B(1;-2; 3), plano pl: 2x-— 3y+2z-14=0. 








2.2.9 Familia o haz de planos 


En el apartado 2.2.6.4. Intersección de planos, analizamos que dados dos planos no para- 
lelos ni coincidentes, tienen por intersección una recta en el espacio. 

Pero, ¿son los únicos dos planos que contienen a dicha recta? 

La respuesta es no, ya que por una recta pasan infinitos planos. 





A continuación estudiaremos cómo definir analíticamente una familia o haz de planos. 





Sean los planos pl a: Ax+ By+C2+D=0 y pl BP: Ax+B'y+C'z2+ D'=0 concurrentes en 
una recta r, y sean los números reales k y h no nulos simultáneamente. 
La familia o haz de planos que pasan por la recta r se representa mediante la ecuación 
H:k(Ax+By+Cz+D)+h(A'x+B'y+C'z+D')=0. 





AAA 






Consideremos la ecuación H:k(Ax+By+Cz+ D)+h(A'x+B'y+C'2+ D')=0 0 
Comprobaremos que para valores reales arbitrarios de k y h no nulos simultáneamen- 
te, la ecuación (1) representa a la familia de planos que pasan por la recta r. 
Entonces, 
a) Sien la ecuación (Í) reemplazamos k y h por valores reales arbitrarios, tendremos una... 
- ecuación lineal en, a lo sumo, tres variables: x, y, z; por lo tanto, geométricamente es 
un plano 
H:kA+ HA )x+(UB+ HB") y +(KC+1HC")2+(kD+HD')=0. 


B Cc D 


Ejemplo 48 
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b) Si consideramos dos puntos Po(xu Y Y) y P.(X5 y,5 y) que pertenecen a la recta r 
como intersección de los planos dados como dato y reemplazamos en (1), se tiene 
H:k(Ax, + By, +Cz, +D)+h(A'x,+B' y, +C'z,+D')=0, (11) 
H:k(Ax, + By, +Cz, +D)+MA'x, +B'y,+C'2,+D)=0, (1) 
Y en (ID) y (IH) sucede que: 
(Ax, + By, +Cz, +D)=0 
(Ax, +B y, +Cz,+D)=0 
(Ax, + By, +C2, +D)=0 
(Ax, +B'y +C'z,+D')=0 
Ya que la recta r es la intersección de los dos planos, todo punto de esta recta pertenece a 
los planos a y $. 


Por lo tanto, a partir de lo establecido en (a) y (b), para valores reales arbitrarios de k 
y h se tiene que la ecuación (I) representa un plano que pasa por la recta r. 


En particular: 


Si k=0 yh #0, se obtiene la ecuación del plano £. 
Si k #0 y h=0, se obtiene la ecuación del plano a. 


En general, no interesan los planos que definen el haz de planos sino la posibilidad de en- 
contrar la ecuación de otros planos que pasan por la recta intersección de los planos dato. 
De manera que se suele trabajar con la ecuación reducida del haz de planos obtenida, 
por ejemplo, por considerar en (I) que k #0. 
Entonces: 


En (I) dividimos miembro a miembro por k (k # 0): 
H:(Ax+By+ C+ D)+Ž(A'x+B'y+C'z+ D')=0 
Si establecemos A = > la ecuación reducida del haz de planos es: 
H:(Ax+ By+C2+D)+4(4'x+B'y4+C'2+D')=0con4eR (V) 


En (IV) observemos que si À = 0 obtenemos la ecuación del plano q, pero no es posible 
asignar un valor al parámetro Á para definir la ecuación del plano $. Por ese motivo la ecua- 
ción (IV) se llama haz de planos reducido: hay un plano que no puede definirse a partir 
del mismo. Pero como ese plano es conocido, ya que es uno de los datos del problema, la 
ecuación (IV) es aplicable sin restricciones. 


1. Encontrar una ecuación del plano que pasa por el punto M(2; 3; 4) y pertenece al haz 
de planos que definen los planos pl P:x+y-4=0y pl a:z-3=0. 
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Solución 
El plano pedido pertenece al haz de planos reducido H:(x+y-—4)+4(2-3)=0. 
Al resolver, los planos del haz muestran la forma 


Hix+y+4z+(4-34)=0c0n4eR (*) 
Luego, si el punto M(2;3;4) pertenece a un plano del haz, entonces sus coordenadas 
verifican la ecuación (*), H:2+3+4-4+(-4-34)= 
De la cual: 4 = -1. 
Así, resulta que el plano buscado es: 
pl: x+y-z+[-4-3-(1)]=0 











plix+ y-z-1=0. 
2. Encontrar la ecuación del plano paralelo al plano coordenado (xy) que pertenece al 
haz de planos que definen pló:2x+6y+42+3=0y pl 7:x+3y-32-5=0. 








Solución 
El plano pedido pertenece al haz de planos reducido: 


H:0x+6y+42+3)+Mx+3y-32-5)=0 
Al resolver, los planos del haz muestran la forma: 
H:(2+ Mx+(6+34)y+(4-34)2 +(3-54)=0, conde R (*) 


Luego, si el plano que buscamos es paralelo al plano coordenado (xy), su 
ecuación debe tener la forma Cz + D = 0, con C =+ 0. Así, en (*) debe suceder que 
2+4=0 A6+34=0, 

Estas igualdades se anulan cuando Å = -2. 
Por lo tanto, un plano que cumple lo pedido es pl: 10z+ 13 =0 








Ejercicio 2-22 
Calcular, si existen, una ecuación del o de los planos que pertenecen al haz generado por 
los planos €: 4x — y + 3z -2 =0 y ġ: -2x + 3y — z +1 = 0 tal que: 


a) Contenga(n) al punto P,(1;-2;-3). 

b) Su cota al origen sea 4. 

c) Sea(n) perpendicular(es) al plano de ecuación y:2x-3y+z-2=0, 
d) Sea(n) paralelo(s) al plano de ecuación p:x+3y-22+5=0. 

e) Pase(n) por el origen de coordenadas. 

f) Sea(n) paralelo(s) al eje z sin incluirlo. 

2) Incluya(n) al eje x. 





Ejercicio 2-23 
Resolver la situación problemática 1. 





Ejercicio 2-24 
Resolver la situación problemática 2. 
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Autoevaluación 


Capítulo 2, Rectas y planos, sección 2, Planos en R°. 


Ejercicio 2-25 
Encontrar la ecuación del plano: 


a) Paralelo al plano (xz) situado 4 unidades a su izquierda, 

b) Paralelo al plano (xy) situado 3 unidades por encima. 

c) Paralelo al plano (yz) que pasa por un punto del eje x situado a 4 unidades del origen de coordena- 
das. 

d) Perpendicular al eje y y que pasa por el origen de coordenadas. 

e) Perpendicular al eje z y que dista 2 unidades del origen de coordenadas. 
















Ejercicio 2-26 
a) Definir la ecuación de todos los planos que pasan por el punto P, (3; —1; 1). 
b) Definir la ecuación de todos los planos que son perpendiculares al vector 1=(2;1:4).. r 








Ejercicio 2-27 ENIE EE i pi 
Determinar los ángulos diedros formados por la intersección de los planos A day ye zi 
'pl:x+v2y-z+3= 50. ai 














Ejercicio 2-28 


Calcular la distancia desde el punto de neón de los a a :2x 
al plano que pasa por los puntos AL E 1), B(1; 0; 1), Y clas T E 





Ejercicio 2-29 
Encontrar una ecuación del plano que i ; i 
a). Corta alos ejes coordenados en los puntos P,(3;0; 0), P,(0; 4; 0) y?, (os 0 yo E 
b) Tiene únicamente intersección con los ejes y yz zen los puntos P (0; 2 0). Ya P (0; o; D Do ERS 
c) Sólo corta al eje x en el punto P, (5; 0; 0). 










Ejercicio 2-30 


Encontrar las ecuaciones de los planos paralelos al plano w: 31 — 2 t 62- p =0 y que distan 5 unidades E 
del origen. 





Ejercicio 2-31 


Encontrar una ecuación del plano que pasa por los puntos P K l; 3; dy y P (4; 0; o) y Y o un ángulo de ! E 
30* con el plano 1:x+y+z=1=0. ` acep 
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Ejercicio 2-32 















cada caso. 





4) . La intersección es el eje de abscisas. 

b) La intersección es el eje de ordenadas. :: - 
c) La intersección es el eje de cotas. n a 
d) La intersección es una recta paralela al plano coid j 6) 
e) La intersección es una recta paralela al plano coordenado (2). 
f) La intersección es una recta paralela al pio coordenado (2). 
g) No hay intersección. 













Ejercicio 2-34 
Resolver teniendo en cuenta la ages s 








ces $, Py Q. 
c) Calcular la Pie de la altura de 
de el vértice Q. ` 





Rectas en R? 


2.3.1 Ingeniería y rectas en el espacio 
SITUACIÓN INICIAL 1: 


En el plano, un par de rectas tiene tres alternativas posibles en lo que se refiere a su posición 
relativa, Es decir, las rectas pueden ser concurrentes (que se cortan en un punto); paralelas 
(no tienen ningún punto común), o coincidentes (los puntos de una recta coinciden con 
los de la otra; se trata en definitiva de la misma recta). 

En el espacio, existe una cuarta posibilidad; que las rectas sean alabeadas. 


Figura 2-72 





Figura 2-73 
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¿Qué significado tiene que dos rectas sean alabeadas? De nuevo, en la vida diaria siem- 
pre nos encontramos con ejemplos de rectas alabeadas, sólo que tal vez no sabemos que 
lo son. Por ejemplo, imaginemos que conducimos por una autopista recta. Una autopista 
tiene la particularidad de que ningún cruce transversal se produce a nivel, de lo contrario, 
dejaría de ser autopista (los especialistas en vías de comunicación las denominarían en 
tal caso autovías). Si conducimos por una autopista, podremos observar que todos los 
cruces transversales se realizan en diferentes niveles, dejando una altura mínima sobre 
la autopista que se llama “gálibo”. El gálibo está determinado por 
la Dirección Nacional de Vialidad para permitir el paso de ciertos 
vehículos típicos con altura estándar prefijada. 

Puede observarse que esos cruces transversales son también 
rectas, que no tienen ningún punto de contacto con la recta que 
materializa la autopista, pero con una dirección diferente (en el 
caso que nos ocupa, suelen ser direcciones perpendiculares). La au- 
topista y los cruces transversales son ejemplos de rectas alabeadas. 

Investigar las medidas de gálibo que determina la Dirección 
Nacional de Vialidad para permitir el paso de los vehículos de dise- 
ño por las carreteras. 


SITUACIÓN INICIAL 2: 


Posiblemente hayamos escuchado hablar alguna vez acerca de los elevadores de granos. 
A lo largo de la margen derecha del Paraná, en la costa de la Provincia de Santa Fe y de la 
de Buenos Aires, se suceden estas plantas de almacenamiento de granos y subproductos 
agrícolas destinados a la exportación. 

En la figura se observa un detalle esquemático 
y elemental de una de estas construcciones, Pode- 
mos imaginar que en la parte delantera del dibujo 
se encuentran las instalaciones donde los camiones 
y vagones ferroviarios vuelcan el grano, el cual es 
elevado mediante una banda transportadora hasta 
los silos verticales ubicados en la parte posterior. 
En dichos silos se almacena el grano en espera del 
arribo de los buques que los van a transportar a su 
destino. 

Suponga que el cereal que se está elevando es 
maíz, el cual tiene un ángulo de talud natural de 
23", ¿Qué interpretación se le puede dar a este va- 
lor? Si la banda con la cual se efectúa el transporte 
subtiende un ángulo mayor de 23" con la horizon- 
tal, se dan las condiciones para que el grano comience a rodar en sentido opuesto al cual se 
pretende movilizarlo. 

Con las medidas de la figura.2-73, ¿puede calcularse la pendiente de la recta que mate- 
rializa la banda transportadora? ¿Y el ángulo que ésta subtiende con la superficie del terre- 
no? ¿Es posible transportar el maíz con esta banda sin que los granos rueden hacia atrás? 
¿Cuánto se puede acortar la cinta hasta alcanzar ese ángulo de equilibrio, manteniendo 
constante la altura de los silos? 
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Tenga en cuenta el sistema de referencia local que es consistente con las dimensiones 
que aparecen en la figura 2-73 y obtenga, con respecto al mismo, la ecuación de la recta 
que materializa la banda. 


Introducción >- 

En esta sección del capítulo 2 estudiaremos las ecuaciones de 
las rectas en el espacio. Al recorrer la presente sección, encon- 
traremos analogías con la recta en el plano y con el estudio de 
planos. Sin embargo, existen diferencias que modifican sus- 
tancialmente los procesos analíticos que nos permiten estu- 
diar situaciones geométricas. Recomendamos al lector anotar 
las analogías y las diferencias para construir correctamente 
los conceptos que trataremos en este apartado. En función de 
ello, un consejo oportuno es observar el mundo que nos ro- 
dea. Por ejemplo, si observamos una habitación advertiremos 
la presencia de una recta en el cruce de dos paredes y si pen- 
samos en una recta en el espacio, como el eje de rotación de la 
hélice de un helicóptero, ¿cuántas direcciones ortogonales al 
eje de la hélice existen? Seguramente coincidirá con nosotros 
en afirmar que existen infinitas direcciones ortogonales. 


Figura 2-74 


Esperamos que al finalizar la lectura comprensiva y activa de 
la presente sección, usted pueda: 





Obtener las ecuaciones vectoriales y cartesianas de rectas 


en el espacio. 





Z Investigar la posición relativa entre una recta y un plano. 
Describir los planos proyectantes de una recta en el espacio. 





3 Identificar rectas coplanares y alabeadas. 
Investigar la posición relativa de rectas en el espacio. 





ii Resolver problemas de distancias y ángulos entre rectas coplanares. 


2.3.2 Ecuación de la recta que pasa por un punto y es paralela a un vector 


Cuando analizamos la ecuación de la recta en el plano, en la sección 2.1.1 de este capítulo, 
comprobamos que conocer un punto de una recta y un vector director de la misma son da- 
tos suficientes para definir de manera única la ecuación de la recta en el plano. Este hecho 
se extiende al espacio tridimensional y, por lo tanto, en él se definen las ecuaciones para- 
métrica vectorial, paramétrica cartesiana, y simétrica de la recta en R?, pero no es posible, 
en Rê, definir la recta en forma implícita o explícita. 


2.3.2,1 Ecuación paramétrica vectorial de la recta en R* 


Deseamos encontrar la ecuación paramétrica vectorial de la recta que pasa por el punto 
P È% Ya Z) y eS paralela al vector d =(d,; d,; d,), distinto del vector nulo. 





Ejemplo 49 
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Entonces, abserremos en la figura 2-76 que, si consideramos 
un punto P(x; y; z) genérico como representante de cualquier 
otro punto de la recta r, quedará determinado el vector P,P, el 
cual resulta ser paralelo al vector d. En consecuencia, 


Y eR:BP=/¿ (1) 


Por otra parte, sabemos que P P =P — P, , (II), siendo P y P 
los vectores posición de los puntos P y P,, respectivamente. 

_Entonces, reemplazando (II) en (D), se tiene P-P =d = 
P=P,+Adcon4eR 

Por lo tanto, según los datos, la ecuación paramétrica vec- 
torial de la recta es: 


ria ysz)=(%,5 Y,32,)-A(d,5d,;d,)con4eR 





Recordemos que al vector d, cuya dirección es paralela a la recta, se le denomina vec- 
tor director de la recta, y no es único; cualquier múltiplo escalar de un vector director es 
también vector director de la recta. 


Encontrar una ecuación paramétrica vectorial de la recta que pasa por el punto P (1; 2; 
3) y es paralela al vector d =(0;1;1). 


Solución 





Al aplicar la definición de la ecuación paramétrica vectorial 
de la recta, resulta: 


r6 y z)=(L 2; 3)+4(0; 1; 1),con4eR 


La figura 2-78 muestra la representación gráfica de la 
recta. Para trazarla se consideró el punto P, de la recta que 


se define cuando À = —2 
y z=% 23 IEN E Dd y a= 0) 


Además, observemos que resulta paralela al vector 
director. 
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2.3.2.2 Ecuación paramétrica cartesiana de la recta en R? 


. Ejemplo 50 


Figura 2-78 





2d 


Si en la ecuación paramétrica vectorial de la recta en R’ resolvemos las operaciones y apli- 
camos el concepto de igualdad de vectores, obtenemos la ecuación paramétrica cartesiana 
de la recta en R’. 


Ys ecuación paramétrica cartesiana de la recta qùe pasa por dl punto P dx, . oA S a sy 
patea al vector d=(d,; psd J; distinto del vector nulo, es : a a SN 








Encontrar la ecuación paramétrica cartesiana de la recta que pasa por el punto 
P (1; 2; 3) y es paralela al vector d=(0; 1; 1 


Solución 
Al aplicar la definición de la ecuación paramétrica cartesiana se obtiene: 
x=] 
r:3y=2+4,con4eR 
z=3+4 


Observemos que los puntos pertenecientes a 


la recta son P(1; 2 +4; 3 +4), con Å e R; a partir de lo 
cual se deduce que todos los puntos de la recta tienen 
el mismo valor de abscisa, x= 1, y por lo tanto, la recta 
está incluida en el plano de la ecuación t: x — 1 = 0, 
siendo entonces paralela al plano coordenado (yz). 


Recta paralela a un plano coordenado 
x=x, +Ad, 
Observemos que el vector director de la recta r:$ y= y, +4d, ,coná e R, es d=(d,; d,; 0), 
Z=% 
donde d, #0 y d, # 0, es un vector paralelo al plano coordenado (y); por lo tanto, la recta 
es paralela al plano coordenado (xy). 
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Entonces: 







Ls a e . x=x,+Ad, pn ; s2 
las rectas de la forma r:4 y= y, +Ad, coná €R, siendo'd, #0 y d, #0; son paralelas 


E 3 z= % 





- al plano coordenado (xy). 


x=14+4 
Ejemplo 51 r:3y=14+4,con4eR 
z=3 


Esta recta pasa por el punto PL; 1; 3) 
y su vector director es d =(1;1;0), que es 
paralelo al plano coordenado (xy); por lo 
tanto, la recta es paralela al plano coorde- 
nado (xy). También podemos afirmar que 
es paralela al plano coordenado (xy) por 
estar incluida en el plano de la ecuación 
0:2-3=0, 
De manera gráfica (ver figura 2-79). 





En forma análoga: 


x=1 
Ejemplo 52 1. Larecta r:3y=1+4 condeR, es paralela al plano coordenado (yz). 
z=1+4+24 


(Ver figura 2-80.) 
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x=1+4 
2. Larectar:3y=2 conde, es paralela al plano coordenado (xz). 
z=1-4 
(Ver figura 2-81.) 


Figura 2-80 Figura 2-81 


Z 





2.3.2.2.2 Recta paralela a un eje coordenado 


x=X, 

Observemos que la recta 7:3Y= Y, con4eR tiene como vector director al vector 
2=2,+Ad, 

d=(050; d,), siendo d, + 0, cuya dirección es paralela al eje z; por lo tanto, la recta es pa- 

ralela al eje z. 


Entonces: 


x=2 


Ejemplo 53 r:qy=3con4eR 
z=À 
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Observemos que uno de los puntos de la recta es el 
punto P,(2; 3; 0) y su vector director es d=(0; 0; D, 
paralelo al eje z; por lo tanto, la recta es paralela al 
eje de cotas. Es posible suponer a esta recta como 
resultante de intersecar dos planos cuyas ecuacio- 
nes son &: x=2 y P: y =3. 


Figura 2-82 









De modo gráfico (ver figura 2-82). 


A iS 


le pu ae m m NG e aee me mee aee men mt 


Ejemplo 54 
Figura 2-83 x=2 
Ll. Larecta r:<y=3+4con4eR, es paralela al eje y. 


22 


- 
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Figura 2.84 





2.3.2.3 


Ejemplo 55 


x=1+4 
2. Larecta r:iy=3  cond4eR, es paralela al 
z=2 
eje x, 


a 
I 
4 
1 
t 
t 
t 
r 
t 
r 


Ecuaciones simétricas de la recta en R? 


Si el vector director d = (d; d,; d,) de una recta no es paralelo a los planos coordenados 
o a los ejes coordenados, es decir, si d, # 0, d, + 0 y d, + 0, entonces pueden definirse las 
ecuaciones simétricas de la recta en R°. 
Así: 
x=x,+4d, 
Partimos de la ecuación paramétrica cartesiana de la recta 1:39 Y= Y, + Ad, condeR, 
2=Z, +Ad, 


q= 1% 


x—% I=, 
e T 
2 3 


donde d, + 0, d, + 0 y d, +0, y tenemos que 4= a 
1 








Por lozano, A A 
d, d, d, 


Esta serie de igualdades se denomina ecuaciones simétricas de la recta, 


x=1 
¿Existen las ecuaciones simétricas de la recta r:3y=2+4c0n4ER? 
2=3+1 
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No es posible definir las ecuaciones simétricas de la recta enunciada, ya que el 
vector director de la recta d =(0;1; 1) es paralelo al plano coordenado (yz). 


2. Encontrar las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por el punto P,(2; 0; -2) y 
es paralela a la dirección del vector d =(-2; 3; 1). 


Solución o 
Dado que ninguna de las coordenadas del vector director es nula la recta no es paralela EE 
a los planos coordenados ni a los ejes coordenados , entonces las ecuaciones simétricas 


de la recta son 7 


¿Cómo son las coordenadas de los puntos que pertenecen a esta recta? 
Para definir las coordenadas de los puntos de la recta a partir de la forma simétrica 
podemos, por ejemplo, expresar las variables x y z en función de la variable y: 


x-2_Y 
—2 
Z+2 


1 
Por lo tanto, los puntos que pertenecen a la recta son 


242 y; 2-2) con AER (1) 


A. partir de (1), cada vez que asignamos un valor real a la ordenada y obtenemos 
puntos de la recta. Por ejemplo: 


Si y =0, entonces P,(2; 0; -2) (en este caso obtenemos el punto que era dato). 
Si y = 3, entonces P,(0; 3; —1) 


Si y =-—1, entonces (5 |; -7) 





Ejercicio 2-35 l 
Encontrar una ecuación paramétrica vectorial, paramétrica cartesiana y, si existen, las 
ecuaciones simétricas de la recta en cada uno de los siguientes casos. Investigar qué rectas 
resultan ser paralelas o perpendiculares a los ejes y a los planos coordenados, en estos casos 
realizar la representación gráfica. 


a) Al-i 3; Der, y d=(23; 23 -—1)//r f) F(2;0;-3)er, y d=(0; 0; 1)//r 
b) B0; -3;4)er, y å=(0; 2 3)//r 2 G(7;6;6)er, y d=(0; -5; 0)/ /r 
e) CW; -3er y d=(0, 5 2)//r h) P02; 3er, y P.= (51 2er 

d) D(3;0;1)er, y d=(2; 1: 0)//r i) P(=L0;4)er, y P.=(1 0; 2)er 


© EG- Der y d=(560D/Ir $ B(5l8)er,y B=(2:8; Der 





120 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


2.3.3 Recta definida como intersección de dos planos no paralelos 


En la sección 2.2.9. Familia o haz de planos, analizamos que dos planos no paralelos o 

coincidentes tienen como intersección una recta. ; 
Recordemos que un haz de planos es la familia de planos que pasan por una recta. Este 

hecho justifica que si se conocen dos planos del haz, entonces queda definida una única ` 


recta. 


Por ejemplo, observemos en la figura 2-85 que los planos a: y —3 = 0 y f: x —2 = 0 se 


Ejemplo 56 
intersecan formando una recta r. 


: ' En consecuencia, la recta r queda definida como 
Figura 2-85 la intersección de estos planos mediante el sistema 
x-2=0 
y-3=0 
A partir de este sistema de ecuaciones podemos 


afirmar que los puntos de la recta son de la forma 
P(2;3;2)conze R 


de ecuaciones r: | 


Ejemplo 57 
e está formado 


. y ; s x 
Figura 2-86 El sistema de ecuaciones lineales rd 


por las ecuaciones de dos planos, &: x — y = 0 y f: z — 3 = 0, que 
no son paralelos; por lo tanto, su intersección es una recta cuyos 
puntos tienen la forma P(x; x; 3), con xe R. 





Los ejemplos precedentes muestran un concepto que es importante recordar: 
En el espacio tridimensional, para determinar geométricamente una curva y esto in- 
cluye a las rectas es necesario intersecar dos superficies; y analiticamente una curva queda 
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definida como la totalidad de puntos, y solamente de tales puntos, cuyas coordenadas 
satisfacen simultáneamente dos ecuaciones. 
En consecuencia: 


la cual 





- Es oportuno preguntarse cómo hallar un punto y un vector director de la recta, si lo 
mismo está definido como intersección de dos planos. 


Analicemos cómo determinar un vector director de una recta en el espacio R°. 


En la figura 2-87(a) observamos que 
Figura 2-87 (a) 


PL O pl, =r 
A L ph, A rapl = lr (T1) 
Figura 2-87(b) n de pl, A TE pl, => mL f 0119) 


A partir de (II) y (HI), y por la definición de producto 
vectorial, se tiene que (m xi, )/ ir (figura 2-87(b)). 

Entonces, un vector director de la recta r que resulta 
de intersecar los planos dados en (1) es el vector obte- 
nido como resultado del producto vectorial entre los 
vectores normales de los planos. 


(x7 )=d r 





e. ( 


j k 
Es decir, d=%xM=|A B C 
A SE 

Analicemos cómo obtener un punto de una recta en el espacio R? 


Obtendremos las coordenadas de, al menos, un punto que pertenezca a la recta r si 
asignamos. un valor numérico a una de las variables presentes en el sistema de ecuaciones 
(I) que define la recta r, Esta acción transformará el sistema inicial en otro con, a lo sumo, 
dos variables y que al resolverlo permitirá definir las coordenadas de un punto de la recta, 


Por ejemplo, si asignamos z = k (k e R) en (I) tendremos: 


Ax + By =-Ck- D 


By+Ck+D= Ax+By= 
l Ax + By +Ck 0 ne y =m (v) 
A'x+B'y+C'k+D'=0 |A'x+B'y=-C'k-D' |A'x+B'y=n 
a pu 


neR 


Al resolver (TV) se tendrán las coordenadas x e y del punto cuya cota vale k. 
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Ejemplo 58 Determinar un vector director de la recta y un punto que pertenezca a la recta, siendo su 
2x+2y+2+14=0 


4x-y+32=0 


ecuación ri 


Solución a 
Los vectores normales de los planos no paralelos que definen la recta son %,=(2; 2; 1) y | 
1, =(4; —1; 3). Entonces, un vector director de la recta es: 


T jk 
d=ñxmĪm=2 2 1j=(7;-2; -10) 
4 -1 3 


Para obtener al menos un punto que pertenezca a la recta podemos considerar, por 
ejemplo, que z = 0. Entonces, reemplazando en la ecuación de la recta: 


2x+2y+0+14=0  |2x+2y=-14 j 
f: = (*) 
4x—y+3-0=0 4x—y=0 


7 3 
Al resolver el sistema de ecuaciones (*), resulta que x= “i y= -5 


Por lo tanto, un punto que pertenece a la recta es R 2, se 5, ; o) 


Observemos que, habiendo encontrado un vector director de la recta y un punto de 
la misma, es posible escribir las ecuaciones paramétrica vectorial, paramétrica cartesiana 
y, si existe, la forma simétrica de la recta. En este ejemplo, se tiene que: 

Una ecuación paramétrica vectorial es: 


Fs Y ¿j= (2-2 -7 >, oJ+a(7 2; 10) con AER 


ERAT 
5 


La ecuación paramétrica cartesiana es r: pa 28 24c AER 


=-104 


pro 3 
Las ecuaciones simétricas son r: En = A = pera 





Ejercicio 2-36 
Escribir u una ecuación paramétrica vectorial, paramétrica cartesiana y, si existen, las ecua- -- 
ciones simétricas de las rectas siguientes. 


x+y=2 
a) 33 —2y+243=0 b) on: xry 
` [-4x~2y+3z+1=0 i 
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x+y-3=0 D 2y-z=0 
ns f: 
o 5 l2x-3z-4=0 “l3x+y=0 
al. y 42 y 
r. imez m 3 24+2=0 $ =03+= 
e) f 3 > f) 7, :2x+3=0 A ž 





2.3.4 Posiciones relativas de rectas y planos 


2.3.4.1 


Figura 2-88 









Ejemplo 59 





En este apartado analizaremos cuáles son las condiciones analíticas que deben cumplirse 
para que una recta sea paralela a un plano o siendo paralela esté incluida, o cuando sólo 
tienen un punto de encuentro, si son perpendiculares, 


Intersección entre recta y plano 


Sean la recta r: (x; y; 2)=(x,5 y y5 2) +4(d,; d,; d,) con AeR, y el plano 
0: Ax+ By+ C2+D=0. 

Si la recta r es incidente al plano a, existe un punto de encuentro que llamamos, por 
ejemplo, P,. Es decir, ri pla=R. 

Para determinar la intersección entre una recta y un plano, un proceso algebraico 
posible es resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 


x=x, + Ad, (1) 
y=y,+Ad, (2) 
z=Z,+4d, (3) 


Ax+By+Cz4+D=0 (4) 


Por reemplazo de las ecuaciones (1), (2) y (3) en la ecuación (4), este sistema se reduce 
a una ecuación lineal en variable A: 


A(x, +4d,)+B(y, +4d,)+C(z, +4d,)+D=0. (D 


Observar que la ecuación (I) es una ecuación lineal en variable A, lo cual presenta tres 
casos de conjunto solución: 


1. Que la ecuación tenga una única solución. Esto es, existe un único valor real 
para A que verifica la ecuación (I), por lo tanto, geométricamente, la recta y el 
plano tienen un único punto en común: P,. Las coordenadas de este punto se 
obtienen al reemplazar el valor de À en la ecuación de la recta. 


q — 
ni y el plano a:2x+3y-z+11=0 
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Figura 2-89 





Ejemplo 60 


Solución 
Efectuamos el pasaje de la forma simétrica a la forma paramétrica cartesiana de la recta 


x=-2+34 
y=-¿d AER (1) 
z=4+24 


Luego, si existe al menos un punto P, tal que pertenece a la recta r y al plano Q,, se 
x=-2+34 


verifica que p> 2 22+31)+3-4)-(4+24)+11=0 e 


z=4+24 
2x+3y-z+11=0 


Al resolver (*) obtenemos Å = —3 
x=-2+3(-3)=-11 
Entonces, reemplazando en (1), se tiene 4 y =-(-3)=3 
z2=4+23)=-2 


Por lo tanto, r N a =P (11; 3;-2) 


2. Quela ecuación (I) presente infinitas soluciones. Esto es, que para 

cualquier valor real de À la ecuación (I) se verifique; entonces, 

pa geométricamente, la recta no sólo es paralela al plano sino que está 

FA incluida en el plano. Es decir, todo punto de la recta es un punto del 
plano. 


B) Encontrar, si existen, las coordenadas del punto de intersección entre la recta: 


x=1+4 . 
r:3y=1-4 con4eRyel plano a:x-2y+2-1=0 
2=2-34 


Solución 
Si existe al menos un punto P, tal que pertenece a la recta r y al plano Q, se verifica que 


x=1+4 
y=1-4 
z2=2-31 
x-2y+2+1=0 


=> (1+4)-2(1-4)+(2-34)-1=0 (9) 


Al resolver (*) obtenemos 0 -4=0 





Figura 2-90 





Ejemplo 61 





Capítulo 2  Rectas y planos 135 


Está igualdad es una identidad: para cualquier valor de å e R, la igualdad es verda- 
dera y, geométricamente, significa que todo punto de la recta es un punto del plano. 

Pensemos porqué 0 : A =0 significa que todo punto de la recta es un punto del plano. 

Si asignamos valores al parámetro 4 e R obtenemos puntos de la recta r, por 
ejemplo: ¿=1=>(2; 0; —1)er y si reemplazamos este punto en la ecuación del plano 
2-2-0+(-1) =0, entonces concluimos que (2; 0; —1)e pla 


De manera análoga, si A=3=>(4; -2; —7) er y reemplazamos este punto en la ecua- 
ción del plano 4-2-(-2)+(-7)-1=0, entonces concluimos que (4; —2; -7)e pla 

Hasta aquí, la recta y el plano tienen dos puntos en común. ¿Puede suceder que sólo 
tengan dos puntos en común? 

Coincidirá con nosotros en que si hay dos puntos en común, entonces todo punto 
de la recta pertenece al plano. 





3. Que la ecuación no tenga solución. Esto es, que no exista valor real 
de 4 que verifique la ecuación (1); entonces, geométricamente, la 
recta no tiene puntos en común con el plano. En este caso la recta 
será paralela no incluida en el plano, resultando que ro pla =Ø. 


C) Comprobar que la recta r:(x; y; z) =(-2; 3; 4) + A(5; 2; 3) es paralela no incluida en 
el plano a:x-y-2+2=0. 
Solución 
Si existe al menos un punto P, tal que pertenece a la recta r y al plano Ol, se verifica que 
x=—2+5Å 
y=3+21 
z=4+34 
x—-y-2+2=0 


Por reemplazo de las coordenadas de los puntos de la recta en la ecuación del plano, 
obtenemos una ecuación lineal en variable À que no tiene solución, tal como se muestra 
enseguida. 


(2+54)-(3+24)-(4+34)+2=0>01=7 ¡Absurdo! 


Esto quiere decir que no existe A e R tal que se cumpla la igualdad 04 =7, Entonces el sis- 
tema de ecuaciones no tiene solución, y geométricamente significa que la recta y el plano 
no tienen puntos en común. 

Por lo tanto, la recta es paralela no incluida en el plano. 


Para los tres ejemplos precedentes (A), (B) y (C), dejamos al lector la tarea de calcular el 
producto escalar entre el vector director de la recta y el vector normal del plano, ¿Qué re- 
sultados se obtienen? ¿Qué interpretación geométrica podemos extraer? 
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2.3.4.2 


Ejemplo 62 





Solamente en el ejemplo (A) el producto escalar no es nulo, y este caso permite enun- 
ciar la condición necesaria y suficiente para que una recta y un plano sean concurrentes. 

Por lo tanto, una recta y un plano tienen un único punto de encuentro si, y sólo si, el 
producto escalar entre el vector director de la recta y el vector normal del plano es distinto 
de cero. 

En cambio, en los ejemplos restantes (B) y (C), el producto escalar es nulo. Si esto 
sucede, la recta es paralela al plano, pudiendo o no estar incluida en el mismo. 


Recta paralela a un plano 


Sean la recta r:(x3 y; 2)=(%,5 Y y5 2) +4(d,5 d,; d,), con AER, y el plano 
0: Ax+ By+ Cz+ D=0. 





La definición previa es válida para los casos que se muestran en las figuras 2-91 y 2-92, 
Figura 2-91 Figura 2-92 





ri pl EATA pla =Ø 





rilpla arcpla 


Para decidir qué caso tenemos, es suficiente con analizar si un punto de la recta pertenece 
al plano, ya que si la recta es paralela al plano y un punto de ella pertenece al plano, enton- 
ces la recta está incluida en el plano. 


1. Analizar sila recta r:(x; y; z)=(1; 3; 4)+4(5; 2; 3) es paralela al plano 
06x—y—2z2+12=0. 
Solución 
Analizamos primero el producto ed entre el vector director de la recta y el vector 
normal del plano: d-i=(5; 2; 3)-(l -L; -1)=5-2-3=0=3d.L%. 
Dado que el producto escalar es E la recta es paralela al plano, pudiendo o no 


estar incluida. Para descartar que está incluida, se comprueba que un punto cualquiera 
de la recta no pertenezca al plano. Entonces: 
“” Consideramos el punto P,(1; 3; 4)€r y reemplazamos en la ecuación del pleno 


a:1-3-4+12=6%0=2R € pla, 
Por lo tanto, la recta es paralela no incluida en el plano. 


2.3.4.3 


Ejemplo 63 
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2. Analizar si la recta 1:(x5 y; 2)=(13 25 —11)+A4(-2; 3; 5) está incluida en el plano 
Q&:x—-y+z+12=0. 


Analizamos primero el producto escalar entre el vector director de la recta y el vector 
.normal del plano: d-ñ=(-2; 3; 5)(; —1; )=-2-3+5=0>d Lä. 


Dado que el producto escalar es nulo, la recta es paralela al plano. 

Luego consideramos el punto P,(1; 2; —11)er y reemplazamos en la ecuación del 
plano: a4:1-2-11+12=0=P e pla. 

Por lo tanto, la recta está incluida en el plano. 





Recta perpendicular a un plano 


Si una recta: r:(x; y; 2)=(%,5 Y y3 2,)+4(d,; d,; d,) con AER, yun plano son concu- 
rrentes en un punto, puede suceder que la recta sea perpendicular al plano 
Q: Ax + By + Cz+ D=0. 

Entonces: 


x+y+z=0 
2x—y-32+1=0 


es perpendicular al plano 0: 2x— 5y+32-3=0, 


Investigar si la recta 1 : 


Solución 


j k 
A partir de la ecuación de la recta se tiene d=[1 1  1[=(-2 5; -3), 
2 -1 -3 
y de la ecuación del plano, A =(2; —5; 3) 
Entonces = = A = = =-] 
2 -5 3 


Por lo tanto, como las coordenadas de los vectores son proporcionales, d/Iñ, en- 
tonces la recta es perpendicular al plano. 
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2.3.5.4 Ángulo entre recta y plano 


Figura 2-94 Sea una recta r no paralela ni perpendicular | 
a un plano æ. Sea r' la proyección ortogo-. 
nal sobre el plano œ de la recta r. Se define. 
como el ángulo entre la recta r y el plano a: 
al ángulo agudo q que forman la recta r y su | 
proyección r':sobre el plano aL. E 











De la definición precedente, resulta que para calcular el ángulo entre la recta y el plano es 
necesario calcular primero la ecuación de la recta-r' que es proyección de r sobre el plano y 
luego obtener el ángulo entre ambas rectas. Como r' no es un dato del problema sino que 
debe calcularse, podemos preguntarnos si no es posible obtener el ángulo pedido utilizan- 
do los datos del problema, es decir, la ecuación de la recta r y del plano Q.. 

El teorema siguiente nos aporta la manera en que podemos determinar la medida del 
ángulo entre una recta y un plano utilizando el criterio anterior, y en este caso, nuevamen- 
te los vectores dan la respuesta al problema geométrico, 





La medida del ángulo q que forman la recta: 

ril ys z)=(2,; Yai Za) tAd; dy; d) AER yel planoa: Ax+By+Cz+D=0 
se obtiene con la fórmula: 
|Ad, + Bd, +Ca,| 


yA +B’ +C? Jd? +d? +d? 


dñ 
p=XIr; pla asen LE ar 
(rs pla) =arcsen TT Ta 






De la ecuación de la recta conocemos un vector director d = (d,;d,5d,)1 Ir 


Figura 2-95 


De la ecuación del plano conocemos un vector normal 
ñ=(A; B; C) L ple 

Si consideramos estos vectores con origen común en el 
punto de intersección entre la recta y el plano: P,, se forma un 
ángulo 0 (ver figura 2-95) tal que su medida se obtiene me- 
diante la fórmula: 


s ' i-a 
O=X diñ = rs 1 
(a)n E) n 





Ejemplo 64 
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Pero 0 no es el ángulo que forman la recta y el plano, sin embargo, es el complemento 
del ángulo y, esto es: 0 + p = zra consecuencia ` 


cos ĝ = sen (Z-o)=sen p (1) 


For lo tanto, de (I) y (IT) se tiene p=X(r; pla)= asen p (1D) 
lA 
Al reemplazar en (III) por los datos se obtiene la fórmula enunciada para calcular la 
medida del ángulo entre la recta r y el plano œ: 
|Ad, + Bd, +Cd,| 


p= X(r; pla) =arcsen = 
VA’ +B’ +C? Ja? +d? +d? 


En particular 
ER Si p=0, entonces la recta es paralela al plano. 


eo al TE a 
E Si p= 7 entonces la recta es perpendicular al plano. 


+2 —4 
Encontrar el ángulo entre la recta pe ler y el plano 4:2x+3y-2+11=0, 
Solución _ 
Se tiene que d=(3; —1; 2)//r y A=(2; 3; —1) L pla 


Vía > Y14 


Entonces, p= x(r; pla) = noe SAGE) arcsen( +) =4°5'46" 





Ejercicio 2-37 
Investigar la posición relativa entre las siguientes rectas y planos. Si se cortan, calcular el 
punto de intersección entre ambos y la medida del ángulo agudo que forman. 


axel dea q 


a) r =— yu: 3x—8y-2z-8=0 
) 4 10 11 7 Y y 


: m:8x—y+z-5=0 
. Ax+y+3a=t=p? A 


c) ri (062 =(0;1;3) +4(4; -1;3), cond e R, yx: 2x- 5y-3z+1=0 


D r e 


d) r; su vector director es d =(3; 2;7) y contiene al origen de coordenadas, y 
71: 3x+2y+72-31=0 

e)  r,: pasa por los puntos A(2; 2; 0) y B(4; 4; 4) y t: plano que incluye al eje z y pasa por 
el punto C(3; 3; 1) 
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2.3.5 Distancia de un punto a una recta en R° 
x=x,+AÁd, 
Sean el punto P,(x,; ys 2,) y la recta r:3y=y,+4d, condeR 
z=z +4d, 





x=x, +1d, 


La distancia desde el punto P (x; y 2,) ala recta r:3 y=y,+4d, det, se obtiene con 
2=2,+4d, 
la fórmula: 
PB xd 
Dist(P p n- xal 17] | , donde P, er A dllr 





De la ecuación de la recta se conocen las coordenadas de un punto P (x; y, Z) y un vector 
director d=(d,; d,; d,)//r. 


Se considera el punto P, de la recta para determinar 
el triángulo rectángulo P, M P en M (ver figura 28), y se 
cumple que: 


Figura 2-97 


Dist(P , r)= MP = [EZ |.seno (D 


Por otra parte, si ubicamos al vector director de la 
recta d con origen en P, (ver figura 2-97), sucede que 
0=4 (BB; 5d a), y por definición del módulo del produc- 
to vectorial entre los vectores PE yd se tiene 





MPA d )}= [zz xal al (1D) 


ralla 


Ejemplo 65 


Figura 2-98 
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Al reemplazar (II) en (I) se tiene la fórmula de la distancia entre el punto P, y la recta r, 


Dist(?,r)= MP =|EP|. T AA Erd o oiae, n- EA 


BE|.läl 


Determinar la distancia desde el origen de coordenadas hasta la recta de la ecuación. 
2x+3y-6=0 
2=3 
Solución 
Consideramos un punto de la recta. 
Si x=0>2:04+3y-6=0> y=2, y como z= 3, un punto de la recta es 
P,(0; 2; 3) 


Í 
Luego, obtenemos un vector director d=|2 0/=(3; —2; 0)//s 
0 


Entonces calculamos las coordenadas del vector PO, donde O es el origen de co- 
ordenadas, P.O=(0; 0; 0)—(0; 2; 3)=(0; —2; —3) y resolvemos el producto vectorial 
entre el vector director de la recta y el vector BO, 


ij k 
POxd=|3 —2  0|=(6; 9 —6) 
0 2 3 
Por lo tanto, aplicando el teorema 8 resulta 


[BZ xa 69-45 
iso) le 2017 


De modo gráfico (ver figura 2-98). 





Ejercicio 2-38 
En cada caso, encontrar la distancia entre el punto y la recta, 
a) A(152 4) y n:(x y; 2)=(15 -2; 3)+4(1; 1; -2) con 4eR 
x=1+31 
b) B(-3; 23; 1) y r:{y=2-À condeR 
z=-3-24 
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dd C357yr: == 


D(0; 1; —3 : 
a mA ya 2x—3y+2+4=0 








2.3.6 Posiciones relativas de dos rectas en el espacio 


Figura 2-99 En la figura 2-99 se observa que existe un plano que incluye a las rectas s y p, ` 
en consecuencia, diremos que son rectas coplanares. 
Z En cambio, no es posible trazar un plano que contenga, a la vez, a las 
F rectas s y r, por lo tanto, estas rectas no son coplanares. En este caso se deno- 
Ar minan alabeadas, y las estudiaremos en el próximo apartado. 





Cuando dos rectas son coplanares interesa estudiar las condiciones analíticas que permiten 
concluir si son paralelas, coincidentes o incidentes en un punto; y siendo incidentes, si son 
perpendiculares o bien encontrar la medida de los ángulos que forman a partir de su punto: 
de encuentro. Estos casos se denominan posiciones relativas de dos rectas coplanares. 


Ejemplo 66 
Figura 2-100 En la figura 2-100 se observa que las rectas s, p y m son paralelas; las rectas m y 
r son perpendiculares, y la recta h es incidente con las rectas s y p. 





En las secciones 2.3.6.1, 2.3.6.2, 2.3.6.3 y 2.3.6.4 analizaremos las posiciones relativas 
de dos rectas coplanares. 


2.3.6.1 Rectas concurrentes o incidentes en un punto 


Sean las rectas: 1, :(x; y; 2)=(%,5 Y, 5 2,)+4,(a,; a,; d,) con 4, eR 


id ys z)=(%,5 y,5 2,)+4,(b,5 b,; b,) con A, ER 


Ejemplo 68 
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Figura 2-101 La recta r, es concurrente o incidente con 
SS la recta r, si, y sólo si, existe un punto 
Pot; Yè Z) que pertenece a r, y a r, Es decir, 


nar =P. 





Para obtener, si existe, el punto de intersección entre dos rectas en R?, uno de los posibles 
procesos analíticos es plantear el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 


x=x,+4,, 
=y + 
PEREA x, +A a =x, +4b, 
2=2,+4,, i , 
que se reduce al sistema lineal 3 y, 44,4, = y, +4,b, (1) 
x=x, +4,b, 
z, +4 a, =z, +A,b, 
y=y,+4b, 
z=z, +À,b, 


Observemos que el sistema de ecuaciones lineales (I) está formado por tres ecuaciones 
y dos variables, 4, y Á,, y expresa analíticamente el supuesto de que existe un punto del 
espacio que pertenece a ambas rectas. Entonces, si el sistema de ecuaciones lineales (T) 
tiene solución, significa que existen Å e R y4, e R tal que definen un punto P (x5 Yẹ Z) 
perteneciente a r, yar, 

Como recordaremos, los sistemas de ecuaciones lineales presentan tres posibles con- 
juntos solución: una única solución, infinitas soluciones, o que no exista solución, tal 
como se muestra en los siguientes ejemplos, 


a. Encontrar, si existe, el punto de intersección entre las rectas 
~8 Z 


Solución 


Para determinar, si existe, el punto de intersección entre las rectas, las expresamos en la 
forma paramétrica cartesiana como 


x=14+24, x=3+4, 
n: y =4+24, Y n’ y=8+34,, con A ER y 4, ER. 
z=14A, z=-44, 
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Luego, planteamos la igualdad entre las coordenadas de los puntos que pertenecen a 
cada recta, esto es: 


1424, =3+4, 
4+24, =8+31,, (*) 
144, =-44, 


i a 1 
y resolviendo se tiene que À, = gT 4,=-1 


Entonces el punto de intersección queda definido por considerar a A, => en la 


a=14+2:4=2 
ecuación der, ¿y=4+2-1=5 
z=i+L=4 


Por lo tanto, 1, Mr, =1(2 5; 4)} 


Observación: el lector puede verificar que se obtiene el mismo punto de intersec- 
ción si se reemplaza Å, = ~1 en la ecuación de r,. 

En este caso, el sistema de ecuaciones lineales (*) tiene solución única; esto significa 
que las rectas se intersecan en un único punto. 


b. Encontrar, si existe, el punto de intersección entre las rectas 
x=3+24, 
y=6+24, con 4,eR 


z=3+4, 


xl . 
Ci ti 


Solución 

Para determinar, si existe, el punto de intersección entre las rectas, expresamos la recta 
mediante su ecuación paramétrica cartesiana como: 

x=1+24, 

y=4+24, con 4,eR 

z=1+4, 


Es 
Luego, planteamos la igualdad entre las coordenadas de los puntos de las rectas, esto es: 


1424, =3+21, 
4+24, =6+21,, (*) 
244, =3+44, 


y resolviendo el sistema se tiene queA,=1+4, con 4, e R 
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En consecuencia, el sistema (*) presenta infinitas soluciones. Esto significa que por 
cada valor real que asignemos a À, se obtendrá un valor real de A, que define un punto 
en común entre las rectas. 

Por ejemplo, 

x=14+2:2=5 x=342:1=5 
4,=134,=237, :4y=44+2:2=8A7,:4y=64+2:1=8 
2=1+2=1 z=3+1=2 





x=1+2-0=1 x=3+2(-1)=1 
O bien, si 4,=-1=>4,=037 :3y=4+2:-0=4Ar,:4y=6+2:(-1)=4 E 
z=1+0=2 2=3+(-1)=1 d 

¿Cuántos puntos en común tendrán las rectas? ' 

Las rectas tienen infinitos puntos en común, en consecuencia, las dos rectas repre- 
sentan el mismo conjunto de puntos del espacio. En este caso, diremos que las rectas son 
coincidentes. 

c. Encontrar, si existe, el punto de intersección entre las rectas 
x=1+24, x=3+21, 
n:3y=2-4A, con AER, y 1,:1y=6+21,, con 4, e R 
2=34, z=À, 
Solución 


Para determinar, si existe, el punto de intersección entre las rectas, planteamos la igual- 
dad entre las coordenadas de los puntos de cada recta, esto es: l 


1+24, =3+24, . 
2-4,=6+22, A 
34, =4, 

Al considerar la primera y la tercera ecuación del sistema lineal (*) se tiene que 


1 
¿ee 
$ 2 


yà, = > pero reemplazando estos valores en la segunda ecuación resulta: 


2-4,=6+21, => 2-(-1)=6+2(-2) => ¿=3 ¡Absurdo! 


Entonces, el sistema de ecuaciones lineales (*) no tiene solución. 
Esto significa que las rectas no tienen puntos en común, entonces pueden ser para- 
lelas o alabeadas. 





A partir del ejemplo (c) cabe preguntarse: ¿Cómo decidir si las rectas son paralelas o ala- 
beadas? 

Para responder esta pregunta se hace necesario avanzar en el estudio de las condi- 
ciones analíticas. A continuación efectuamos el análisis de las posiciones relativas de dos 
rectas coplanares. 
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2.3.6.2 Rectas paralelas 


Sean las rectas: n :(%; y; z)=(x; Y, 5 2,)+4,(a,; a,; a,) con 4, eR 


nido y z=lx, y, 2,)+4,(b,5 b,; b,) con 4,eR 


x-2y+22-4=0 Jar y+5z-5=0 


Comprobar que las rectas r: y os: 
x+4y4+82+8=0 x+8y+122-12=0 


son paralelas. 


Solución 
Para analizar si estas rectas son paralelas debemos obtener los vectores directores de 
cada recta. 


d= =(-24; —-6; 6). 


=(-283 -7; 7) 
2 


—28 


Por lo tanto, como los vectores tienen coordenadas proporcionales, las rectas son 
paralelas. Aquí es oportuno preguntarse si son rectas coincidentes o no. 

Para decidirlo elegimos un punto de una de las rectas e investigamos si pertenece o 
no a la otra recta, por ejemplo: 


0+(-2)+5:0-5=-7%0 
P(0; -2; OJer = s: de => P(0; -2; 0) er 
0+8-(2)+12.0-12=-28%0 


En consecuencia, podemos asegurar que las rectas son paralelas no coincidentes. 
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Ejemplo 70 Comprobar que son coincidentes las rectas: 


x=3+24 
„1:4 y =6+2Å con ¿eR no coincidentes. 
z=3+4 
Solución 


De 1, :d, =(2;2;1) y der, : d, =(2;2;1) entonces, es claro que son rectas paralelas. 


3 7 > , 
Luego, consideramos P (s 4; 7) ern y analizamos si pertenece a la recta r; 


1=3+24 o 
r, :34=6+214 a partir de las ecuaciones surge 4 =—1, por lo tanto P, (s 4; 2) Ef: 
i=2+4 


En consecuencia, si son paralelas y tienen un punto en común, las rectas definen el mis- 
mo conjunto de puntos, son rectas coincidentes. 


Ejemplo 71 En el ejemplo 68 c concluimos que las rectas 
x=14+24, x=3+22, 
1, :3y=2—4, ,conA,eR yr, :4y=6+24, cond, eR 
z=34, z=, 
no tienen puntos en común, y además sucede que no son vectores paralelos. 


Por lo tanto, las rectas no son paralelas sino rectas alabeadas. 
En el apartado 2.3.7. completaremos el estudio de las rectas alabeadas. 





2.3.6.3 Rectas perpendiculares 
Sean las rectas: 1, :(x3 y; z)=(x; y1; 2,)+4,(a,; a,; a,) con 4, eR 
na ys z)=(x,5 y,3 2,)+4,(b,; b,; b,) con 4,eR 


Cuando se presenta el caso de rectas incidentes interesa analizar si, en particular, son rectas 
perpendiculares. Entonces: 
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Ejemplo 72 ¿Las rectas 7 : Sa : son perpendiculares? 


Solución 
Para analizar si las rectas son perpendiculares debemos verificar, en primer lugar, si son 
incidentes. En ese caso, al observar las ecuaciones de las rectas, se deduce que el punto 
de intersección es (1; 4; 5). 

Entonces, pueden o no ser perpendiculares. Para decidirlo efectuamos el producto 
escalar entre sus vectores directores, d, «d, =(2;2;3)-(3;3;-4)=6+6-12=0. 

Por lo tanto, como se anula el producto escalar, las rectas son perpendiculares. 





2.3.6.4 Ángulo entre rectas coplanares 
Sean las rectas: 1, :(x5 y3 z)=(x,5 y,3 2,)+4,(a,; a,; a,) con 4, €R 
n(x ys 2)=(x%,5 y,5 2,)+4,(b,; b,; b,) con 4¿eR 


Sean las rectas coplanares r, y r, tales que 1 Ar, =P,. 

En este apartado expondremos cómo obtener la medida 
de los ángulos suplementarios 0, y 6,, medidos en sentido po- 
sitivo, que se forman a partir del punto de intersección de las 
rectas, 

Si consideramos los vectores dirección de cada recta con 
origen común en el punto de intersección (ver figura 2-104), 
las direcciones de los vectores formarán en ángulo 0, determi- 
nado por las rectas a partir del punto de intersección. 

En consecuencia, aplicando la fórmula de cálculo de la 
medida del ángulo O entre vectores según la sección 1.2.2.1 del 
capítulo 1: 





215 1,)=4(á; 6) =arccos oa) j 


Al reemplazar en (1) por las coordenadas de los vectores, se tiene 
ab +ab +ab. 
Z(r,; 1,)=arccos O =arccos| ===> m 
e he +a’ +a’ NIN +b? +b? 
Si 0 =0,, entonces Q,=1 — O y viceversa. 
En particular: 
3 Si 0=X(x,; 1,)=0(0 77), entonces las rectas son paralelas, 


E Si las rectas son coplanares y O=X(1; 1,)= Z, entonces las rectas son perpendicu- 
lares. 


Ejemplo 73 
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Encontrar la medida de los ángulos determinados por las rectas 


á 2x+ y-4=0 x-4y+7=0 
$ Bi 
l |-3y+2z-2=0 5y-z-6=0 


2" 


Solución 
Dejamos para el lector verificar que las rectas son coplanares siendo el punto de inter- 
sección: P (1; 2; 4). 

Luego, para calcular el ángulo entre las rectas coplanares debemos obtener los vec- 
tores directores de cada recta: : 


0|=(4;1:5) 


Entonces, X(1,;1,) ; a E | 


| 


Lin; 1,)= arco id e Jr (228) 122* 25 


z| iz] 


V56 V42 


Por lo tanto, la medida de los ángulos que determinan las rectas son, aproximadamente, 
122225 y 57 35 





Ejercicio 2-39 





Zy 
Demostrar que las rectas r: T rig na parale- 
las, y encontrar la distancia que las separa. 








Ejercicio 2-40 
Comprobar que las siguientes rectas representan el mismo conjunto de puntos del espacio 
x+1_ y-2 ž=9 y=6 
ma = Mbena 
WI AS A re 
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2.3.7 Rectas alabeadas 


“gura 2-105 En la figura 2-105 observamos que las rectas r y s son alabeadaś ya que no es posible ` 
determinar un plano que las incluya, En cambio, las rectas p y s son coplanares. ` 





f: Aceptamos sin demostrar la siguiente propiedad: 


Dadas dos rectas alabeadas, existe una tercer recta perpendicular a ambas de modo tal 
que el segmento determinado en sus puntos de intersección es el de menor longitud con 
respecto a cualquier otro segmento cuyo origen y extremo sean puntos de las rectas ala- 
beadas. l 


igura 2-106 En la figura 2-106, la recta r, es perpendicular a las rectas r, y 
r, Los puntos Mer y Ner, que también pertenecen a la recta 
r, definen el segmento MN que es perpendicular a r, y a r,; en- 
tonces, este segmento es el segmento cuya longitud es la menor con 
respecto a cualquier otro segmento que se determine considerando 
un extremo en la recta r, y otro extremo en la recta r, 
Este segmento de menor longitud se denomina mínima distan- 
pA cia entre rectas alabeadas, y determinar su medida es una herra- 
at y , mienta analítica muy útil para decidir si dos rectas son coplanares 
o alabeadas. 


2.3.7.1 Fórmula de cálculo de la distancia entre rectas alabeadas 
Sean las rectas: 
nl ys z)=(x%,5 y, 5 2,)+2,(a,; a,; a,) con 4, eR 


lx y; z)=(x,5 y,5 2,)+4,(b,5 b,5 b,) con 4,eR 


donde: 


Pi yaen y islas as a), 


P(x; ya zen y b=(b3 ba; b,)/1r, 






La mínima distancia entre dos rectas alabeadas, r, y r,, se obtiene al calcular la longitud de 
la proyección escalar vector BP sobre la dirección del vector (4 xb 
En símbolos: 


BE (axb) 
lax bl 


donde P, es un punto de la recta r, P, es un punto de la recta r,, 4 es el vector director de 
la recta r y b es el vector director de la recta r, i 


Mín Dist(x ;1,)= 
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Figura 2-107 





En la figura 2-107 sean r, y r, rectas alabeadas. Consideremos uno 
de los planos que contienen a la recta r, llamándolo $ y sobre él 
proyectamos ortogonalmente a r,, obteniendo la recta r,. 

Luego, establecemos el plano que contiene a r, y r,, llamán- 
dolo a, que será perpendicular al plano f por ser un plano que 
proyecta ortogonalmente a la recta r, sobre el plano £. 

Los planos f y a se intersecan en la recta r, resultando que 
rr =N. 

Por el punto N se traza la recta r, perpendicular a r, y r, Y 
por lo tanto perpendicular a r,. En consecuencia, sucede que 
¡Nr =M. úl 

De esta manera queda construido el segmento MN tal que 
Long MN = Dist(r ;r,) 

Pero, como los puntos M y N no son dato, entonces, consi- 
deramos, de las ecuaciones de las rectas los puntos P, e r, y P, € 
r, (Ver figura 2-108) a 

A partir de los cuales queda definido el vector P,P, y al pro- 
yectar ortogonalmente P, sobre la recta r, se obtiene el punto Q 
tal que el segmento FQ es paralelo y congruente con el segmento 
MN . Entonces, se tiene que 


Long MN = Dist(r ;r,)= Long. PQ. 


A su vez, según los datos, se tiene al vector á paralelo a r, y al vector b paralelo a Lo: 


5 


Efectuando el producto vectorial entre estos vectores, (axb), se obtiene un vector cuya . 
dirección es paralela a la recta que contiene al segmento PQ (ver figura 2-109 a). 


Entonces, si proyectamos ortogonalmente el vector PE sobre la dirección del vector 
(axb ), generamos el rectángulo de vértices P QP S (figura 2-109 b), tal que la longitud del 
segmento PQ es congruente con la longitud del segmento PS. Y se cumple que: 


e9 


Por lo tanto, resulta que la mínima distancia entre dos rectas alabeadas, r, y r,, se ob- 
tiene al considerar la longitud de la proyección escalar del vector P,P sobre la dirección 
del vector (4x5). 





Cr. r,) = Long. P,S =| proy esc Gi) ER 


1 


] | [BB -(axb) 
A partir de (I), queda demostrado que Mín Dist(r,;1,)= == 
ax 


Figura 2-109 (a) Figura 2-109 (b) 
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x=0 e y=0 
2=5 * ""lz=2 
Solución T 
En la figura 2-110 se observa claramente que la distancia entre las rectas alabeadas es de | 


3 unidades de longitud. Verifiquemos este resultado empleando el teorema 9. 
Para calcular la distancia entre las rectas dadas necesitamos tener: 


Ejemplo 74 Encontrar la distancia entre las rectas 1, 4 






E Un punto de la recta r,, P,(0; 7; 5). 
El Un punto de la recta r,, P,(4; 0; 2). 







Figura 2-110 Un vector director de la recta 7,,4 =(0; —1; 0). 






Un vector director de la recta 7,, b=(1; 0; 0). 
Luego, 





ns BB (4x5) 
Mo Dt | 






_ (4; -7; —-3)-[(0; —13 0)x(1 0; o)! 
p [| (o; —1; 0)x(1; 0; 0) | | 








De manera gráfica (ver figura 2-110). 





Ejercicio 2-37 

Analizar si las siguientes rectas son coplanares o alabeadas. Si son coplanares, investigar su 
posición relativa (paralelas, coincidentes, perpendiculares, punto de intersección), en caso 
de ser incidentes en un punto encontrar la medida del ángulo agudo que forman. De ser 
alabeadas, calcular la mínima distancia que las separa. 


2x+5y-2+3=0 x+y+z=0 
a) Ñ: Y es 
x-y-3z+1=0 “x—-3y+z+3=0 
+y+2+1=0 Aa 
Xx 2+1= 
b) n: e 1:3y=64  con4eR 
x-2y+2-3=0 
|2=84 
x=2+34 a est 
x+y-8=0 
Cd) niiy=d-A AER ns k 
an 7 ¿ds oct 


z=1-A 
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6x-—y-4=0 
d) n:(x%; y; z)=(1; 2; 3)+4(2; 3; -4) con 4eR y s ba 


2y-62+14=0 
2x4 y-5=0 n 
x 5 
e) BI e y r:iiy=5-24 con ¿eR 
3x+2-14=0 
z=14-34 





2.3.8 Planos proyectantes de una recta 





z En la figura 2-111 se observa una recta r y dos de sus tres pla- 


nos proyectantes, 
Plano proyectante 


de la recta r sobre ¿Cómo determinar los planos proyectantes de una recta? 
el plano (xy) sl i 
Utilizar la ecuación del haz de planos de una recta es uno 


de los procesos analíticos que pueden emplearse para deter- 
Ey minar las ecuaciones de los planos proyectantes de una recta, 
Recta r como se muestra en el siguiente ejemplo. 





Plano Domeinu de la recta r 
sobre el plano (zy) 


+y-4z-4=0 
Ejemplo 75 Determinar los planos proyectantes de la recta r: AE 
x-y-22-8=0 


Solución 
Para encontrar los planos proyectantes de la recta r armamos, a partir de los dos planos 
que definen a la recta, la ecuación del haz de planos que pasan por la recta r: 


H:ix+y-42-4)+4(x—y-22-8)=0 con ¿eR (D 


H:(1+0x+(1-4)y+(-4-24)2+(-4-84)=0 


A partir de (1) el objetivo es obtener el valor real de A tal que el plano perteneciente al haz 
sea perpendicular a un plano coordenado. 

Para cumplir este objetivo, recordemos que un plano perpendicular a un plano 
coordenado se representa mediante una ecuación lineal con, a lo sumo, dos variables, 
entonces: 


1. El plano proyectante de la recta r con respecto al plano coordenado (xy) es un plano 
de la forma Ax + By +D =0. 
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Por lo tanto, en (1) necesitamos anular el coeficiente de la variable z, 
(4-21) =0. 

Entonces, reemplazando en (1), 4 =-—2, el plano proyectante de la recta r con 
respecto al plano coordenado (xy) es pl :-x+3y+12=0, 


2. El plano proyectante de la recta r con respecto al plano coordenado (xz) es un plano 
de la forma Ax + Cz+ D=0. 
Entonces, en (1I), anulamos el coeficiente de la variable y, (1 —A) =0. 
Por lo tanto, si reemplazamos À = 1 en (1), el plano proyectante de la recta r con 


; respecto al plano coordenado (xz) es pl, :2x~6z-12=0. 
Figura 2-112 
3. El plano proyectante de la recta r con respecto al 


z* plano coordenado (yz) es un plano de la forma 
ph:-x+3y+12=0 By+Cz+D=0. 

En consecuencia, en (I) necesitamos anular el 
coeficiente de la variable x, (1 +4) =0. 

Luego, en (1), sid =—1 obtenemos que el pla- 
no proyectante de la recta r con respecto al plano 
coordenado (yz) es pl, :2y-2z+4=0. 

En la figura 2-112 se muestran dos de los tres 
planos proyectantes de la recta, a partir de los 
cuales se observan las rectas r' y r'* proyección 
de la recta r sobre los planos coordenados (xy) y 
(yz), respectivamente. 






o” 
e 
e 
př 
PS 


pl Z 


Le 2y -22+4=0 


En el siguiente ejemplo, la recta está definida nuevamente como intersección de dos 
planos, pero en este caso, pueden determinarse los planos proyectantes de la recta si tan 
sólo se tiene en cuenta la definición de plano proyectante de una recta. - 


xX 





x+y-4=0 
Ejemplo 76 Obtener los planos proyectantes de la recta 7: al 
Solución | 


En este caso no es necesario plantear el haz de planos, ya que la recta está definida me- 
diante sus planos proyectantes. 
Observemos que: 


El El plano de ecuación x + y — 4=0 es un plano que contiene a la recta y además es 


perpendicular al plano coordenado (xy). Por lo tanto, este plano es el plano proyec- 
tante de la recta con respecto al plano coordenado (xy). 


El plano de ecuación z — 3 = 0 incluye la recta y es un plano perpendicular a los 
planos coordenados (xz) y (yz). En consecuencia, este plano es el que proyecta la 
recta con respecto a dos de los tres planos coordenados: el plano coordenado (xz) y 
el plano coordenado (yz). 
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En la figura 2-113 se observa la recta definida como intersección de sus planos proyec- 
tantes y las proyecciones de la recta sobre los planos coordenados. 


s 
E 


La recta r' es la proyección de la recta r sobre el 
Figura 2-113 plano coordenado (xy), su ecuación es: 


r: 


E a 
z=0 


La recta r'' es la proyección de la recta r sobre el 
plano coordenado (xz), su ecuación es: 


„ |2-3=0 
F% 
y=0 


La recta r''' es la proyección de la recta r sobre el 
plano coordenado (yz), su ecuación es: 


p", z-3=0 
“lx=0 


Advierta que, en todos los casos, la recta proyección queda determinada por el plano 
proyectante y la ecuación del plano coordenado sobre el que proyectamos. 





Otra manera de obtener los planos proyectantes de una recta surge, si existen las ecuacio- 
nes simétricas de la recta. En el siguiente ejemplo se expone este caso. 


Ejemplo 77 Sean las ecuaciones simétricas de la recta r: => 


Obtener los planos proyectantes de la recta y definir las rectas proyección. 


Solución 
A partir de las ecuaciones simétricas de la recta surgen tres igualdades, cada una de las 
cuales se corresponde con la ecuación de un plano proyectante de la recta: 

kel y= 


1. ln = 3 $ equivalente a 3x — 2y + 5 = 0, que es una ecuación lineal en variables 


x e y; por lo tanto, representa un plano perpendicular al plano coordenado (xy). 
Entonces, la ecuación 3x — 2y + 5 = 0 es el plano proyectante de la recta r sobre el 
plano coordenado (xy). 

En consecuencia, la ecuación de la recta proyección de la recta r sobre el plano 
3x-2y+5=0 
z=0 


coordenado (xy) es | 


s = - equivalente a x— z + 1 = 0, que es una ecuación lineal en variables 


x y z; por lo tanto, representa un plano perpendicular al plano coordenado (xz). 
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Entonces, la ecuación x— z+1=0 es el plano proyectante de la recta r sobre el plano 


coordenado (xz). 
Luego, la ecuación de la recta proyección de la recta r sobre el plano coordenado 


(xz) es | 


x—z+1=0 
y=0 


z-i = = equivalente a 2y — 3z — 2 = 0, que es una ecuación lineal en variables 


z e y; por lo tanto, representa un plano perpendicular al plano coordenado (y2). 
Entonces, la ecuación 2y — 3z — 2 = 0 es el plano proyectante de la recta r sobre el 
plano coordenado (yz). 

Así, la ecuación de la recta proyección de la recta r sobre el plano coordenado (yz) es 


2y-32-2=0 
x=0 





¿Para qué nos sirven los planos proyectantes? Cada vez que representamos un problema 
espacial en una configuración plana, estamos haciendo una proyección. Las proyeccio- 
nes que hacemos son siempre ortogonales, ya que esto es coherente con los sistemas de 
referencia con que se trabaja habitualmente. Por otra parte, el que así sèa nos simplifica 
enormemente el trabajo. ¿Cómo hacemos las proyecciones? A través de los planos proyec- 
tantes, los cuales proyectan valga la redundancia una curva plana (una recta lo es, como 
hemos visto) sobre un plano que denominamos plano de proyección. De esa manera, por : 
ejemplo, es como se construyen los mapas y planisferios. 


Ejercicio 2-41 


Determinar las ecuaciones de los planos proyectantes de las rectas y las ecuaciones de las 
rectas proyección en cada caso. 


x+y+z-6=0 x-1 y-1 
ES b) 1 AA 

6x-—2y-22-4=0 2 2 

2x+4y-8=0 3x-9=0 
E d) n 

6z-12=0 4y-8=0 


Ejercicio 2-42 

- Determinar una ecuación paramétrica vectorial de la recta que es proyección de la recta 

a 
es 


E sobre el plano coordenado (yz). , 
x+y-2+7=0 g v 
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Ejercicio 2-43 
Calcular la proyección para cada caso. 


a) El punto A(1; 1; 1) sobre el plano 71: x+y-22-6=0, 
b) Larectar (2 y; z) = (1; 1; -2) +4(2; —1; 0) sobre el plano m: x — 4y — 2z + 4 =0. 
c) El punto B(2; 2; 4) sobre la recta r(x; y; z) = (6; 0; 2) +A(2; 5; 5). 


Figura 2-114 i 
8 Observación: 


Pe El punto P y el punto Q son simétricos a través del plano Q si, 
i DA . 

y sólo si, el segmento PQ es perpendicular al plano y el punto 

M es el punto medio del segmento PQ. Además, el punto M se 

denomina proyección ortogonal del punto P sobre el plano Q.. 


1 Planoa 





Qo 


Figura 2-115 


La recta r' es la proyección de la recta r sobre el plano &@. 


p pla 
A AAA 
Figura 2-116 


El punto Q es la proyección del punto P sobre la 
dirección de la recta r si el segmento PQ es perpen- 
Y dicular a la recta r. 








Ejercicio 2-44 


Resolver la situación inicial 1. 





Ejercicio 2-45 


Resolver la situación inicial 2. 
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Autoevaluación 


Capítulo 2, Rectas y planos, sección 3, Rectas en R° 


Ejercicio 2-46 

Sea el plano A igual a 2x + 5y—z+3=0. 
Encontrar una ecuación de la recta paralela a dicho plano que cumple además con las siguientes condi- 

ciones: está contenida en el plano $: x+ 2y —1 =0, y el punto A(5; -2; 6) pertenece a la recta. E 














Ejercicio 2-47 


Sea la recta ni2= 2 y el plano zx que contiene al punto (1; —1; £) y cuyo vector normal es : . 


ñ =(2; 1; k). Calcular los valores reales de ty k para que la recta y el plano sean paralelos y la distancia entre E 
-ambos sea igual a 3v5 E 





Ejercicio 2-48 


Dados el plano 71: (k—2) x+y—z+1=0 y la recta 1:(x3 y32)=(6;2;£)+4(231-4), E 
Calcular los valores reales de k y t para que la intersección de la recta r con el plano 7 sea el punto de T E 


coordenadas (2; 0; 1) 





Ejercicio 2-49 
Dados el plano zt: x + 2y + 3z —4 = 0 y las rectas: 


x=1 
2 y 10 ys 2)=(0; 1 api b; 2) 


Se pide obtener los valores de a e R y b e R tal que la recta r, sea paralela a r,. Luego, calcular el valor del E 
menor ángulo que forman el plano que contiene a ambas rectas y el plano perpendicular a æ que contiene a ` | 


fi 








Ejercicio 2-50 
Encontrar una ecuación del plano que contiene a la recta intersección de los planos 4:3x—4y+22-6=0 y 
B:2x+4y-2z2+7=0 y al punto Q(1; 2; 3). 





x—-2y+z=1 : i 
, tales que su distancia 


a) Obtener las ecuaciones de los planos perpendiculares a la recta r: + 





Ejercicio 2-51 | 


al origen sea ea i 
V21 





b) Grafique los planos utilizando sus trazas. 
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Ejercicio 2-52 
Sean las rectas: 
r : que pasa por el punto All; 2,3) y es generada por G= (i; 0; D 







A perpendicular al plano x— 2y+2=43 y contiene al punto intersección de las rectas, ly » Siendo o pa 
Las y z)= (3; 2y 0+ All; k 3) er ale 
li ( y; 2)= (i; 3 3)+p(=1; 25 o 





: Determine si las rectas r, r; son coplanares o dentin Si son coplanires obtenga l la ecuación del plano que 
idas contiene; si son alabeadas calcule la distancia entre ellas., O A E T Ea 














Ejercicio 2-53 








axt 2y+z= 0 


Sea la recta n : Sd + s0 . Encontrar deR, ‘si l existes sal que ela distancia de 
| db 2= i l ; a 


sea m 






















Ejercicio 2-54 n ¿aña E Me 
Sea el haz de es ala + pa -Z= iji pzs o. 
“Sea la recta'r: E ARA J La). co 





a. Encuentre todos los valores de, 2ER tales que la rect sea perpendi 
_ que su respuesta. ' a 
b) Para a = 0, obtenga el plano del haz q que es s perpendicular a a lar recta. Gr 
recta r, siendo AO; 0 sA hos x pa 





Ejercicio 2-55 
Dadas las rectas 


9) Determine ke R para que A rectas sean daphnia i 
b) Encuentre la proyección de (E 0; 2 sobre el puaa que. contiene” a amb 






Glosario 





Ángulo entre rectas: las rectas coplanares incidentes determinan en el punto de intersec- 
ción un par de ángulos suplementarios. De manera general, la medida de estos ángulos 
puede determinarse por medio del ángulo entre los vectores directores de las rectas. En 
particular, para las rectas en RR? también pueden emplearse los vectores normales. 
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Distancia: la distancia entre un punto y una recta es la longitud del segmento que tenien- 
do un extremo en el punto resulta perpendicular a la recta o al plano. En el caso de distan. 
cia de punto a recta en IR? o de distancia de un punto a un plano, las fórmulas de cálculo 
que se utilizan son análogas. Para distancia de punto a recta en RR”, la fórmula de cálculo 
difiere de las anteriores ya que no resulta posible definir una única dirección que resulte 
perpendicular a la recta. 


Distancia entre rectas alabeadas: se denomina de esta manera a la menor de las longitu- 
des de los segmentos que puede determinarse por considerar un punto en cada una de las 
rectas alabeadas. 


Ecuación general o implícita del plano: se deduce por conocer un punto y un vector 
normal del plano pl: Ax + By + Cz+ .D=0. En la ecuación general o implícita de un plano 
los coeficientes de las variables definen las componentes de un vector cuya dirección es 
perpendicular a la recta. 


Ecuación paramétrica cartesiana de la recta en R? o en R?: se deduce por conocer un 
punto y un vector director de la recta 


x=x, +4d, lid 
r: ,cond e R r:3y=y,+4d, condeR 
Y=}, +d, l 
z=2 +Ad, 


Se denomina cartesiana porque asignando valores al parámetro, 4 € R, se obtienen las 
coordenadas de los puntos que pertenecen a la recta. 


Ecuación paramétrica cartesiana del plano: se deduce por conocer un punto y dos vec- 
tores paralelos al plano 


x=x,+%a, + ub, 
pl:3y=y,+4a, + mb, ,condeR y ueR 
2¿=2,+2a, + ub, 
Se denomina cartesiana porque asignando valores a los parámetros, À y u, se obtienen 


las coordenadas de los puntos que pertenecen al plano. 


Ecuación paramétrica vectorial de la recta en R? o en R°: se deduce por conocer un pun- 
to y un vector director de la recta 


ria y)=(x,; y )+4(d,; d,), con 4eR 
ri ys 2)=(x,3 y,5 z,)+A(d,; d,; d,), con 4eR 


Se denomina vectorial porque asignando valores al parámetro, 4 € R, se obtienen las 
componentes de los vectores posición de los puntos que pertenecen a la recta. 
Ecuación paramétrica vectorial del plano: se deduce por conocer un punto y dos vecto- 
res que sean paralelos al plano 
Pla y; 2)=(%,3 yo5 2 )+4(a,; a,; a,)+ 41b,; b,; b,), con A4eR y peR 


Se denomina vectorial porque asignando valores a los parámetros, Á y H, se obtienen 
las componentes de los vectores posición de los puntos que pertenecen al plano. 
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Ecuación simétrica de la recta en R’ o en R’: se deduce por conocer un punto y un vector 
director de la recta, siempre que las componentes del vector director sean no nulas 





NS E O 


a 4 A A 


3 


Se denomina simétrica porque expresa la proporcionalidad que hay entre las compo- 
nentes de los vectores que definen todo par de puntos pertenecientes a la recta. 


Ecuaciones implícita, explícita y segmentaria de la recta en R? se deducen por conocer 
un punto y un vector normal de la recta 


ri Ax+ By+C=0 y=mx+bvx=k rta 


P q 
No es posible utilizar estas ecuaciones para definir la ecuación de una recta en R°. 


Planos proyectantes de una recta: son los planos que contienen a una recta dada y resul- 
tan ser perpendiculares a un plano coordenado. La intersección entre el plano que pro- 
yecta a la recta sobre uno de los planos coordenados y el plano coordenado considerado 
determina la recta proyección ortogonal de la recta dada. 


Posiciones relativas de dos rectas: las rectas coplanares pueden clasificarse en paralelas, 
perpendiculares, o incidentes en un punto. Para determinar si son paralelas o perpendicu- 
lares, siendo coplanares, se analiza el paralelismo o la perpendicularidad de las direcciones 
de los vectores directores. En particular, para las rectas en R? también pueden emplearse 
los vectores normales. 


Posiciones relativas entre una recta y un plano: una recta y un plano pueden ser para- 
lelos, perpendiculares, incidentes, o la recta puede estar incluida en el plano. Para deter- 
minar la posición relativa, se analizan las direcciones del vector director de la recta y del 
vector normal del plano. 


Recta en R’ definida por intersección de dos planos: por definición general de curva en el 
espacio R?, la intersección de dos planos no paralelos definen una recta. 


Rectas alabeadas: son las rectas de R? para las cuales no existe un plano que las incluya. 
Rectas coplanares: son las rectas de R? para las cuales existe un plano que las incluya. 
Vector director: se dice del vector cuya dirección es paralela a una recta en R? o en R°. 


Vector normal: se dice del vector cuya dirección es perpendicular a una recta en IR? o a 
un plano en R?. 


Secciones cónicas 


Ingeniería y cónicas 
SITUACIÓN INICIAL 1: 


El diseño arquitectónico de un edificio para expo- Figura 3-1 
siciones municipales considera al cuerpo como un 
volumen formado por una cúpula con sección trans- 
versal semielíptica, como se muestra en la figura 
3-1. La luz del edificio es de 20 m y la profundidad 
de 48 m. 

Los ingenieros consideran adecuado soportar 
esta cúpula sobre estructuras parabólicas, ubicadas 
transversalmente cada 6 metros. La estructura de 
la cúpula se unirá a los arcos parabólicos mediante 
barras, como se muestra en la figura 3-2. Calcular 
las longitudes de cada barra. 





Figura 3-2 

—42,5 me 2,5 m— 2,5 m- 2,5 me 2,5 m=- 2,5 m 2,5 mj 
t I f 
1 t 
















A a a a an 


t 
1 1 
1 I 
1 1 
1 l 
1 l 
i I 
i l 
1 I 
1 I 
1 l 
1 1 
1 I 


I 
2,5 m= 2,5 m= 2,5 m= 2,5 m= 2,5 m-+—2,5 m-4-2,5 m-+-2,5 m 


Tanto en la fisica en general, como en la ingeniería en particular, parábolas, elipses e 
hipérbolas revisten un papel importante. 
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Así, por ejemplo, la ley de la gravitación universal describe la interacción entre cuer- 
pos debido a su masa. Dicha ley expresa que la fuerza de atracción entre dos cuerpos es 
central y conservativa, su módulo es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia 
que separa los centros de ambos cuerpos. Utilizando esta ley se demuestra que si la energía 
es negativa, la trayectoria será una elipse (es el caso del movimiento de traslación de los 
planetas alrededor del Sol); si la energía es nula, la trayectoria será una parábola, y cuando 
la energía es positiva resulta una hipérbola. a 

El uso de las propiedades de estas trayectorias parece ilimitado. Por ejemplo, las pro- 
piedades de las elipses permiten realizar cirugías no invasivas; las propiedades de las pará- 
bolas hacen posible que con muy poca energía un automóvil pueda proyectar un potente. 
haz de luz; mientras que, gracias a las hipérbolas, barcos y aviones son ubicados utilizando ' 
el sistema de detección hiperbólico LORAN. 





Esperamos que al finalizar la lectura comprensiva y activa del presente capítulo, usted sea 
capaz de dar respuesta a problemas fundamentales de la geometría analítica como: 


EE Dada una ecuación de dos variables f(25 y) = 0, determinar el lugar geométrico (si 
existe) que representa en el plano cartesiano (x; y), lo cual significa estudiar la dis- 
posiċión relativa de los puntos cuyas coordenadas verifican la ecuación. A esto se le 
llama interpretar geométricamente una ecuación. 


Æ Dadas las condiciones geométricas que debe reunir un conjunto de puntos que tenga 
coordenadas (x; y), determinar una ecuación donde todos los pares coordenados 
(x; y) la verifiquen. A esto se le llama interpretar algebraicamente una curva. 


dl Reconocer cada una de las cónicas, tanto por sus propiedades geométricas como por 
las analíticas. 





Lugar geométrico de R? 





Se desprende entonces que, si un punto P = (x5 y,) pertenece al lugar geométrico 
Efc; y) = 0, entonces Elx; y,) = 0. 
En símbolos: P(x,;y,)eE(x;y)=08E(x,5y,)=0. 











Ejemplo 1... Describir el lugar geométrico definido por la ecuación 2” =X=2Y+Y 30.000 
Solución 


Para dar respuesta a este problema puede observarse:que es posible reescribir la ecua- 
ción en la forma x*-x—xy+y=x(x-1)-— y(x—D)=(x-D(x-y)=0. El producto de 
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Figura 3-3 dos factores es nulo si al menos uno de los factores lo es. 
Luego, el lugar geométrico x"—x—xy+y=0 es equivalente 
a x-1=0vx- y=0; un par de rectas, 


De manera gráfica (ver figura 3-3). 


Ejemplo 2 Determinar y graficar el conjunto de puntos del plano que equidistan de los puntos 
A=(0;1)yB=(1;2). 


Solución 
Se denomina con P = (x; y) un punto genérico del lugar geométrico buscado. A partir del 
enunciado tenemos que la distancia de P a A es la misma que de P a B. 


d(P, A)=d(P, B)= (0) +(y-D* =4(x-(-D) "+(y-2). 
Al operar: yy = CAD =x tly- a e +2 


Figura 34 Ary 2y+rl=x+2a +14 y dy 44>-2y=2x-4y+4> 


y = x + 2; ecuación de una recta. 


De manera geométrica (ver figura 3-4). 





3.2.1 Lugares geométricos simétricos 


La interpretación de muchos lugares geométricos se facilita si éstos son simétricos. Desde 
el punto de vista gráfico, seguramente el lector posee el concepto de simetría. A conti- 
nuación trataremos el problema que representa determinar mediante la ecuación de lugar 
geométrico, si éste tiene alguna simetría con respecto a una recta o a un punto, 
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3.2.1.1 Simetría con respecto a una recta 


Figura 3-5 
y 





Figura 3-6 Si un lg tiene la propiedad de que para todo punto A € lg existe otro 
punto B e lg tal que A y B son simétricos con respecto a una recta r, se 
dice que dicho lugar es simétrico con respecto a r. 





En este texto el interés se centrará en analizar la simetría con respecto a dos rectas: la 
recta x = 0 (eje y) y la recta y = 0 (eje x). 


3.2.1.1.1 Simetría con respecto al eje y 
Sea E(x; y) = 0 un lg. Si para cada (x; y) € lg, existe (—a5 y) tal que 
El-x; y) = 0, entonces el lg es simétrico con respecto al eje y. 

En la figura 3-7 los puntos A = (x; y) y B= (x; y) son simétri- 
cos con respecto al eje y. Se observa que: 


Figura 3-7 


E El punto medio del segmento AB, P, está sobre el eje y, ya que 
P= (= 14) =(0; y) verifica la ecuación x= 0, 


a 


2 2 





il El segmento AB es perpendicular al eje y, porque el vector 
BÄ = (2x;0) es perpendicular al vector j (uno de los vectores 
dirección del eje y): BA- je (Qx;0)-(0;1)=0. 

Esto permite concluir que los puntos A y B son simétricos con res- 

pecto al eje y. 
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Figura 3-8 Como para cada punto A’ de la curva hay un punto B’ de 

y la curva que le es simétrico (por hipótesis W(x; y) e E(x; y) =0 
Ax; y)/ Elx; y) =0), la gráfica resultará simétrica con res- 
pecto al eje y (figura 3-8). 

La proposición estudiada es relevante para la geometría 
analítica ya que proporciona un método eficaz para recono- 
cer la simetría del lg con respecto al eje y, y se puede enunciar 
como: 





cuación d urle no: 
e 


1 a i a á 
Ejemplo 3 Mostrar que el lugar AN es simétrico con respecto al eje y, mientras que 
x 


=() mom = 0160 lo son 
itp 7? 1+ x? i 


Solución 
Se sustituye x por —x en la ecuación de cada lugar geométrico. 


1 
El lg: y- z=0; 
Sustituyendo: aaa ei Di ES E Ta 
A AA 


Como la ecuación no se altera, el lg es simétrico respecto del eje y. 


E yoo — 


lgx- | =Q: 
l+y 


l+ 
Como la ecuación se altera, el lg no es simétrico respecto del eje y. 


1 1 
i AAA 
Sustituyendo > (4 x + ) 


x 
lg y- =0); 
ET 





Aa Py = =0, y+ E -3=0; y+—=0 («y -—=0) 


Xx 
+(—x)* 1+(-1) l+x 14 x? 


Como la ecuación se altera, el lg no es simétrico respecto del eje y. 
(Ver figura 3-11.) 





3.2.1.1.2 Simetría con respecto al eje x 


Sea Elx; y) = 0 un lg. Si para cada (x; y) € lg, existe (x; —y) tal que E(x; —y) = 0, entonces el 
lg es simétrico con respecto al eje x. 
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Figura 3-9 Figura 3-10 En la figura 3-9 los puntos A = (x; y) y B= (x; —y) son simétrj.. 
cos con respecto al eje x. 
Proceder igual que en el caso anterior hace posible demostrar 


que el segmento AB es perpendicular al eje x y que el punto P, 


punto medio del segmento AB, está sobre dicho eje. Entonces los 
puntos A y B son simétricos con respecto al eje x. 

Como para cada punto A” de la curva hay un punto B’ de 
la curva que le es simétrico (por hipótesis VW(x; y) e Elx; y)=0 
Ax —y)/ Ex; —y) =0), la gráfica resultará simétrica con respecto 
al eje x (Figura 3-10). 

Esta conclusión es relevante ya que proporciona un método 
sencillo para reconocer la simetría de lg con respecto al eje x, y se 
puede enunciar como: 





Ejemplo 4 Mostrar que lg: x- — 7 =0 es simétrico con respecto al eje x, mientras que 
7 


=0 ——-.=0 no lo son 
IA e 


Solución 
Al sustituir y por —y en la ecuación de cada lugar geométrico tenemos: 


E x— =0; 
E 1+y? 


A 


j do: x ————r =0; x 
Sustituyendo yr y 


Como la ecuación no se altera, el lg es simétrico respecto del eje y. 


1 
lg y- =0: 
EY 


1 1 
Sustituyendo: -y =-——=0 (4 y -—— =0 
AE E a merrt 


Como la ecuación se altera, el lg no es simétrico respecto del eje y. 


x 
læ: y— =0: 
o s7 lt. a 


x x 
Susti do: =y -——=0 (4 y -——z =0 
ió 1+x? y 1+ x? ) 


Como la ecuación se altera, el lg no es simétrico respecto del eje y. 
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En la figura 3-11 se representan tres lugares geométricos trazados utilizando un 
software. Puede observarse claramente que el primer lugar es simétrico con respecto 
al eje y, el segundo con respecto al eje x, mientras que el tercero no tiene simetría con 
respecto de los ejes coordenados. 








Figura 3-11 
a) b) 


Si un lg tiene la propiedad de que para todo punto A e lg existe otro punto B e lg tal 
que A y B sean simétricos con respecto a P, se dice que dicho lugar está centrado en P. 


Figura 3-12 


E 
A 
P 
xX 
' 8 


3.2.1.2.1 Simetría con respecto al origen de coordenadas 


b) 





Sea E(x; y) = 0 un lg. Si para cada (x; y) e lg existe (~x; —y) tal que El=x; -y) = 0, entonces 
lg es simétrico con respecto al origen de coordenadas. 

Esta proposición resulta útil para descubrir si un lugar geométrico es centrado con 
respecto al origen de coordenadas. l 

Para demostrarla, consideremos que si A(x; y) pertenece al lg, entonces existe un punto 


— (—a+x -y+ 
B(-x; —y) que también pertenece al lg. El punto medio de AB = (== zr) =(0;0), 


Luego se verifica la definición de curva simétrica con respecto al origen. 
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Ejemplo 5 














El criterio se puede enunciar como: 


+ “Si la ecuación de.un lg no se altera cuando las 








x a 
Analizar silg: y— a =0 representa una curva centrada en el origen. 
+x 





Solución an di 
Se cambia (x; y) por a =y), -y -—— 2 y + reo 0. Multiplicando miembro a 









trico con respecto al origen. (Ver en el ejemplo 4 el tercer plano coordenado de la figura 
3-11.) 


Transformación de coordenadas 


La geometría analítica tiene por objetivo determinar las propiedades de las diversas figuras 
geométricas. Este proceso a menudo se facilita al apelar a la transformación de coordena- 
das, lo cual, como su nombre permite intuir, es un procedimiento donde las ecuaciones de 
transformación afectan a las coordenadas x o y (si bien la transformación de coordenadas 
no es privativa del plano, en esta sección sólo trabajaremos con ellas). 

En este apartado se analizará el siguiente problema: dado un lugar geométrico en el 
sistema de coordenadas X'Y' con origen en O” y de ecuación conocida E(x'; y”) =0, ¿cuál . 
será la ecuación del mismo lg con respecto a un nuevo sistema de coordenadas XY con 
origen en O? 

Analizaremos tres casos: traslación, dilatación y rotación del sistema. 


Traslación de los ejes coordenados 


El sistema de coordenadas XY tiene sus ejes coordenados paralelos al sis- 
tema X'Y”, cuyo origen O” coincide con el punto (h; k) del sistema XY. El 
punto P tiene coordenadas (x'; y") referidas a X'Y” y coordenadas (15 y) 
referidas a XY. En el sistema X' Y”, la ecuación de la curva es E(x'; y”) =0. 

Tal como puede observarse en la figura 3-13, x=x' +hey=y' +k 
así que las ecuaciones de transformación serán: 


x =x—h 
y =y-h 
Al reemplazar (x'; y”) en E(x’; y’) =0 se tiene E(x- h; y — k) = 0, que 
es la ecuación de la curva referida al sistema XY. 


Ejemplo 6 





J32 


3.3.2.1 


Figura 3-15 


y 
5 
4 
3 
2 


aji oin oeoa oja E 





Ejemplo 7 
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Siendo la ecuación de la curva C referida a X'Y' y= x 

(ver figura 3-14), determinar una ecuación referida al Figura 3-14 
sistema KY. i y y 
Solución 

Dado que la ecuación es y' = x'? y las coordenadas del O' 

referido al sistema XY son (2; 0), la ecuación buscada es 

y—0=(x-2}; y=(x-2} =x" -4x +4. 


Finalmente: y = x — 4x + 4 


Dilataciones, contracciones, rebatimientos 


Piua 
En esta sección analizamos la transformación dada por las ecuaciones: 1 > E 
y = 


Dilataciones o contracciones 

Él a>03b>0 
Al igual que en el caso anterior, la gráfica de E(x’; y’) = 0 referida al sistema x'y” se supone 
conocida y, con relación al nuevo sistema xy, será entonces E(ax; by) = 0. 

En la figura 3-15 tenemos la gráfica de E(x'; y”) =0 en el siste- 
ma coordenado x'y". Sobre los mismos ejes x' e y” se representan 
los nuevos ejes x e y. La transformación es equivalente a un cambio 
de escalas en cada eje. La escala normal del plano x'y' deja de serlo 
en el plano xy (salvo a = hb). Para trazar la gráfica de Elax; bx) = 0 
sólo deben normalizarse las escalas de ambos ejes. 

El efecto será: 


él Dilatación o contracción del plano (incluida la curva) en el 
i sentido del eje x según sean 0 <a < 1 o a> 1, respectivamente. 


x x 


Él Dilatación o contracción del plano (incluida la curva) en el 
sentido del eje y según sean 0 < b < 1 o b > 1, respectivamente. 


2 Figura 3-16 y 
3 =] (ver figura 3-16), 


2 
Conocida la gráfica de x? + y 
2 
trazar la gráfica de Bj +(2y) =1 


Solución 


Dado que las ecuaciones de transformación de 


coordenadas son => y'=2y, la gráfica su- 
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frirá un estiramiento en el sentido del Figura 3-17 
eje x y un acortamiento en el sentido 
del eje y... 





3.3.2.2  Rebatimientos 


Figura 3-18 





Ejemplo 8 


Ba=1 b=-1 

En la gráfica de E(x'; y”) = 0, la transformación x' =x3 y' = —y produce un rebatimientof 
alrededor del eje x. Advierta que la coordenada x no cambia (x' = x), mientras que la ; y 
cambia de signo; por ello, en el nuevo sistema de referencia, cada punto se ubicará opuesto 
con respecto al eje x (ver figura 3-18). 8 
EE a=-1; b=1 

La transformación x' =-—x; y' = y produce un rebatimiento alrededor: 
del eje y en la gráfica de E(x'; y”) = 0. Advierta que la coordenada y, 
no cambia (y' = y), mientras que la x cambia de signo; por ello, en 
nuevo sistema de referencia, cada punto se ubicará opuesto con res- 
pecto al eje y (ver figura 3-19). 








Figura 3-19 





Ex y)= 








Estos efectos analizados se pueden combinar. Así, dado el Ig E(x; y) = 0 de gráfica conocida; 
es posible trazar fácilmente la gráfica de E(—2x; y) = 0; considerando que la transformación, 

= -2x implica una contracción de la curva en el sentido del eje x y el rebatimiento alre? 
deder del eje y. 





Dado el ig dela ea 3-20, trazar la fa de E(-1.25 x; 0.75 a 0. 


Solución 
La transformación está dada por x' = —1.25x, y’ = —0.75y. 
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3 S si ; 
El coeficiente 1.25 = A indica que habrá una contracción del plano en 


el sentido del eje x (se reducirá al 80%). El factor 075=2 produce una 


dilatación del plano en el sentido del eje y (aumentará un 33.33%). 

Los coeficientes negativos causan rebatimiento del plano alrededor de 
ambos ejes. Dado que la gráfica original es simétrica con respecto al eje x, 
la rotación alrededor de este eje no producirá efectos visibles. 


Esto significa que, para el lugar graficado, los lugares 
E(-1.25% -0.75y) =0 y 

E(-1.25x; 0.75y) =0 

coinciden (figura 3-21). 





3.3.3 Rotación de ejes coordenados 


Figura 3-22 Se tienen dos sistemas coordenados ortonormales, los cuales 
comparten el origen de coordenadas. El ángulo entre los pares 
de ejes homólogos es q. 

Un punto P cualquiera del plano tiene coordenadas (x'; y”) 
con referencia al sistema X'Y' y coordenadas (x; y) con referen- 
cia al sistema XY. 


x=00Q0=05S'-QS' 

y=0R=0S + SR 

Para encontrar la relación entre estos sistemas se debe ob- 
servar la figura 3-22. 





x=0Q=08'-QS” y=0R=085+SR 


QS'= y'sena OS'=x'cos a OS'=y'cos az SR=x'sen a 


? , fag 
x=x'cos@-— y’sen a i x’ =xcos g+ ysen a 
| 7 , lo cual es.equivalente ad ; 


paa 
y=x'sen a+ y'cos a y =-—xsen + ycos 


Por lo tanto, cuando se quiera encontrar la ecuación de algún lugar geométrico 
rotando un ángulo a: (sentido antihorario de x a x'), se deben usar estas ecuaciones de 
transformación, 
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Ejemplo 9 Trazar la gráfica del lugar geométrico yx= 1 (figura 3-23). Luego transformar la ecua- 
ción girando los ejes coordenados a un ángulo de 45? en sentido horario, y bosquejar 
Figura 3-23 entonces el lugar obtenido. 
Solución 1 
El lugar tiene ecuación y” => referida al par de ejes x'y”. Con referencia 
x 


al par de ejes xy, tendrá la ecuación que surge de aplicar una rotación de 
45° a dichos ejes. 


„y2 x2 
ES 


Lod 
2 _ reemplazando en y'= z se tiene 


= -ee EZER ETENE 
2 2 2 2 2 
> 7 
Observando que este producto es una diferencia de cuadrados, se tiene 


EJE- 


2 2 


Luego, con referencia a los ejes xy, la ecuación es 
2 2 


E 


2 2 
Figura 3-24 


Borrando el sistema xy 
y trazando el xy en su 
forma tradicional 





Ejercicio 3-1 
Analizar las simetrías con respecto a los ejes coordenados y al origen de coordenadas para 
los siguientes lugares geométricos. 


2 
a) 2+p=1 b) ay =1 c) *+2x+24=0 


d) xy- ety yo e (MP+0yP=1 N) *+2x+y+4y=0 
g xy=2 h) *-2P=1 








3.4.1 


Figura 3-26 d 
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Ejercicio 3-2 
Dado el lugar y —-x — 1 = 0, realizar las transformaciones pedidas y verificar los resultados 
en forma gráfica. 


a) Rebatimiento alrededor del eje x. 
b) Rebatimiento alrededor del eje y. 
c) Rotación de 60° en sentido antihorario. 








Superficie cónica y curvas cónicas 


Origen del nombre cónica 


A Apolonio de Perga (contemporáneo de Arquímedes, siglo m a. de C.) se le recuerda 
como un gran geómetra. Se preocupó y ocupó especialmente de cuestiones geométricas. 
Su famosa obra de ocho volúmenes sobre las secciones cónicas elevó el estudio de las curvas 
de segundo grado a una perfección no superada durante siglos. Al comienzo de su libro, 
Apolonio demuestra que circunferencia, elipse, parábola e hipérbola pueden determinarse 
al cortar una superficie cónica circular recta con planos de distinta inclinación, de ahí que 
estas curvas sean llamadas secciones cónicas, o simplemente cónicas. 

Las conclusiones de este matemático serán demostradas en la siguiente sección. Ense- 
guida presentamos un breve resumen a modo de justificación del nombre. 

Se empezará por definir el término superficie cónica desde el punto de vista de la geo- 
metría analítica, ya que presenta algunas diferencias con respecto a la definición usada en 
el lenguaje popular. 





En el siguiente esquema se visualiza la construcción de la superficie cónica cuya directriz 
es una curva plana cerrada. 


TO 
AR 7 
MID 
EHLI t 
UAA 
Y 


A o 
MIA 
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Figura 3-27 


Si, en particular, la directriz g gira alrededor de la recta r, a la que corta 
en V, con la que forma un ángulo a, la superficie se denomina superficie 
cónica circular recta, o simplemente cono recto. En este caso es posible 
considerar como directriz a cualquier circunferencia contenida en un pla. 
no perpendicular a la recta r, denominada eje de la superficie. 





El vértice divide a la superficie en dos secciones denominadas hojas o ramas del cono. 


3.4.2 Cónicas. Definición geométrica 


En general, se denomina cónica a una curva formada por la intersección de un plano con 
un cono circular recto. Se identifica mediante f y g a los ángulos que forman el plano x 
y una generatriz con el eje r de la superficie, respectivamente, para clasificar las cónicas en: 


YA Elipse Si a<PB< 5 el plano corta sólo una de las hojas de la superficie. 


E Circunferencia Si f= 5 el plano corta sólo una de las hojas de la superficie. 
E Parábola Cuando f = a, el plano corta sólo una de las hojas y es paralelo a una ge- 
neratriz del cono. 
i Hipérbola Si 0< <a , el plano corta ambas hojas de la superficie. 
Figura 3-28 





Circunferencia Parábola 


Existen casos particulares, como se aprecia en la figura 3-29, donde un plano T corta a la 
superficie cónica determinando “curvas” que no son cónicas auténticas. Esto sucede cuan- 
do el plano contiene al vértice V. En ese caso las intersecciones entre el plano y la superficie 
determinan un punto, una recta, o un par de rectas que se cortan en el vértice de la super- 
ficie. Suele denominárseles “cónicas degeneradas” o “falsas cónicas”. 


Figura 3-29 





Par de rectas que se 
vértice generatriz cortan en el vértice 





3.5.1 
"Figura 3-30 
Y 





Ejemplo 10 
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Las curvas planas cónicas (o simplemente cónicas) tienen propiedades geométricas intere- 
santes, muchas de las cuales escapan al propósito de este curso, En los apartados siguientes 
se estudiarán las cónicas mencionando únicamente las características más importantes de 
cada una. Dado que son curvas planas serán analizadas, por simplicidad, en el plano xy. 
En los siguientes apartados se define a cada cónica como un lugar geométrico, también se 
determinan sus ecuaciones y analizan sus elementos. 


Circunferencia 


Se denomina circunferencia al lugar geométrico formado por todos los puntos P del plano 
que equidistan de un punto fijo C de ese plano, llamado centro. La distancia entre C y P se 
conoce como radio, r, y no debe ser nula, 


Obtención de una ecuación de la circunferencia 


Identificamos como CP al vector genérico formado por el punto origen 
C (centro de la circunferencia) y el punto extremo P (punto genérico de la 
circunferencia), y a partir de la definición se desprende que ÍCP|= r (siendo 
r no nulo). 


CP=0P-0C=(x; y) (M5 )=(x—h; yk), 
luego ÍCPl=r= V(x—hy +(y-k) =r , y elevando al cuadrado ambos miem- 


bros se obtiene: 





Si, en particular, el centro coincide con el origen de coordenadas, la ecuación que lo re- 
presenta es: 


Dada la circunferencia con centro en (2; 1) y radio ta y la familia de rectas y = —x + b, 
encontrar e interpretar gráficamente: 


a) La ecuación de la circunferencia. 

b) La intersección entre la circunferencia y la recta de la familia que contiene al origen. 

c) Los valores del parámetro b en los que la recta corta la circunferencia en un solo 
punto (se denomina recta tangente a la circunferencia). 

d) Los valores de b para los cuales la recta y la circunferencia no se cortan. 

e) Los valores de b para los cuales la recta y la circunferencia tienen dos puntos en 
común. 
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f) Una expresión algebraica que represente al círculo delimitado por la circunferencia 
dada, 

g) Una ecuación, en forma paramétrica, para el segmento intersección del círculo y la 
recta y=1-x. 







Solución: 
a) Ecuación de la circunferencia. Dado queh=2,k=-1 y r= V2, i 
utilizando (x— h}? + (y— k)?= r? la ecuación buscada será (x-2) +(y (1) =V/2; $ 
la cual se simplifica a (x— 2) + (y + 1)?=2. 








La intersección entre la circunferencia y la recta perteneciente a la familia dada que 
contiene al origen. 

Se buscan los puntos comunes a la circunferencia y la recta y = —x (b es cero 
dado que la recta contiene al origen de coordenadas). Esto significa los pares (x; y) 
que verifiquen simultáneamente (x— 2)? + (y + 1)? =2 e y =-x. Se forma entonces .| 







2 2 : 
el sistema no lineal de ecuaciones = ay 2 . Para resolverlo se utiliza ( 
y=-x 





sustitución (se sustituye y de la segunda ecuación en la primera) 
(x-2 +(-x+1} =2> x d+ d+? 2x+1=2 


_34y5 


Figura 3-31 














> 2? -6x+3=0> 






Luego, los puntos de intersección son 


aasa) z e 20! pl | 
2 


z 2 2 





c) Los valores del parámetro b en los que la recta corta la circunferencia en un solo 
punto (se denomina recta tangente a la circunferencia). 
Al igual que en el caso anterior, se deben determinar los pares que verifiquen 
simultáneamente a (x— 2)? + (y + 1)?=2 e y = —x + b. Se forma entonces el sistema 
(x-2+(y+1)*=2 
y=-x+b 







no lineal de ecuaciones 





Sustituyendo y de la segunda ecuación en la primera tenemos 
(x-2} +(-x+b+1} =2=> x d+ d+ a? 2b+1)x + (b+1-2=0> 










2 2 
Ha l(- —4(2)(b +2b+3 
Srtasno ND Aa a 


E 6+2bt/-40*+8b4+12 34h Vb *+2b+43 
4 E 2 
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Para determinar el valor del parámetro b donde el punto de intersección es único, se a 
plantea Y—b? +2b+3=0 (dos raíces iguales). Resolviendo esta última se tiene 


b =-] 
tramos 














b,=3 


: ; q -32 
Figura 3-3 Luego, las rectas tangentes serán r: y =-x— lyr, :y=-x+3 


Los puntos de tangencia serán: 


Para n: y=-x-l;b=-1>x= =-2 


3+(-1)+ 40 

1, y 
2 

Entonces, P, = (1, -2). 


=0 


+ 
Para 1,: y =-x+3b=3=> A y 


Entonces, P, = (3; 0) 






d) Los valores de b para los cuales la recta y la circunferencia no se cortan. 
Con base en la figura 3-32 se puede observar que serán todos b £ [-1; 3]. Alge- 
braicamente, la ecuación obtenida en c) que determinaba la abscisa del punto inter- 


3+biV—b? +2b+3 


sección x= APA no deberá tener soluciones reales. 


Luego, —b* + 2b + 3 < 0. Resuelta esta inecuación obtendremos b> 3 y b<-—1. 


Los valores de b para los cuales la recta y la circunferencia tienen dos puntos en 
común. 

Con base en la figura 3-33 es posible concluir que serán todos be (-1; 3). 
Figura 3-33 Algebraicamente, la ecuación obtenida en c) que determinaba la abscisa del 


34+bt+x4—b? +2b+3 
2 
Luego, —b? + 2b + 3 > 0. Resuelta esta inecuación obtendremos —1 < b < 3. 












y 





punto intersección x= deberá tener dos soluciones reales. 


Una expresión algebraica que represente al círculo delimitado por la circunfe- 
rencia dada. 





Denominamos P(x; y) a un punto genérico del círculo y Q a un punto de la 


circunferencia, y de la figura 3-33 es posible deducir que ICP <|cal. Dado que el 
radio de la circunferencia es Ical=4/2 y ICPl=. (27 +(y+1)”, el círculo se 
representará mediante la inecuación J(x«—2) +(y+1 < J2 $ 


o bien por (x-2? +(y +17 <2. 


180 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


Figura 3-34 


Ejemplo 11 


g) Una ecuación paramétrica para el segmento intersección del círculo y la recta 
y=1-x. 

Utilizando los cálculos del ítem c y considerando b = 1, las abscisas de los puntos 

3+biV—b +2b+3 _ 4+Y-14243 _4+2 aj =3 

2 g 2 2 yai 

Los puntos son P, = (3; -2) y P, = (1; 0). Se desea determinar una ecuación que re- 


de corte son x= 


presente el segmento PP.. Usaremos las formas vectorial y paramétrica de la recta 
(de la cual el segmento es parte), 

Una forma vectorial de la recta es 7=0P,+B.P,t=0B +(0B, -OB)r. Utili- 
zando ésta, el segmento será f = OP, +PP t=0P +OP, -OP )t;0< t S1. (Queda a 
cargo del lector justificar esta definición del segmento.) 

Utilizamos las coordenadas de los puntos (x; y) = (3; -2) + (-2; 2)t; 
0<ts1l. 
x=3-2t 


Llevada a su forma paramétrica la recta tiene ecuación; | ; 
y=-2+2t 


teR (una de las infinitas formas), y el segmento k 
paS 


También pudo representarse de la forma y =-x+ 1; xe [1; 3]. 


Mostrar que por los puntos (—1; 0), (o; v/5 ), ( 3; /8 ) se traza una única circunferencia. 
Determinar el centro, el radio y la ecuación ordinaria de tal circunferencia, 


Solución 
La ecuación del lugar geométrico (x — h)? + (y — k)?= r debe ser satisfecha simultánea- 


mente por los tres puntos: 


(-0)8lg=> (-1-hY +(0-k? =r? >1+2h+h?* +k? =5? Mm 
(0:45) elg= (0-17 +(/5-4) =r? => 1? +5-2/3k+ 12 =r" (11) 
(3; V8)elg= 3-1? +(/8-1) =1"=9-6h+h +8-2/8k+k? =r? (H1) 


Al restar miembro a miembro la ecuación I de la ecuación II y la ecuación I de la III se 
obtiene el sistema equivalente, 


1+2h+k +k =r 1+2h+1P +k =p? 
1+2h-54+2/k=0 =212h+2/5k=4 
-8+8h-8+2/8k=0  |8h+2WV/8k=16 





Figura 3-35 


Ejemplo 12 


Figura 3-36 


Capítulo 3 Secciones cónicas 181 


Se despeja h de la segunda ecuación, h=2-— V5k, y se reemplaza en la tercera para obte- E 
ner 8(2—/5k)+2/8k=16>16-8/5k+2/8k=16=(-8/3+2/8)k=0=>k=0 


Luego, h=2-v5-0=2, y reemplazando en 1+2h+1+k =1? 
se tiene 1+2-2+2 +0 =r =9. 
(3; 48) Así que la circunferencia tiene ecuación 


(1-2 +(y-0=92 (x-2) + y? =9 


En la figura 3-35 se visualiza el problema y la solución obtenida, 
Es importante destacar que se puede encontrar una circunferencia 
única por medio de tres puntos no alineados, 


Determinar los valores de k para los cuales la ecuación 

4x? + 4y? + Ax— 8ky + 1+2k+ 41? = 0 represente una circunferencia. 

Encontrar los elementos de tal circunferencia. 

Solución -~ 

Se debe probar que la ecuación dada puede expresarse en la forma (x—h)+(y—k) =r?, 
Al partir de 4x” +4y? +4x—8ky+1+2k+4k” =0 se completarán los cuadrados a 

los efectos de aproximar la ecuación a la forma ordinaria de la circunferencia. 
Ordenando términos 4x1? + 4x + 4y? — 8ky + 1+2k+ 4% =0; 

factorizando A(x? +x)+ Ay? —2ky)=-1-2k-— aj? ; 

agregando en ambos miembros los términos necesarios para completar los cuadrados: 


¿+ + Lay —2ky+1*)=-1-2k- 4 +42+4k%, simplificando 


2 
¿(+ + 1) +4(y—k) =-2k, dividiendo miembro a miembro entre 4: 


(++) +y—k 


Al comparar esta ecuación con la ecuación ordinaria es posible concluir 


—2k 
4 
que r* me r= = . Luego Bo k<0 (¿porqué no puede ser 


nulo?). En resumen, la ecuación describe una circunferencia sólo si el 
parámetro k es negativo. Para estos valores, el centro de la circunferen- 


cia estará en un punto del tercer cuadrante, of- r) , y su radio será 


r=, — . Algunas de estas circunferencias se visualizan en la figura 3-36. 
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3.5.2 Familias de circunferencias 


3.5.2.1 


Ejemplo 1 3 


3.5.2.2 


La ecuación de una circunferencia en particular se individualiza al determinar las ty 
constantes arbitrarias h, k y r que se encuentran en la ecuación ordinaria de la propia 3 
cunferencia. i 
Esto requiere la existencia de tres condiciones independientes como, por ejemplo, tr , 
puntos de la circunferencia, dos puntos y el radio, y el radio y el centro (el cual aporta d 
condiciones: h y k), etcétera. z 
Si no se cumplen las tres condiciones independientes, será imposible individualizar 
una circunferencia, ya que habrá más de una. Cuando sólo se dispone de dos condiciones. 
la ecuación de la circunferencia contendrá una constante arbitraria denominada La 
tro (el ejercicio anterior es un ejemplo de ello). Surgen así las familias de deamieradie 
Aquí mencionaremos algunas familias importantes. i 





Familia de circunferencias concéntricas 
Conjunto de las infinitas circunferencias que tienen centro en el punto (h; k) y diferentes 


radios. La ecuación de la familia es (x— h}? + (y — k}? = r% donde h y k son constantes y r un 
parámetro que se interpreta como radio de la circunferencia (siempre que sea positivo) 


(x+ 1)?+ y? = 17. Estas circunferencias tienen centroen Figura 3-37 
(—1; 0). En la figura 3-37 se visualizan 7 integrantes de y 
la familia. 








Familia de circunferencias que pasan por las intersecciones 

de dos circunferencias dadas 

Dadas dos circunferencias C: (x-h Y +(y-k,)} 1] =0 y C,y:(x—h,P+(y-k,P=1?=0 
que tienen en común dos baia P y Q, la ecuación fema a partir de la combisarión 
lineal de sus ecuaciones implícitas anteriores resulta ser 


Al + AY eB[G—h Y +(=k, 17 ]=0 a) 


Dejamos para el lector probar que, en la generalidad de los casos, la igualdad (1) representa 
una circunferencia. 
Luego, como P y Q también pertenecen a la familia ya que verifican la ecuación, 


Alet toi e aleh yo 
a} 
0 0 
Si A =0, la integrante de la familia es la C,. Si B = 0, la circunferencia es la C 
p 
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Es sencillo advertir que si A =B=00 A =-B, no resultan circunfe- 
rencias. 
Para evitar trabajar con dos parámetros dividiremos ambos miembros de 


(1) entre A, siendo A # 0. El valor Z =k será el parámetro de esta familia. 





(ha Y +(y—k yr? +k[(x—h,* +(y=k Pr? ]=0 





¿ Ejemplo 14 Determinar la ecuación de la circunferencia que pasa por la intersección de 


+ (y-1) =4 y (x+ 1) + y?= 1, con radio E, 
Solución 
La familia de circunferencias que pasa por la intersección referida es 
e +(y-1) a+ kl(x+1) + y? -1)=0 
Al desarrollar los cuadrados, x° + y? -2y+1-4+k(x? +2x+1+ y? -1)=0 


Por agrupación de las variables, (1+X)x”+2kx+(1+k)y?-2y=3, y dividiendo 


; ! 2kx 2y 3 3 
miembro a miembro entre 1 + k, +4 yet ——. Y agregando los térmi- 
1+k y t+k l+k sreg 


nos que completarán los cuadrados resulta, 
E A A 
HEVIA) 7 I+k (1+k/ lik Uk 1+k 


(+2) + E IA | 
ER) WO TE) ltk (+k (+k? (2) 
Serene q 


r 





De esta familia, se busca la circunferencia con radio xt 


2 
Esto es, aia k 1 = 


q AA A . Operando esta ecuación se tiene 5k? + k — 22 = 0, 
l+k (+k (1+k) 


= 


: : I : 
la cual tiene dos soluciones: k, =2 y k, = -5 . Al reemplazar estos valores en la ecuación 


(2) resultan las ecuaciones de dos circunferencias: 
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Figura 3-39 





Ejercicio 3-3 a 
Analizar si x*+ y? —2x+4y+1=0 representa una circunferencia; en caso afirmativo, en- 
contrar su radio y las coordenadas de su centro. 








Ejercicio 3-4 ; 
Analizar si 2x* +2y? +8x+4y+10=0 representa una circunferencia; en caso afirmativo, 
encontrar su radio y las coordenadas de su centro. . 





Ejercicio 3-5 
Encontrar una ecuación de la circunferencia que tiene centro en el punto (-1; 3) y contiene. 
al punto (2; 2). 





Ejercicio 3-6 
Encontrar una ecuación de la circunferencia que tiene por diámetro al segmento cuyos 
extremos son (1; 2) y (1; -3). 





Ejercicio 3-7 
Encontrar los puntos de intersección entre (x+1) +(y+ 2) = 9 y (2-1 +(y-2 =5, 





Ejercicio 3-8 
Mostrar que la recta 100x + 300y = 195 y la circunferencia (x+ 1) + (y + 2) =8 no se cortan. 





Ejercicio 3-9 
Encontrar una ecuación de la circunferencia cuyo centro pertenece a la recta de ecuación 
y = 2x y contiene los puntos (—1; 2) y (3; 1). 





Ejercicio 3-10 | 
Encontrar una ecuación de la circunferencia que tiene centro en (1, —1) y es tangente a la 
recta —x+y=2, 
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iibi 





enómin elipse ål ligar geométrico / formado por todos los pag del poro para $ 





3.6.1 Obtención de la ecuación canónica de la elipse 


Figura 3-40 


Por simplicidad supondremos que los focos, simbolizados con F, y 
F,, están situados sobre el eje x y ubicados en forma simétrica con 
respecto al eje y. 

F se ubica en (c; 0) y F, en (-c; 0) (siendo c un número positi- 
vo). En la figura 3-40 se representan los focos y un punto genérico 
de la elipse. 

Aplicamos la definición de que la suma de las distancias de 
un punto P cualquiera a F, y F, debe ser constante y mayor a la 
distancia entre los focos, que es 2c, 

Simbólicamente, d(F; P) = d; d(F,; P) = d, y d, + d, =k, sien- 
do k constante y k > 2c. 


d= iy y d ayit ty = dtd Ek, k>2c= 
llo y tlet y =k 


Al despejar uno de los radicales, J(x—0 + y? =k- «f(x +0) + y? 
Se elevan al cuadrado ambos miembros y se desarrolla para obtener: 
2 2 2 
(cr +y ) =(k- fixt + y? ) = -2k (<+c) + y? +(+ +y ) = 
=> (xc +y =k 2k (xte +y late y? > 


>x 2a y =k 2 lero Hy Hx Haa Hy 





Por cancelación de los términos comunes resulta 2k|(x +c}. + y =K +40 = 
De nuevo, elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando: 


(ax cr or+ y?) =(k +40)? => 4k? ((x+cy + y*)= k* +80xk? +160x? => 
shk (e 2a y) =k 48d +160x? => 
4 + 8dtx + alo +4 y? =k* +80xk* +160*x? 
- Se simplifica y agrupan los términos que contienen a la variable x: 
MER HARE Hy =k +6 => ax 16d +4 y? = Kato 


Se encuentra un factor común y agrupando resulta: 4(k” —4c*)x*+ 41? y? =* (1% —4c?). 
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Al dividir ambos miembros entre (k? — 4) se obtiene 
(ak -e)re ry E-A) (4e -16 )x? y MY 








Erase) PE- E-A) P-e 
; 4x? 4y y? y 
i : — =ils- t-l 
a Ao 
a 3 


2 
Observemos que z es positivo; por lo tanto, podemos designarlo como a. 


Además, l? — 4d? también es positivo. Esto se debe a que de la definición se desprende 


Rar? a 


b? 





que k> 2c, entonces k > 4; k -— 4e > 0. De igual manera, se designa 


k? k =å 2 k kK 4 2 4 y 
También observemos que a? -b?==- LLL 4 ea =c?, Advierta que de 


e — bh? = (? se puede deducir que a >b. 
2 2 


Finalmente, la ecuación buscada es La $ =1 (3) 

donde ? — b = č y a = kt2. z 

x? 2 

E i =] recibe el nombre de ecuación canónica de la elipse. 


Esta ecuación muestra que la gráfica de la curva es simétrica con respecto a ambos ejes 
coordenados (al cambiar x por —x e y por —y la ecuación no se ve alterada) y también con 


2 2 
respecto al origen de coordenadas. Luego, (0; 0) es el centro de la elipse a A =1. 
a 


Figura 3-41 


Para trazar la gráfica de la elipse (representada por la ecuación 3), 
supongamos la existencia de una cuerda flexible pero inextensible, de 
longitud k, cuyos extremos se fijan a cada uno de los focos. Las distintas 
posiciones que puede tomar la cuerda, manteniéndola siempre tiran- 
te, determinarán los diferentes puntos de la cónica (recordar que por 
definición d, + d, = k, siendo d, y d, los dos tramos en que se dobla la 
cuerda, los cuales serán rectos ya que se mantiene tensa). En la figura 
3-41 se muestran algunos tramos, ello permite intuir la gráfica de la elip- 
se (utilizando además la simetría que presenta el lugar geométrico). 

Los parámetros a y b juegan un papel determinante en la gráfica 
de la elipse. Buscando la intersección de la curva con los ejes coorde- 
nados: 





Figura 3-42 


Intersección con el eje x: 

2 2 2 

x ¥ 
¡03 Ft a 

a a 


Intersección con el eje y: 


2 2 2 


203 += =1= y =0 y=ts. 





2 2 
3.6.2 Elementos de la elipse di 
a 


Focos: F, = (c 0) y F, = (=<; 0). 
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Centro de'la elipse: C = (0; 0); punto medio de F, y F.. 


Eje focal: recta que contiene a los focos. 


Eje transverso: recta perpendicular al eje focal que contiene al centro de la elipse. 


Figura 3-43 





Vértices principales: Vp, = (a; 0), 

Vp, = (-a; 0). Se encuentran sobre el eje 
focal. 

Vértices secundarios: Vs, = (0; b), 

Vs, = (0; —b). Se encuentran sobre el eje 
transverso, 

2a: Longitud del eje principal. 

2b: Longitud del eje secundario. 

2c: Distancia interfocal. Pal: lado recto de 
la elipse. 


Se deja a cargo del lector mostrar que 
si los focos se ubican en (0; c) y (0; —c), la 
ecuación (3) sigue siendo válida; sólo que 
b>ayb-aAz=e, 


Ejemplo 15 Un jardinero desea trazar un cantero elíptico donde el semieje mayor tenga una lon- 
gitud de 2,5 metros y el semieje menor mida 1,5 metros. Para ello utilizará una cuerda 
no elástica, Desea conocer la longitud de la cuerda y la posición donde deberá clavar las 


estacas. 


Solución 


De los datos del problema sabemos que b = 1,5[m] y a=2,5[m)]. 

Luego e = a? — P = 2,5 [nr] — 1,5 [m?] = 4[m] = c= 2[m)]. 

Esto señala que sobre la recta donde se desea trazar el eje mayor, a partir del centro 
de la elipse, debe colocarse una estaca a 2 m de cada lado. 


3.6.2.1 Casos particulares 





Además, la longitud de la cuerda deberá ser L = k = 2a = 5[m]. 


2 Si a= b =r (c= 0), la ecuación (3) se reduce a la ecuación de la circunferencia con 
centro en el origen de coordenadas y radio r. En este caso, c= 0 indica que los focos 
de la “elipse” coinciden con el centro de la circunferencia. De ahí que algunos auto- 
res mencionen a la circunferencia como un caso particular de la elipse, omitiendo 


enumerarla como una cónica. 


E Si a la circunferencia centrada en el origen y de radio unitario se le efectúa una trans- 


formación de dilatación (o de contracción) en el sentido: 


2 


$ del eje x con un coeficiente a, se obtiene + y? =1 
a 
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«> del eje y con un coeficiente b, se obtiene x? HF =] 
x? y 
«+ del eje xy del eje y, se obtiene 7 ak p” 1 
En la figura 3-44 se observan las tres transformaciones de 4? + y? = 1 (graficado para 
a>1;b>1). 
Figura 3-44 





3.6.3 Ecuación ordinaria de la elipse 


Consideremos ahora el caso de determinar la ecuación de la elipse con 
eje focal paralelo a uno de los ejes coordenados, centrada en C(h; k) 
Y con semiejes a y b (ver figura 3-45). 

En la sección 3.3, Transformación de coordenadas, se formalizó 
el procedimiento para resolver esta situación: utilizar un sistema de 
coordenadas ficticio X' Y” (de ejes paralelos al eje dado) con respecto al 
cual es conocida una ecuación del lugar geométrico. El nuevo sistema 
de referencia se ubica con origen en el centro de la elipse (h; k) (ver 


figura 3-46). 


Figura 3-45 











Los vértices se ubicarán en. V, (h+a; k); V, (h — a; k); V,(h;k+b) y V (h; kb). 
Los focos, dependiendo de la relación entre a y b, estarán en: 

m a>b E=(h+ck) y E=(h-ck) siendo ° =@ -b 

E a<b F=(hik+c) y E =(h;k-c), siendo c*=b*-—a? 
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Ejemplo 16 ¿Para qué valores de k la ecuación 4x?+9y? --16x-18y+25-k=0 representa una 
elipse con ejes paralelos a los ejes coordenados? ¿Cuál es el centro? ¿Dónde se ubican los 
focos? ¿Contiene dicha elipse al origen de coordenadas? 





Solución A 
Se operará sobre 4x° +9y° —16x—18y+25—k=0 para llevarla a la forma 
! 32 A E 
GI 0-8 
a b 


Para ello, se deben completar los cuadrados. 
4x*+9y* -16x-18y+25-k=0=> 4x* -16x+9y* -18y=-25+k=> 


Ax? -4x)+ 9 y? -2y)=-25+k=> 


Dentro del primer paréntesis se completará el cuadrado sumando 4 (advierta que se 
suma 16 al primer miembro por esta incorporación). Dentro del segundo paréntesis se 
completará el cuadrado sumando 1 (observe que se suma 9 al primer miembro por esta | 
incorporación). e 


A(x?’ -4x+40)+ Ay? -2y+1)=-25+k+16+93 4x2) +9y-1D' = 
Se divide miembro a miembro entre k (lo cual exige que k % 0) y se tiene 
ay 2 
a Wee 7 1) =i =1. Pasando al denominador los 


weni Di aae a 


w z - 
4 


9 4 
R a 


Para que esta ecuación represente una elipse E sa a F E =b? y luego a= ni yb= 


4x2) +Ay-1D)?=k= 


da 
AA 
3 
E 
59 
E 
E 
y 


factores 4 y 9 como su recíproco: =] 


por lo cual k debe ser positivo. 
En resumen, si k>0, la ecuación 4x? +9 y? —16x-—18y+25-—k=0 representa una elip- 
se con centro en C(2; 1) y eje focal y = 1 (advierta que para cualquier valor del parámetro) 
Jk 


k 
EOE k. 





Para ubicar los focos, 


2 2 
k k k k 5 
Figura 3-47 e z "g aeea 





Si k es nulo, la ecuación se reduce a 4(x — 2)? + Ay —1)?=0. 
Observemos además que la suma de dos cuadrados es nula 
sólo si ambos números son nulos, x -2 = 0 y y —1 = 0. La 
ecuación representa el punto P(2; 1). Se dice que la elipse 
“degenera” en un punto. 

En la figura 3-47 se representan cuatro de las infinitas 
elipses de la familia que describe la ecuación. 
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En cuanto a la pregunta ¿contiene la elipse al origen de coordenadas?, la respuesta [E 
parece obtenerse inmediatamente de observar la figura 3-47: una integrante de la familia 
de elipses contiene al origen de coordenadas. Para determinarla, se deberá analizar para 
qué valor de k el punto (0; 0) verifica la ecuación. 


4-(07)+9-(0?)-16-0-18-0+25-k=0=>k-25=0=>k=25 


=2P ap 
Luego, la elipse está dada por 4x + 9y? — 16x — 18y = 0 o por c-3 y- 


á 9 


Ejemplo 17 Determinar la ecuación de la elipse que se muestra en 
la figura 3-48 y tiene semiejes 5 y 3. 


Solución 
Se resolverá el problema desde dos puntos de vista 
distintos: a) utilizando rotación, b) utilizando ła de- 
finición de elipse. 

Considerando el sistema de coordenadas auxi- 


liares x'y' que contienen a los ejes de la elipse (ver 
2 


Y 


rn 
figura 3-49), la ecuación de ésta será re 


Figura 3-49 Para obtener una ecuación del lugar geométrico deseado se uti- 
lizará la transformación de coordenadas siguiente: rotación con 
a = 30" (el giro debe ser en sentido horario). 
x”=xC08 + y sena: 


Al sustituir g =30°en 4 , (ver sección 3.3.3) 
y'=-xsenQ+ycos Q 
,_ 13 


Bel 
27 


Art y 
> : 


2 
2 2 Z 
z 2 
(S=) (=) 
2,2 z iS od 
y reemplazando esta última en E 2 gA in] 
5 3 25 9 


(U3x+ y) (=x+V3y) e 3% +2 /3xy+ y? ¿Bay +3y E 
100 6 i 


se tiene 


Desarrollamos 42-42 
3 100 36 


3? +2 /3xy + y*)+25(x? 2/34 +3y*) _ 
900 


1 
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2717 +18 3xy+9y? +25x” —504/3xy +757 =900; 52x? —32V3xy +847 =900 
13x? —8V3xy +217? —225=0 


a) Sin trabajar con transformación de coordenadas, también es posible obtener una 
ecuación del lugar geométrico mediante la definición del mismo. Dado que la 
longitud del semieje mayor es 5 y la del menor es 3, la distancia del foco al centro 


Figura 3-50 será. 
c=vVa*—b? =c=V5'-—3? =4. Luego, las coordenadas de 
los focos con respecto al sistema x'y” serán (+4; 0). Y en 


relación con el sistema xy los focos tendrán coordenadas 
(2/3;2) y (24/3;-2) (ver figura 3-50). 

Si utilizamos la definición de elipse y lo demostrado al 
principio de esta sección tenemos que d, + d,= k; siendo la 
longitud del eje mayor. 


(+2 13) +(y+2) + (<—2/3) +(y-2) =10 
Al despejar uno de los radicales, 
(x+2/3) +(y+2) =10-(x-2V3) +(y-2) 
Y elevando al cuadrado miembro a miembro, 


(x+2/3) +(y+2) =100-20(x-2V3) +(y-2) +(x-2/3) +(y-2) 


Entonces desarrollamos los cuadrados y obtenemos 


+4 3x+ 124 y +ay+a=100-20 (2-23) +(y-2) +3? -4/x+124 y -4y+4 


Al simplificar resulta 


8/3x+8y-100=-20 (x-2V3) +(y-27, 2l3x+2y 2525 (x-2 3) +(y-2) 


De nuevo elevamos al cuadrado miembro a miembro y desarrollamos: 
(2/3x+(2y-25))' =25[(x-23) +(»-2)); 


Da? +4 3x(2y-25)+(2y-25) =25[1? —4/3x+12+ y? -4y+4)= 








1227 +8/3xy-100/3x+4y” -100y+625=25(x?-4/3x+ y” -4y+16) 

12%? +8/3xy-1004/3x+4y” -100y+625=25x” -100/3x+25y? —100y +400 
Cancelamos términos comunes para obtener 
121? +8/3xy +4y” +625=25x” +25y” +400 


Luego, —13x” + 8/3xy- 21y”+225=0; una ecuación equivalente a la obtenida 
«utilizando transformación de coordenadas. 
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Importante: Como puede observarse en el ejemplo, la ecuación obtenida es cuadráti 

al igual que la ecuación ordinaria de las elipses que tienen ejes paralelos a los ejes coo 
denados, pero a diferencia de ésta, la encontrada posee un término xy con coeficien 
no nulo, La pregunta obligada sería: ¿siempre que aparezca este término se tendrá un, 
elipse con ejes no paralelos a los ejes coordenados? Si observamos el ejemplo 9 desarro: 


llado en la sección 3.3.3 Rotación de ejes coordenados, esta pregunta tiene respuesta 
negativa (se graficó xy = 1 y no resultó ser una elipse). ¿Bajo qué condiciones se podrá | 
asegurar entonces que una ecuación cuadrática con término xy representa una elipse? La 7 
respuesta a esta pregunta se analizará en el capítulo 10, Diagonalización. 





Ejercicio 3-11 


U-K? 
16 
a) Caracterizar la familia de curvas que representa. 
b) Determinar la curva que es tangente a la recta y = i 
c) Determinar k para e la curva Sa los ad e) (230) 5 c)(032) ;: c) 
k3 y aji- i 


Dada la ecuación £ + oz 1; 


# 








Ejercicio 3-12 
Determinar si cada ecuación representa una elipse; en caso afirmativo, escribirla de nuevo, 
en forma ordinaria. 


a) 4y?+16x*-16x+20y-227=0 b) 4y’ +16x°—16x+20y+779=0 
c) 4y’ +16x’ —1ő6x+20y+29=0 d) 2y +21 -2x+10y-19=0 


Y 


A 





Ejercicio 3-13 
Mostrar que si a > b, la longitud del lado recto de una elipse de ecuación 


hy E? 2 
E is , y cuando a < b resulta en =— 2a 
a a 








Ejercicio 3-14 i 
Encontrar una ecuación de la elipse con centro en (1; 0), de lado recto igual a —, tal q 
la suma de las longitudes de los ejes sea 14. 3 

AAA 
Ejercicio 3-15 A 
nea que la recta r: yay +x b’ x= yia + xib’, es tangente al lugar geoide E C $ 
= p 1Y P(x; n)? € lg (Ayuda: mostrar que C y r tienen un único punto de con-` 
tacto,) Utilizar la fórmula anterior para determinar la ecuación de la recta tangente a 
4x? + 257° = 100 en los puntos donde x= 3 y graficar. ; 
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Parábola 





SE narani púrtbela al itiga geométrico de todos los puntos del plano que equidis- . k 
; tan de una. recta fy na cd Y de un punto T E exterior, a 21 piola. E 





3.7.1 Ecuaciones canónicas de la parábola de directriz paralela 
a los ejes coordenados 


3.7.1.1 Foco sobre el eje y 


Por simplicidad, se supone que el foco F se encuentra sobre el eje y. 
En la figura 3-51 se representan el foco F ubicado en (0; c) y la 
y directriz de ecuación y + c= 0. 

Advierta que cón el foco y la directriz elegida, el origen de coor- 
denadas pertenece a la parábola (lcl es la distancia del origen a la recta 
y del origen al foco). 

La directriz divide el plano en dos semiplanos, uno de ellos con- 
tiene al foco. Aunque más difícil de vistumbrar, puede intuirse que la 
curva estará en el mismo semiplano del foco (para un punto cualquie- 
ra del otro semiplano, la distancia a F es siempre mayor que a 1). 


Figura 3-51 





y+c=0 
Si llamamos: 


d, ala distancia de un punto cualquiera de la parábola P(x; y) al foco: 


d, =d(P; F)= (x-0? +y- c} =4 x +y -0y 


d, ala distancia de un punto cualquiera de la parábola P(x; y) a la recta directriz: 





d, =d(P;r)= AL =|y+d] 


Al utilizar propiedades del valor absoluto se puede reescribir l +] =y/(y +0) 


Dado que, por definición, d, =d, > (y+cY =yx*+(y=0Y 3 (y+o =x*+(y-c) 


Desarrollando y simplificando: 
2 


Pty =x +y ay o; 2ly=xr-2y ; Ayr. 


Como c 0 (por definición, el punto debe ser exterior a la recta) se tiene: 











— Ecua ión canónica dela parábola con foco en (0; à y directriz riz y 





Al analizar la ecuación obtenida puede concluirse que la parábola es simétrica con respecto 


xq? (=x) 


al eje y: =—= 
Y F Ác 4c 
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Figura 3-52 Para destacar: el valor de y de los P(x; y) pertenecientes a esta pa. 


2 2 
rábola tendrá el mismo signo de c (debido a 5 20; y= SE) y su valor 
c c 
tangad 


z0 
absoluto aumenta conforme lo hace |x|. 


El punto más cercano de la parábola a la directriz se denomina vérti-: 
ce, y en el caso descrito V= (0;0). La recta que contiene al vértice y al foco 
se denomina eje focal. 


Aun cuando se haya representado gráficamente para c > 0, la ecua- 
2 

ción y= = es válida si c < 0. En el siguiente caso se representan dos pará- 
6 





bolas utilizando distinto signo. 


Figura 3-53 
a) 


Directriz 









Directriz y+c=0 





3.7.1.2 Foco sobre el eje x 
Con un análisis igual que el anterior puede mostrarse que: 


Esta parábola tiene como eje de simetría el eje x, vértice V= (0, 0). La parábola abre hacia la 
derecha o hacia la izquierda según si el signo de c es positivo o negativo, respectivamente. 


Gráfica de la parábola con foco en (0; c) y directriz y +c=0 





m 3-54 El valor absoluto del parámetro 
juega un papel importante enla grá- 

x? y 

fica d ábolas y=—yx=T—, 

qe r 4c q 4c 


Consideremos los puntos § y R de- 
terminados por la intersección de 
cada parábola con la recta paralela 
a su directriz y que contiene a su 

: foco (ver figura 3-54). Al segmento 
RS se le denomina lado recto de la 
parábola. 


Directriz 





3:7:2 
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b) 


0 
< 





Directriz 


Directriz 


En ambos casos RS=2FR. 


2 


Tratándose de y = o el lado recto se calculará mediante [Rs] = 2|FR| = 2|æc] , mientras 
2 panas 
que c= = =x = 4c’; lxc| =yacd =yYdé = 2le] luego [RS] = 4lel . Idéntico resultado se 
c 


2 
obtiene para x= E Luego, la parábola es más abierta o más cerrada según ld sea mayor 
o menor. ae 
En resumen: c señala la concavidad (hacia donde abre la parábola) y qué tan abierta es. 


Ecuaciones ordinarias de la parábola: vértice en (h; k) 
y directriz paralela a uno de los ejes coordenados 


Consideremos ahora el caso de determinar las ecuaciones de las parábolas, cada una de las 
cuales tiene directriz paralela a uno de los ejes coordenados y vértice en C(h; k). 

En la sección Transformación de coordenadas se formalizó el procedimiento para 
resolver esta situación: utilizar un sistema de coordenadas ficticio X"Y" (de ejes paralelos 
al eje dado) con respecto al cual sean conocidas las ecuaciones de las parábolas. Es por ello 
que el nuevo sistema de referencia ubicará su origen en el vértice de la parábola, dado que 


en el apartado anterior se determinaron las ecuaciones canónicas de las parábolas con vér- 
2 2 


x 
tice en el origen y directrices y==c y x=-c asaber: Y= P yx= w 
Figura 3-56 
b o 
aop ) y 1i 
U 
+ 
> 
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Ejemplo 18 


Figura 3-57 
ejoo y 


x 


12 2 


x 4 a 
Como entonces y'= E yá = to y las ecuaciones de transformación son -7 
ë Z 


x=x' +h; y =y' + k, las ecuaciones resultan ser: 


Determinar si la gráfica de la ecuación 4Y + 8x — 12y + 13 = 0 representa una parábola 
con directriz paralela a algún eje. De ser así, determinar su foco, su vértice y su directriz, 


Solución ( y- ky 


hy 
Si es una de las parábolas buscada equivaldrá a x-h= dr vay k= L 
i c 


Reescribiendo 4y” + 8x— 12y + 13 = 0 => 4y — 12y = —8x ~ 13 => 0 4(7° 3y) = 8x — 13 => 


3Y 3Y 3y 
dy -ar+(2) J=-sx-18+4(2) =a( 7-2) =-8x- 4> 


g AAA 


2 


2 
ecuación es un caso particular de la primera, donde 


“kY 
s con 


Comparando x-h= (> + 1) puede concluirse que la segunda 


Luego es una parábola con vértice en V =(h; (5 2), foco 


5 2 3 
F= (h+c; 0-5 2) , directriz x End, y eje de simetría Y==7. 
8 2 8 2 
„Se deja como ejercicio verificar, utilizando la definición de parábola 
con foco en (5 2) y directriz x => que la ecuación es 


4y? + 8x — 12y + 13=0 (o una equivalente). 
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1 Ejemplo 19 Determinar una ecuación de la parábola que tiene directriz x = —3 y foco (—5; 1). ¿Hay 
alguna recta perteneciente a la familia y = mx — 2 que sea tangente a la parábola? 


Al ser la directriz paralela al eje y, la ecuación a utilizar será x—h= -E 
c 
Fl eje focal será y = 1 . El vértice se ubica en el punto medio de (-5; 1) y (3; 1) (inter- 
sección del eje focal con la directriz). Luego hs a 1). 
-5+3 


(y—kY 


Figura 3-58 foco está a la izquierda de la recta. Reemplazando en x—-h= Ea 


o OA 
4(-y ? -4 


La distancia del foco a la directriz es 2|c|= =2;|c|=1 . Además c < 0, ya que el 


los valores obtenidos, x —(—4)= 


Otra forma de resolver el problema es utilizando la definición, igua- 
lando las distancias de P a la recta y de P al foco. Esto es, d(P; F) = 
a(B; r). 


dP; F)=[FP]=4(x-(-5)} +y -1 =x +5} +y -17 


_lle+0-y+3] 


d(P; 1)=d((x; y), 1+3=0)===== ml eta 
+ 


Mars + ly 2 aa ars y = (ata; 


x+10x+25+(y-D'=x*+6x+9 ; 4x+l6=Ay-1? 5; 4x+4)=-Ay-1) 


; ; ; ; -1% 
Ecuación equivalente a la obtenida anteriormente x+4= an 


Para averiguar la existencia de una recta tangente a la parábola que responda a la ecua- 
ción y = mx — 2 se determinará la intersección entre ambas curvas, persiguiéndose el 
objetivo de encontrar sólo una. 


„ay 
Los puntos P(x; y) de intersección serán soluciones del sistema +? tre -4 


y =mx-—2 
Al reemplazar la segunda ecuación en la primera se tiene 
(00-291). (me-3Y. 
-4 a” 
Alx+4)=(mx) -6mx+9 ; mx —-6me+9+4x+16=0 ; ma+(4-6m)x+25=0 1 


y 46m) + (46m) -4:25 m? (4) 


21m? 


x+4= 
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Figura 3-59 


Ejemplo 20 


Si la raíz es nula, el punto de intersección será único. Luego, (4-—6m) -4- 25- mm? =0; 
16-48m+36m* -100m*=0,  16-48m-64m*=0;  1-3m-4m?*=0 


a 34/9441) _315 A 
2(-4) —8 m, =0,25 
Hay dos rectas tangentes a la parábola perteneciente a la 
familia: y=-x-2 y y=0,25x-2, 
Las coordenadas x de los puntos de tangencia se calcu-. 
lan con la ecuación (4), 


-(4-6m)t0 
q 
2m* 


ya=god y mI == ; 


y=-1(-5)-2=3 ; R(5;3) 
y=0,25x-2 ; m,=0,25=>x=-20 ; 
y =0,25(-20)-2=-7;  P(-20;-7). 


Determinar y graficar todas las parábolas con eje focal paralelo a los ejes que incluyan . 
los puntos A = (0; 2), B= (1; 3), y C= (-3; 5). Para cada una de tales parábolas dar foco, 
vértice y directriz. i 

Solución f 
Sean p, las parábolas con eje focal paralelo al eje x y p, aquellas con eje focal paralelo al 


2 y 
eje y. Luego, p,: x—h= E yp; y-k= e Z , donde h, k y c son valores a deter- { 
c : 


minar. 
3 Determinación de los coeficientes para las parábolas p,. 
(Q-k' 


A=(032) e p >0-h= 
4c 


(3—ky 
ác 
(5-ky 
4c 


Las tres expresiones forman un sistema de ecuaciones ya que se deben satisfacer simultá- 
neamente. Dividiendo miembro a miembro las dos primeras y las dos últimas se obtiene 


B=(113) e p >1-h= 


C=(-35) e p >-3-h= 
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(3-ky 
leh. ác _ B-k? 
-k (2-k? (2~kÝ 
4c 4c 


a EY „pê 
A p a 


RR? ae 


l -py Lpy 
En ambas se despeja 1/h y se igualan >= 1 ra = [ew r 


¡BY E -ijp E EA 
(Qi? 3LQ-k' (2-k) 3 (2-ky 


(2—k)? -(3k) == (5-1) - (2-4) 
3| (4-4k+1*)-(9-6k+1K*) | =(25-10k+X? -4+4k-k) => 
-15+6k=21-6k=>12k=36>k=3 


2 -D - Yun 3 y? ala 
Se reemplaza k = 3 en A pjes 3) A 


h  (2-k} h (2-3 h 

py} 
pc teria rt al e 
4c 4c 4 


En resumen, hay sólo una parábola que responde a la forma de p, : (x-1) =-—(y-3). 
Esta parábola tiene vértice V = (h; k) = (1; 3), directriz x —1,25 = 0, y foco 
F=(h+ s k) = (0,75; 3). 


Determinación de los coeficientes para las parábolas p,. 


ES 2 
Ai) ap, + 9-pacil 
4c 


HN 
Bey het LTL 
4c 


(3-A 


C=(-3;5 5=k= 
PA 4c 


de i ; 1 15 
Al proceder de manera similar al caso anterior se puede verificar que h= E. k=—, 


1 
c=-> 
2 


2 
s (+4) 
De igual modo, hay sólo una parábola p: y- Ta DE ia , la cual tiene vértice 
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Gracias a este ejercicio podemos observar que es posible trazar, por tres puntos (no 
alineados) del plano, más de una parábola, pero sólo una con eje focal paralelo a los ejes 
coordenados. De manera más general, es posible intuir que habrá sólo una parábola con 
eje focal paralelo a una recta de pendiente determinada. 

En la figura 3-60 se esquematizan las soluciones encontradas y la inferencia des- 
crita. 

Figura 3-60 
a) 


Ejemplo 21 a) Determinar una ecuación para la parábola del primer gráfico de la figura 3-61, dar 
su foco y su directriz. 

b) Determinar una ecuación para la parábola de trazo continuo del weai gráfico, 
pp sabiendo que su eje de simetria es y = —x y si se rotara alrededor de su vértice se 
obtendría la ecuación del primer gráfico. Determinar su foco ysu directriz. Mostrar 
que la ecuación encontrada verifica la definición de parábola. 


Figura 3-61 
a) 





Figura 3-63 
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Solución 
La parábola tiene vértice en el origen y su eje focal es coincidente con 
2 


el eje y. Luego la ecuación ordinaria es y= T A partir de la figura, su 
c 


lado recto es 3 (o dos puntos de la parábola son (+ c) y c>0 (la 
2 
parábola abre hacia arriba). 


ai 3 
Al utilizar estos datos resulta que 4c= 3; c= me Luego, una ecua- 


2 
ción de la parábola es y= 5 (o bien 3y = x°). Su foco es F = (c 0) = 


3 a 3 
(330), y su directriz y E399 i 
Para obtener la ecuación de la segunda parábola se puede rotar la 
obtenida en el ítem anterior un ángulo q = 135? (en sentido horario) 
(figura 3-62). 


x'=xc08 0 + y sen a ] 
, para cualquiera 


Utilizando las ecuaciones de transformación | 


y ==xsen a + ycos a 
1 


de los a se obtiene . Reemplazando éstas en 3y' = x”? 


I 


ZA XA A 
=R 


(parábola a rotar) se obtiene 


7 o 2 2 2 
¿A t| x z) Y RAY 


ec J h => 6 6y = 200 + 22x +27 


/2x? +2/2xy + V2y* -6x+6y=0 (ecuación de p,). 


Para determinar foco y directriz de p, se puede proceder de igual manera: rotando el 
2 


foco (350) y la directriz y = -3/4 de y=% 


a 3 
, resolviendo: E =| —=3-—= |. 
ja i (o 4/2 ) 


Advierta que los vectores OF, y OF tienen igual módulo y forman 
un ángulo de 135°. 


x— —3 


3 3/2 
Directriz y'+2=0,2=“, simplificada como y 
a “<p 4 4 


Advierta que las directrices de las dos parábolas forman un ángulo de 
45°, el cual es complementario de 135". 
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3.8.1 


Importante: Como puede observarse en el ejemplo, la ecuación de p, es cuadrática en dég 
variables y contiene tanto el término de 1? como el de y”, a diferencia de las ecuaciones 
que tienen ejes de simetría paralelos a los ejes coordenados (que sólo tienen uno de ellos) 
Además, el término que contiene a xy también tiene coeficiente no nulo. La pregunta « 
entonces, ¿toda ecuación Ax? + Bxy + Cy? + Dx+ Ey +F=0 representa a una parábola co o 
directriz no paralela a uno de los ejes? Uno de los ejemplos visto en la sección Elipse arrol 
una ecuación de este tipo, y era una elipse, Las condiciones que permiten caracterizar al hi; 
gar geométrico dado por esa ecuación se posponen hasta el capítulo 10, Diagonalización, 


Ejercicio 3-16 
Determinar una ecuación de la parábola, los elementos principales, y graficar en cada 
caso. 


a) Está situada en el semiplano inferior, es simétrica con respecto al eje y, tiene vértice en 
(0; 0), y su lado recto es uno. 

b) Su vértice está en V(4; —1), el eje focal es y + 1 = 0, y el punto (0; 3) pertenece a la pa- 
rábola. 

c) Sufoco es (4; 3) y su directriz x —1 = 0. 

d) Su foco está en (0; 0) y su vértice en (—2; 0). 








Ejercicio 3-17 
Dada la ecuación de la parábola, reescribirla en su forma ordinaria y determinar vértice V, 
foco F, directriz r, y graficar. 


a) 24-x*-8y=0. b) dy-x+4x-4=0. 


c)  1+2x-x*+2y=0. d) 1-6x+4y-2y*=0. 





Ejercicio 3-18 
Haga uso de la definición y muestre que —18+ W 2x- x? +642 y+2xy— y’ =0 representa 


una parábola con directriz x+ y= Ja y foco en (Ya; 2/2 ). Determinar el vértice y el lado 
recto de la parábola. 





PES 





Obtención de la ecuación canónica de la hipérbola 


Por simplicidad, supondremos que los focos, simbolizados con F, y F, están situados sobre 
el eje y ubicados en forma simétrica con respecto al eje y. 
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ifigura 3.64 F, se ubica en (6 0) y F, en (—6 0) (siendo c un número 
e positivo). En la figura 3-64 se representan los focos y un 
punto genérico de la hipérbola. 

A] hacer uso de la definición, la suma de las distancias 
de un punto P cualquiera a F, y F, debe ser constante y me- 
nor a la distancia entre los focos, que es 2c, Simbólicamente, 
A(E5P)=d,d(E;P)=d,, y la, - d,| = k, siendo k constante y 
0<k<2c. 





A A SS 
A > Sety -ety tk 
Al despejar uno de los radicales, Je- +y =tk+ dry š 
Y elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando, 
(Oy aro y ao? > 
*la+rodry ik aro y +24 c+ y? 


Entonces, cancelando los términos comunes F2k+(x+c) + y? =P +40 => 


De nuevo, elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando, 
| (zakar +y) =(k +4 => 4k ((x+cy + y) =k +80 +160x? => 
4k’ (x? +2 + c+ y?) =ki +80xk? +160*x? => | 
at? +8dex+4?c +4 y? =k* +80xk? +16c*x? 
Se simplifica y agrupan los términos que contienen la variable x: 
Aka tAk tAk y =k loek > 4x-160x*+4k y? =k* ke’ 
Se encuentra un factor común y se agrupa, 4(X? ~ 4c )x’+ 4k y? =K (P = 4e) 


Se dividen ambos miembros entre (k? — 4c*)k? para obtener 


(4k* -16c)x?+4k*y? _ k (k ac”) (4k? —-16c*)x? Aky? 
(kx? —4c?) kk? —4c?) klk act) klk -4e) 
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2 2 2 








ta dx? Ay x y 
Simplificamos RÚA rr => E E-a => entonces 
4 4 
k? 
el TA positivo; por lo tanto, sele denominará con e. 
a Eto ; 2 2 2 2 
E es negativo porque k<2c, => k“<4c”, = k*—4c*<0, 


Se denominará —b?, 


2 2 2 2 2 2 
Observar a’ E e > a+b=, 
Luego: 
x? y? 
E donde +b = y 2a=kes 


ecuación canónica de la hipérbola con focos (c; 0) y (—c; 0) 
Esta ecuación tiene algunas similitudes con la ecuación canónica de la elipse de se- 


2 
miejes a y b ga } Se diferencian sólo en un signo. Mientras que en la ecuación 
canónica de la elipse los coeficientes de x? e y? son de igual signo, en la de la hipérbola son 
distintos. Esto hará a sus gráficas noe distintas. 
Para trazar la gráfica de la curva H: =- < = 1, se puede observar que: 
a? 


Ri H es simétrica con respecto al eje y, pues V(x; y) eH se its que (-x; y) H, 
2 


NE 2 2 
Demostración: a -E a Zs 


$ H es simétrica con respecto al eje x, pues V(x; y) € H se cumple que (x;- y) H, 


x 
Demostración: ~-= -4 =l 
a? 


R H está centrada en (0; 0), pues V(x; y) e H se cumple que (-x;-— y) e H. 


Demostración: —_— —= FR 2 Lo e == 1 
a E g p 
3 Si (x y) E H, entonces |x >la] (no existen puntos tales que —a <x< a). 
2 2 2 2 2 
Demostración: plas =1+421 >Lai=x 24”, luego liza (asu- 
a g a Tana 


miendo a positivo). 
© H intercepta al eje x en los puntos (a; 0) y (~a; 0). 


2 2 
y xx 0 
Demostración: pls = =>x=+a 
a 
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2 2 


n : A 3 0 o 
2 H no intercepta al eje y. Demostración: — r =1> y =-b"=> yeR, 
a 





Le si una de las aidai de un punto aumenta en valor absoluto, la cur- 


. b : 
va se aproxima a las rectas y =+—x, denominadas asíntotas. 
a 





Con todas estas observaciones se puede trazar la gráfica. (Ver figura 3-65.) 
Figura 3-65 





3.8.2 Elementos de la hipérbola E-La 


Focos: F, = (6; 0) y F, =(6 0). 

Centr: C=(0, 0) 

Vértices: V, = (-a; 0) y V, = (a; 0). Vértices ficticios: V, = (0; b) y V, = (0; —b) 

Eje focal: recta que contiene los vértices. Eje normal: recta que contiene los vértices 
ficticios, 
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[sT | = longitud del lado recto. 
|E E, |=2c , distancia interfocal. 


v¡v,|= 2a , longitud del eje transverso. 
2 2 
Se deja a cargo del lector mostrar que z - a =1 representa la hipérbola con focos en 
(0; c) y (0; —c); donde a? +b?*=c?. a 
En este caso, el eje focal coincide con el eje y y el eje normal con el eje x. [RE =2c, 
distancia interfocal, y AZ |=2b, es la longitud del eje transverso. 





x? 2 y x? 
Si se desea integrar las ecuaciones — — Lat y <S-%=1 y en una sola expresión 
a b p? a 


2 2 
puede escribirse Tt (el signo positivo igual a la primera, el signo negativo a 
a i 


2 


2 
la segunda). Se dice que F = S =:+1 representa dos hipérbolas conjugadas. 





Determinar una ecuación de las hipérbolas con eje focal coincidente con los ejes, sa- 
biendo que sus focos equidistan del origen de coordenadas, y siendo la distancia entre 
los mismos de 4/3. Además, para cada una, sus asíntotas forman un ángulo de 90", 
Precisar la ubicación de los vértices. 


Ejemplo 22 









Solución 






Las ecuaciones de asíntotas buscadas (una con eje focal y, otra con eje focal x) son: 
2 x? x? 2 a 
e Y Togel para ambas a° +b’ =c" 





Figura 3-67 
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IRE J=20=4/3=c=243 luego a+b’ =(2/3) =12 


También para ambas hipérbolas, las asíntotas tienen ecuación 
ay—bx=0 
ay+bx=0' 


| 
a 


1, =(—b, a) y ñ, =(b, a) son vectores normales a cada una de las rectas. 
Delos datos, 7 ‘7, = |7,|cos (90°) = (-b, a): (b, a)=0= -b° +a? =0 


2 2 


2 
=a =b" = =6 , Las hipérbolas son 2 
2 6 6 


Advierta que son conjugadas. 


A las hipérbolas que, 
igual que éstas, tienen 
sus asíntotas perpen- 
diculares, se les deno- 
mina equiláteras, 


3.8.3 Ecuación ordinaria de la hipérbola 


Figura 3-68 





Consideremos ahora el caso para el cual se determina la ecuación 
de la hipérbola con eje focal paralelo a uno de los ejes coordenados, 
centrada en C(h; k). 

Al igual que lo hicimos con las parábolas y las elipses, utilizare- 
mos una transformación de coordenadas para determinar la ecua- 
ción buscada. Se debe utilizar un sistema de coordenadas ficticio 
x'y' (de ejes paralelos al sistema dado) con respecto al cual sea co- 
nocida una ecuación del lugar geométrico. Es por ello que el nuevo 
sistema de referencia se ubica con origen en el centro de la hipérbola 

, x? 12 12 y”? 
(del apartado anterior, P E =lo > mrs 1) 


208 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


Utilizando las ecuaciones de transformación x=x' +h; y= y +k. la ecuación resul. 
ta ser: 






2 


eN h 
a”. Sn q - i, 


Los vértičes se ubicarán en V, =(} 












¿Para qué valores de tla ecuación x° -2y +2x+12y +t —18=0 representa una hipér- ` 
bola con ejes paralelos a los ejes coordenados? ¿Cuál es el centro? ¿Dónde se ubican los 
vértices? i 
Solución 
Se operará sobre x* -2y? +2x+12y+1*-18=0 para llevarla a la forma 

ssy E Y 

(x h) 2 as =+1 
a 


Para ello, se deben completar los cuadrados 


Ejemplo 23 


+2 2Uy? -6y)=18-1* >x +2x+1-2Uy”-6y+9)=18-1*+1-18=> 


e 

"e hE 
-reski 
seta 


Eo 


(x+1} -2Xy-3f =1-t 
El valor de 1 — £* determina que esta ecuación sea o no la de una hipérbola. 
(x+? 2Ay-3) (x+? (y-3Y 
A 
l-t l-ż l-t 1-f 
2 
Todas las integrantes de esta familia comparten el centro (—1; 3) y las asíntotas 


w Q-t)0 =1, familia de hipérbolas. 


+ +1)= y-3. A su vez, a las hipérbolas de esta familia se les puede separar en dos ñ 


grupos. 
4). .(1-£)>0 (esto.es: =1<1<1) E 


2 _qy 
== - wa Hipérbolas con eje focal paralelo al eje x (y = 3). 


2 
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ii) (1-:)<0 (esto es: t< —1 v t> 1) 
(t (y-a 
re e 
2 
forma equivalente, con denominadores positivos, es 


ay 2 
EL — S =1 Hipérbolas con eje focal paralelo al eje (x = —1). 


2 


Los denominadores de =] son ambos negativos. Una 













@ 1- =0 (esto es: t= +1) 


(x+1) -2(y-3y =0=3 (0417 =(y-3) 





l 
t—=(x+1)=y-—3. Un par de rectas. 
id 





Figura 3-69 





Estas son las asíntotas de las hipérbolas ante- 
riores. Suele referirse a estas rectas como las 
“hipérbolas degeneradas” de la familia; aun- 
que también es frecuente afirmar que “las hi- 
pérbolas degeneran en un par de rectas que 
se cortan”. 

En la figura 3-69 se esquematizan 
algunas de las integrantes de la compleja 
familia. 











3 2 y 
Y 


Pa E 















2 +2x+12y+t*-18=0 










Sobre las longitudes de los ejes trans- 
versos VAA de cada hipérbola es posible 
destacar: ; 














(x+? (y-3Y cl 
Leo 1-1 
2 


[V¡v,|=2a 3 vli-=té=ay-1<t<1 ; luego,0<a<l ; 0<|v,v,|<2 





E- Hipérbolas con eje focal paralelo al eje x; y = 3: 






(3 Gt) 
A 
t —1 t*-1 

2 


Vv=2b ; [E soyka, hegit, 0<|WV,|< es 





El Hipérbolas con eje focal paralelo al ejey ; x=-l: 
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Ejercicio 3-19 
Para cada ítem, encontrar una ecuación de la hipérbola con eje focal paralelo a uno del 
ejes coordenados, dar los elementos principales, y graficar: 


a) La distancia entre sus vértices es de 4 y tiene asíntotas y = +2x. 
b) Sus vértices están en (+25 ; 1) y tiene asíntotas y = 1 + 2x. 





c) Tiene vértices en (i; 14 4/3 ) y distancia focal de 4. 
d) Uno de sus focos está en (1; 3) y sus asíntotas son y—1= +/3(x—1). 
e) Sus asíntotas son 3y = 7 + 4x y 3y = —1 — 4x, no corta al eje x, contiene los puntas 


19 13 
g= 0;-— 
(+3 )o(0-3) 
A a RES 
Ejercicio 3-20 


2 2 
¿Para qué valores de t la recta y= x +t corta a la hipérbola E = T =1? Graficar. 








Ejercicio 3-21 
2 


2 2 
Mostrar que el lado recto de la hipérbola L-L-=10s -i mientras que el dé 


e F 
2 2 2 
LE r 
boa b 
Determinar las ecuaciones de todas las hipérbolas centradas en el origen con lado recto 
igual a 3, 


itg 


A eee A n 
Ejercicio 3-22 
Determinar si cada ecuación representa una hipérbola; en caso afirmativo, reescribirla 3 


la forma ordinaria. 
a) 16x? -9y? +96x-—72y-144=0; b) y +x?-72y-145=0; 
c) 2y+2x-2x+10y-19=0; d) —y +9x* -8y-16=0. 











Análisis de la ecuación general de segundo grado 
en dos variables 


En este capítulo ya se hizo referencia a dos ecuaciones de segundo grado en dos variables: 
Ecuación general Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey+F=0 
Ecuación general incompleta Ax*+Cy? +Dx+Ey+F=0 


La segunda ecuación es un caso particular de la primera (sin término xy, esto es, B = 0). 


3.9.1 
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Ecuación general de segundo grado incompleta y cónicas: 
condición necesaria 


A continuación se prueba que elipses, parábolas e hipérbolas con ejes focales paralelos a 
uno de los ejes coordenados pueden ser descritas por una ecuación de segundo grado in- 
completa, y se analizan los valores posibles de los coeficientes. 


La ecuación ordinaria de la elipse —— - ey ¿Y mn =1 puede ser reescrita para trans- 
formarla en una ecuación de segundo a de la siguiente forma: 
Se establece un denominador común y se opera: 
DUx—h? +4 (y -ky 
a 


Pxh ra ly =b ; lara ly 2 yk + k?)=0*b?, 


=] = 


bx 2hb’ x+b h tay 2a ky +a k -ab =o, 


b e ta y toho etak yth h ta k mah =O 
Ae +Cy + Dx + Ey + F =0 


Esta ecuación expresa que la elipse puede ser escrita mediante una ecuación de segundo 
grado. Ahora bien, es necesario que los coeficientes A y B tengan igual signo. Recordemos que 
& y b son positivos (si se multiplica por una constante ambos miembros de la ecuación, 
los coeficientes A y B ya no serán &? y b’, pero seguirán teniendo el mismo signo). Si en 
particular A = B (equivalente a b?= a°), la ecuación trata de un caso particular de la elipse: 
una circunferencia. 


Se utiliza el mismo razonamiento para la hipérbola =:+1; conclu- 


(hy (y-k) 
a’ b’ 
yendo que es necesario que A y B tengan distinto signo: 
Pesa) y ab) atado) yr tt? azat? =0 
o o a O perl, a pra a pi 
Ax + Cy + Dx + Ey + F =Ú 
Dado que —b* y a? tienen distintos signos para que la ecuación de segundo grado in- 


cornpleta represente una hipérbola es necesario que sig A + sig B. 
Al operar sobre cada una de las ecuaciones ordinarias de las parábolas, 


yl 
ayu ;  4ely~k)=(x~-h} ; 4oy-4dk=x*-2xh+h? ; 


x +2) + (4) y + tó +4k= 0 
remer TE re PF . m0 


: Y i a go, ese E y 
= A s 4d h=ly AY; 4toa-4h=y-2ky+rk ; 
c 


z +(4c)x+(2k) y ++ 4ch= 0 
G + Dx x+ E y+ y+ po =0 
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3.9.2 


En ambas, A- C=0. Es necesario que uno, y sólo uno, de los dos coeficientes de los términos 
cuadráticos se anule. En el caso de que los dos términos cuadráticos se anularan conjunta- 
mente, la ecuación representaría a una recta y por supuesto no es una ecuación de segundo 
grado sino lineal. Para denotar que sólo un término se anula, agregamos a A-C=0 la 
restricción A + C#0. 


Ecuación general de segundo grado incompleta y cónicas; 
condición suficiente 
En el apartado anterior se concluyó que para que Ax? +Cy? + Dx + Ey+F=0 represente 


una elipse, sig (A) = sig (C). La pregunta consiguiente será, ¿siempre que sig (A) = sig (C), 
la ecuación representa una elipse? La respuesta fue adelantada en varios ejercicios. Com- 


pletando los cuadrados; 


Ax* + Dx+Cy* +Ey+F=0 (+ p= Dro» +Ey)=-r 


2 2 2 
e2 2) Jedy «EE A ) ]--r+4{2) (2) 
A \2A 2C 2A 2C 
2 2 2 
]- a pia 


2A 2C 4A 4C 


El primer miembro tiene el signo de A (ya que los cuadrados son positivos y C, por 
condición necesaria, tiene el mismo signo que A). Luego, será condición suficiente que el 
segundo miembro tenga igual signo que el primero, esto es: 


(192) + y+ Ey 


p E) 
pea lA 
sl METE cid 


Esta condición resulta difícil de recordar, así que se enunciará de otra forma: he 
Dada Ax? +Dx+Cy? + Ey+F=0, donde sig (A) = sig (C), y llamando h= ser 


2 2 
y t=-F4—-+-—, se reescribe como 

2G 4A 4C 
Alx—-h? +C(y—-kY =t si, sig (£) = sig (4), entonces es una elipse. 

Si sig (t) + sig (A), no se representa ningún lugar geométrico (la adición de dos suman- 
dos de igual signo no puede arrojar un sumando con signo contrario). 

Si t = 0 representará el punto (h; k). Existe una única posibilidad de que la suma 
de dos términos de igual signo sea nula, y que los dos términos sean nulos; en este caso, 
x-h=0ey-h=0. 

Al proceder de manera similar para los demás casos, es posible agregar a las condicio- 
Nes necesarias, vistas anteriormente, las condiciones suficientes. 

Por ejemplo, la Ax? + Dx + Ey+F=0 cumple con la condición necesaria para repre- 
sentar una parábola. Pero si E= 0, la ecuación se reduce a una expresión cuadrática en una 
variable la cual, dependiendo del signo de su discriminante (D? — 4AF), puede tener una, 
dos o ninguna soluciones reales. Los lugares geométricos serán una recta (x= x), dos rec- 
tas (x=x, y x=x,) o ningún lugar geométrico, respectivamente 
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En el siguiente cuadro se resumen las condiciones necesarias y las suficientes para que 
una ecuación de segundo grado incompleta represente una cónica. Como todo resumen, 
no tiene el propósito de ser memorizado sino entendido. Cada uno de los cuadros debe 
poder ser justificado. 


Resumen de cónicas con ejes focales paralelos a los ejes coordenados 


| Luego de evar a a la a ; 
US - nia 


Tugo de Tea ala forma o 
ACNE E =E 


A Si t= -0, representa el punto A ». JA 
Si sig (y z sE (AA. Jg. 


(no se anulan a 


Pee a a cab. Sif= 0, Oy representa un pr decis que se cruzan, 





3.9.3 Cónicas y la ecuación de segundo grado completa 


A través de tres ejemplos desarrollados en este capítulo, es posible concluir que las condi- 
ciones del cuadro anterior no se aplican rigurosamente a las cónicas con eje focal no para- 
lelo a uno de los ejes coordenados. En ejemplos de rotación se mostró que: 


2 2 


El yx= 1 se transformó en Al, Advierta que en la hipérbola yx=1,A=C=0 


(ejemplo visto en la sección denominada Transformación de rotación). 
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2 2 
H e T =1 se transformó en —13x* + 84 3xy — 21y? +225=0. En este caso, sig (4) = 


sig (B). (Ver ejemplo 17, sección Elipse.) 


H 3y=x2 setransformó en V2x? +2 /2xy + V2y* -6x+6y=0. Advierta que en este caso 
la parábola no verifica A-C=0. 


Se puede observar que las tres formas comparten la particularidad de tener un término xy. 


Figura 3-70 





Las condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales se puede asegurar que una ecuación 
Ax? + Bey + Cy + Dx + Ey+F=0 representa un tipo de cónica se tratarán en el capítulo 
10, Diagonalización. 


Ejemplo 24 Describir el lugar geométrico x° + p(1— y?)=0 para los distintos valores del parámetro 
p. Representar gráficamente los distintos lugares, 


Solución 


lgx?+p(1-y)=0 => x*+p- py? =0. Por ser una ecuación de segundo grado in- 
completa representará una cónica (o un caso límite de cónica) con ejes paralelos a los 
ejes coordenados. De acuerdo con el resumen anterior 

(x -py =-p; A=1;C=-p; D=E=0yt=~p), el lugar será: 


3 Una elipse sólo si sig (A) = sig (C), luego sig (1) = sig (—p). Es necesario entonces que . 
p<0. Advierta que se verifica la condición suficiente, ya que sig (A) = sig (t). Como 
un caso particular, si además p =—1 es una circunferencia (A = C). En resumen, 


YVp<0apæ#-l; elipse 


Sip=-—l; circunferencia. 


Una hipérbola sólo si sig (A) = sig (~C), luego sig (1) = sig (p). Es necesario enton- 
ces que p > 0. Advierta que se verifica la condición suficiente ya que t = -p + 0. En 
resumen, 


Vp>0; hipérbolas con eje focal eje y. 





|- Figura 3-71 


p>0 


O 
A 
a 











t 
OS 


IN. 





Ejercicio 3-23 
Describir el lugar geométrico que representa cada ecuación de segundo grado, y graficar. 


a) 
c) 
e) 
8) 


23-2x—x* -12y=0 
2y-y =5+8x 
2y- =0 ç 


4y’ +16x° —l6x+20y +779=0 


Una parábola sólo si A- C=0 = 1. (-p)=0.p=0es 
condición necesaria. Sin embargo, este valor del pa- 
rámetro no supera la condición suficiente dado que 
E = 0. La ecuación se reduce a x? = 0), esto es la recta 
x= 0; ecuación del eje y. 


b) 
d) 


f) 
h) 
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-23—8x +4x* +18y+9y* =0 
18x+9x* +2y- y? =1 
<1-4t-2x—x* +4ty=0 


4y” +16x” —16x+20y+29=0 





Excentricidad y definición general de cónica 


Hasta aquí se mencionó que parábolas, hipérbolas y elipses formaban un conjunto de 
curvas denominadas cónicas, y que la razón para reunirlas es que todas son producto de la 
intersección de planos con una superficie cónica circular recta. Pero, como se mostró, ésta 
no es una manera totalmente válida de definición, ya que algunas de las intersecciones no 
son cónicas (una recta, un punto o un par de rectas). A continuación se establece la defi- 
nición formal de cónica. 
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Figura 3-72 


dist (P; F) 
dist(P;r)' 
es, para cada cónica, una constante positiva (e > 0), por tratarse del cociente de dos dig. 


tancias. 
Usamos esta definición, y considerando a F ubicado en (c; 0) y a la recta x=0, el lugar 


(x-y +y? 


geométrico estará dado por e= | | 
x 


A la relación mencionada se le denomina excentricidad de la cónica e= 


Notar que c+ 0, ya que por definición P £ r. 
Al operar: (1-e*)x*-20x+ y? =-c (0) 


Esta es una ecuación de segundo grado con un parámetro e, positivo (c es una cons- 
tante). Utilizando el cuadro anterior (Resumen de cónicas): 





E Sie=1,4=0;C*0ycx+0(F £ 1): parábola. 
2 Sie> 1, sig (A) + sig (B): hipérbola. * 
El Si0<e< 1, sig (A) = sig (B): elipse. * 





Además, debe advertirse que esta definición formal de cónica 
excluye a las circunferencias. 

En la figura 3-72 se esquematizan las curvas para los distintos 
valores del parámetro e. Advierta que elipses e hipérbolas tienen 
igual eje focal pero varían su centro para los distintos parámetros e, 

El valor de e juega un papel importante no sólo para distinguir 
la cónica sino, como la figura anterior permite intuir, para diferen- 


DM -__—— 

I o 

== Y 
md 


>> xpe<1 . : 4 
7 ciar en forma de gráfica las hipérbolas de las elipses. 


Puede demostrarse que la excentricidad de una elipse y de una 


e= 1 2 
] hipérbola se calcula con e= £, siendo c la semidistancia entre focos 
e>1 a 
y a la semidistancia entre vértices, 
g =b’ ey 
a) En elipses, e=— y (2) (aquí a es la longitud del semieje mayor y b la 
a a a j 


del menor). 
Sib << a, e= 1, la elipse es alargada; mientras que si b = a, la elipse se parece a una 
circunferencia, e = 0. Es de destacar que si e=- se hace extensiva a la circunferencia 
a 


resultará e = 0 (se interpreta como curva perfectamente centrada). 


s +b? 


b) En bipérbolas, e=- =————= n? ) (aquí a es la semilongitud del eje trans- 


verso). 





AA e 2,2 

* Si se completan los cuadrados en la ecuación (I), se obtiene (i-e =- : z) +7 3 , y siendo 
-e 

2 e? 


ce 
ra #0 se verá que cumple también con la condición suficiente. 


Figura 3-73 





Ejemplo 25 


Figura 3-74 


Ejemplo 26 
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Si b << a, ez 1, la hipérbola es más curva; y si b >> a, la excentricidad es e >> 1 y la 
elipse se parece cada vez más a un par de rectas. 


En la figura 3-73 presentamos 
b) p un resumen acerca de cómo influ- 
e aumenta ye la excentricidad en la forma de 

las elipses y las hipérbolas. 





Hipérbolas 
Z 


2 2 2 2 
Graficar las elipses LL y 24-24-21, indicando sus focos. Determinar la elip- 
200 128 25 169 3 


se de mayor excentricidad. 
Solución 
2 2 2 


z oy x y 


ds + 


200 128 (10 y (s Jay 
/200—128 


semieje mayor 420010, e= Eo =0.6 
200 


zk 


2 2 


6/2 1042 td, E 


— + K—= 
25 169 5? 


16925 _1 


ais 2 Ls 
semieje mayor e= i > =0.92 (es la de mayor excentricidad). 


Graficar las hipérbolas 4y? —x?+4=0y 4y?—x?-4=0 y sus asíntotas. Determinar la 
hipérbola de mayor excentricidad. 


Solución z 
2 2 2 2 2 


s a x x a a x 
Escritas en su forma canónica son —— Es =ly ——=1. Tienen asíntotas; —-— y? =0, 
PP er 4 


y =10.5x (son hipérbolas conjugadas). 


La distancia del centro al foco (para ambas) es c= 24 Y = J5 
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Figura 3-75 


X 


Ejercicio 3-24 


2 
44 5 
La hipérbola Z= y? =] tiene excentricidad e= E 112 


2 2 
ns S 
La hipérbola ir - F =] tiene excentricidad e = g =2.24 


Es la de mayor excentricidad. 

En el caso de la elipse, la excentricidad será mayor cuanto 
más se acerque el foco al vértice homólogo. En las hipérbolas, | 
cuanto más se aleje. 





Calcular la excentricidad de las hipérbolas equiláteras. 
caia 





- Figura 3-76 
a) 


Yo 





cop 


ï. -PF 





Algunas propiedades de las cónicas y sus aplicaciones 


Las cónicas tienen muchas aplicaciones tecnoló- 
gicas derivadas de las interesantes propiedades 
geométricas que las constituyen. A continua- 
ción trataremos algunas de estas propiedades. 

Dada la parábola p: 4ex = J’, t 2ex = yy + 
2cx, = 0 es la recta tangente en P = (x, y,) (se 
puede verificar mostrando que la intersección 
entre ty p es única). Como se conoce la ecuación 
explícita, sabemos que el vector (2c; —y,) es nor- 
mal a t, y se le denomina ñ. Sea F= (c; 0) el foco, 
de la parábola y PF el vector que une P con F, 
¡ =(1;0), el versor fundamental (y a la vez el 
vector dirección de la recta y = y,). 

Sean æ y f el ángulo que forma ñ con, 
PFel, respectivamente. Demostraremos que 
=P cualquiera que sea el punto P de la parábola. * 
Para demostrarlo, se calculan sus cosenos. i 


FOCHA 


— > > CO 
| fre E ER mu. e + y, 


2c(c—x ler 


ze ) ; 
aE 3 


, ya que P £p reemplazando 4x =y? 
le AI ei p 
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ii E A —2ex, Háx, 2c o Wta, Oo 
Ja + Ed 20 +40, ae PF e +20x, +x 
2c(c+x,) 


TF] > cos a ===, y comparando cos f =cos & 
qir E Jl ctx) u +y; 


Luego, para todo punto de la parábola a = 6. 

Si la parábola es reflejante (un espejo) y en el foco se coloca una fuente de luz, por las 
leyes de reflexión, en el punto de incidencia el rayo incidente y el rayo reflejado formarán el 
mismo ángulo con la normal. Por lo demostrado anteriormente, el rayo reflejado será ho- 
rizontal (paralelo al eje focal). En óptica suele enunciarse: “Todos los rayos que parten del 
foco se reflejarán paralelos al eje focal”. Los faros de los automotores utilizan esta propie- 
dad geométrica de las parábolas, dado que con una fuente de luz relativamente débil (con- 

sume poca energía) colocada en el foco de un espejo de sección parabólica 
b) se obtiene, por reflexión, un potente haz de luz dirigido hacia adelante. 
Las antenas parabólicas de recepción de señales electromagnéticas 
también usan esta propiedad, pero a la inversa: los rayos que llegan del 
espacio exterior (prácticamente horizontales debido a que provienen de 
otra fuente lejana) se reflejan dentro de la antena y pasarán por el foco de 
la parábola. Es ahí donde se coloca el receptor de la señal (figura 3-77). 
Las elipses tienen una propiedad similar (ver figura 3-78) que se uti- 
liza tanto en el diseño arquitectónico (acústica) como en bioingeniería (la 
fragmentación por ondas de choque de cálculos renales o hepáticos utili- 
zan una cámara reflectora elíptica y metálica, en uno de sus focos se coloca 
el emisor de las ondas que atraviesan partes blandas y se concentran en el 
otro foco, donde se ubica el cálculo a desintegrar). 


Figura 3-77 


a) 


Emisor Receptor 


Figura 3-78 
a) 





Ejercicio 3-25 
Resolver la situación inicial 1 del capítulo 3. 








Ejercicio 3-26 
Para construir la base circular de un tanque de forma cilindrica, se replantean en el terreno 


tres puntos cuyas coordenadas, expresadas en metros con respecto a un sistema de referen- 
cia local, son A(5; 3), B(6; 2) y C(3; —1). Se pide: 
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3.12.1 


a) Determinar una ecuación de la circunferencia de la base y expresarla en la forma ge, 
neral de la ecuación de segundo grado. 

b) Sila altura del tanque es de 2,60 metros, ¿cuál es su volumen? 

c) Si en ese tanque se quieren colocar 34,12 toneladas de un fluido cuyo peso específica 
es de 1,08 kg/dm*, ¿cuál debería ser la altura mínima del tanque para recibir la totali: 
dad de dicha carga? l 


Ejercicio 3-27 
El arco parabólico de una iglesia de estilo gótico tiene una altura de 25 metros y luz (ancho 
en coincidencia con su base) de 40 metros. Adopte un sistema de coordenadas adecuado. 


para que uno de los ejes coincida con el eje de simetría de la parábola, y obtenga la altura de 
los puntos ubicados sobre la base a ambos lados del eje de simetría y a 8 metros de éste, 


A AEEA PO EAEN AA AAA E E S EER A D ENEA EAA AAAA E AER E A EAEAN ER AE E AA A N A SAAR EAEE 


Ejercicio 3-28 

La Tierra describe una órbita elíptica alrededor del Sol, conforme establece una de las leyes 
de Kepler, encontrándose el Sol en coincidencia con uno de los focos. Conociendo que el 
semidiámetro mayor de la elipse tiene una longitud de aproximadamente 148 500 000 km, 
y que la excentricidad es del orden de 5 , determine las distancias máxima y mínima que 
separan a la Tierra del Sol. 











Formas paramétricas de las cónicas 


Conceptos previos 


En el capítulo 2, Recta en el plano, se trataron distintas ecuaciones de una recta, Así, una 
recta en R? puede expresarse a través de: i 

3 Una ecuación implícita o general: r: Ax + By + C = 0 o r: A(x- x) + B(y - y,) =0, 

E) una ecuación explícita r: y = mx + b, o en un caso límite r: x= b, 

El una ecuación paramétrica vectorial r: (26 y) = (x, Y) +1(d;d,); cond ER y el vector 

director distinto del vector nulo, 

Zi un sistema de ecuaciones denominado ecuaciones paramétricas cartesianas o forma 

x=x, +Ad, 


„AER yel vector director no nulo. 
y=y,+Ad, 


paramétrica de la recta rd 


Igual tratamiento pueden recibir las cónicas. En particular, en esta sección se tratarán las 
formas paramétricas más comunes de estas curvas. 


-..Se denomina ecuaciones: paramétricas de una c 
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Muchas veces los lugares geométricos surgen “naturalmente” con un parámetro. 

Así por ejemplo, usando conceptos de la física se puede mostrar que un proyectil lan- 
zado desde un punto P(x, y,) con rapidez v, y ángulo a: se mueve sobre una curva cuyas 
ecuaciones paramétricas son: 


X=xX, +1, COS 1044 
T ag donde g, Vy Xy Ya Y g son constantes y t es el parámetro. 
y=y, tY, ener 8 


En este caso, el parámetro tiene una interpretación importante: es el tiempo transcu- 
rrido desde el lanzamiento, por lo tanto t> 0. 


Figura 3-79 La trayectoria también pudo ser representada en la forma explícita. Esto se 
3) logra eliminando el parámetro. 
y En este caso, de la primer ecuación paramétrica x =x, + v, COS at => 


=x, 


n > 
CAS y, cosa! 
xX 


Reemplazando este valor en la segunda ecuación paramétrica. 





¿Hay impacto? 


=y +v (x-x )tga La 
a E 0/'8 257208 a 






trayectoria del proyectil es una parábola (o parte de ella si se tiene en cuenta que 
el proyectil sólo puede moverse en un sentido y que en algún momento el suelo u 
otra superficie lo detendrán). 


pas Advierta que la ecuación explícita responde a la forma y = a + bx + cx”. Luego la 


Xx 
Sí, los proyectiles están 


al mismo tiempo Esta es una opción para representar una curva dada en forma paramétrica: 
enel mismo punto eliminar el parámetro y representar la curva dada en otra forma. 
o Se tienen entonces dos formas de representar el movimiento: una paramé- 


trica y otra explícita (o implícita). A veces conviene el manejo de una, otras veces 


2 r el de la otra. En este ejemplo, la ecuación explícita tiene la ventaja que permite 
concluir sobre la forma parabólica de la trayectoria. 
La ecuación paramétrica tiene un gran atributo: permite individualizar los 
, puntos por donde pasará el proyectil (al igual que la explícita), pero además pre- 
cisa el momento en que ocurre. 
x Así, cuando tenemos dos proyectiles moviéndose en distintas trayectorias 
Y 


dadas mediante ecuaciones explícitas no se podría determinar si colisionan. Sólo 
es posible saber si las trayectorias de los mismos se cortan, esto es, que ambos 
proyectiles pasen por un punto, pero no si lo hacen al mismo tiempo ya que el 
- parámetro tiempo fue eliminado. En la figura 3-79 se ejemplifica con distintas 
situaciones. 
No siempre el parámetro escogido para representar una curva es el tiempo. 
No, los proyectiles Por ejemplo, al representar un punto de una circunferencia de radio r, que rueda 
están en distintos puntos sin resbalar sobre una recta, los matemáticos eligen como parámetro para indivi- 
en todo momento dualizar las distintas posiciones P el ángulo 6 de giro de la rueda. 
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Figura 3-80 





Es posible mostrar que la curva descrita por el punto, denominada cicloide, se repre- 
=r(0 —sen 0 

senta paramétricamente como se 
y=r(1—cos 8) 


Aquí, intentar eliminar el parámetro no ayudará a construir el gráfico, sino que una 
tabla de valores o un programa computacional será de mayor utilidad. 


$ 
se desconoce su gráfica. Usando un software se obtiene: 


Advierta que la ecuación será x= acc - 2) narcos 2) de la cual 


Figura 3-81 


16) VA) 


2ar Zar 
l Y (5 
Y 

2er 2ar 


Ox) YE 0) 


Si la rueda se mueve con velocidad angular constante «o, el ángulo O puede ser expresa- 


x=r(œ@t-sen wt) 


do mediante wt y la curva | , siendo ahora el tiempo el parámetro. 


y =r(1—cos wt) 
Luego, tenemos aquí diferentes representaciones paramétricas para la misma curva. ` 


x=x, + Ad, 


Similar situación existe en el caso de una recta "| . En ésta, (x,5 y,) es un: 


y=J, + dd, 
Punto de la recta y (d; d,) es un vector no nulo en dirección de la recta. 

Para la misma recta, es posible elegir infinitos pares (x; Yy) así como también infinitos 
vectores no nulos (4; d,) (siendo todos proporcionales). 

_ Este simple ejemplo muestra que las ecuaciones paramétricas de una curva no son: 

únicas y que, para la misma curva, pueden elegirse distintos parámetros. p 

Teniendo esto presente, lo que estudiaremos como formas paramétricas de las cónicas 
son las más usuales, pero bajo ningún punto de vista las úniċas. 
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3.12.2 Formas paramétricas de las cónicas 


3.12.2.1 Forma paramétrica de la circunferencia 


En la sección 3.5. Circunferencia se concluyó que la circunferencia de centro 
en C(h; k) y radio r puede ser representada vectorial Icp| =r y algebraicamente 
con (x — h)? + (y — k)? = r% denominada ecuación ordinaria de la circunfe- 
rencia. 

Si se usa el ángulo O para dar las coordenadas (x; y) del punto, se tiene 
x=h-+rcos 0, y =k-+r sen 6. Juntas, dan una forma paramétrica de la circun- 


Figura 3-82 


. lx=h+rcosÓ0 
ferencia 


observemos que para generar toda la circunferencia 9 
y=k+rsen0 


deberá variar desde O hasta 277. 

No es la única forma de llegar a esta ecuación. Si se parte de la ordinaria 
(x — hy + (y = k)? =13; se puede reescribir 

2 2 z 2 
A 
r r r r 

Se buscan entonces dos sumandos positivos que adicionados den siempre 1. Aquí se 

hará uso de la identidad trigonométrica cos? 9 + sen? 0 =1. 


2 2 2 2 
NIN 





sen? 0 cos?’ © cos’  sen*O 
Luego, se tienen al menos ocho representaciones paramétricas para la misma circun- 
ferencia. 
Tres de ellas son, por ejemplo: 
x—h =k a=h+rcos 0 
a) E cost; = sen ð; = 
r ř y=k+rsen0 
x—h —k x=h-—rcos 6 
b) ——=—cos d; = sen p; => 
r r y=k+rsenÚ 
x—h -k x=h+rsenð 
c) ZT ant: mcos D; => 
r r y=k+rcos0 


En todas la extensión del parámetro es 0 <0 < 27. 

En los casos anteriores, el parámetro puede ser interpretado como un ángulo, En 
algunos, un ángulo orientado en sentido horario y en otros en sentido antihorario. En el 
siguiente gráfico se interpretan los tres casos. 


Figura 3-83 
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Ejemplo 27 Determinar cuáles de las siguientes ecuaciones paramétricas representan una circun- E 
ferencia. En el caso de obtener una circunferencia, determinar su centro y el radio. El E 
parámetro t asume los valores que hacen real tanto a x como a y. 


a Sr v) = A cr d) E 


y=3sen0 y=t y =2sen(2t) y=vl-e* 


Solución 

Ninguna de las ecuaciones responde a las formas tradicionales de la circunferencia. Se 
intentará eliminar el parámetro, con la intención de poder reconocer el lugar geométri- 
co que se describe. 


- x=c08 0 
a) 


=> . El parámetro puede tomar cualquier valor; sin embar- 
Se y Pp 
y=3senð 3=*nÓ0 , 
go, al ser seno y coseno funciones periódicas de periodo igual a 27r, el punto P(x; y) 
que genera O y 0 + 270 es el mismo, luego basta elegir te [0, 277]. 

Al elevax al cuadrado los miembros de ambas ecuaciones y sumándolas miem- 
bro a miembro se tendrá 


x’ =cos 0 


T 2 
(2) =sen' O 
3 


2 
aa(Z) =cos' 0 +sen* 0 =1 


2 
Luego, la forma paramétrica verifica x? (2) =]; no es una circunferencia sino 
una elipse, 3 


x=v1-f 
pa 
l Procedemos en forma similar a la anterior para eliminar t: 
Figura 3-84 =P 
+ 
y E t? 
x +y =l- +t =l 


. Los valores que puede asumir t son tales que 1 ~ f 20 = te [~1, 1]. 


Verifica la ecuación x? + y? =1. Sin embargo, advierta que no representa toda 


la circunferencia ya que x=vY1-—+1* >0, Luego representa la semicircunferencia E 
de la derecha, con centro en el origen y radio 1 (ver figura 3-84). o 


0 x=2c08 (21) 
y=2sen(2t) 
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De igual forma: 


+ 
li 
o 
O 
dd 
ru 
Sarna, 
N 
k 
Ne 


2 jee], 
lf 


sen? (2t) 


A|R 
+ 


cos” (24)+ sen? (21)= 1 


Verifica la ecuación x + y? = 4, Además, advierta que al ser sen (2£) y cos (2t) funcio- 
nes periódicas de periodo x, cada punto P(x; y) se genera con el parámetro t+ nrt; n 
€ Z. Luego basta elegir te [0; 7r]; para que la ecuación represente la circunferencia 
con centro en el origen y radio igual a 2. 


ame 
| AP Analizando la extensión del pará- 


2 
pati? Figura 3-85 


metro se concluye que 1< 0, (1-e*20). y 


Al elevar miembro a miembro al cuadrado y 
sumándolos se tiene 


2 
+ y =(e f +(Yi-e* ) , y simplificando, 
Ltt- styl. 
Si bien verifica la ecuación x* + y? = 1, puede 


verse que sir< 0, entonces 0<x<1y0<y<1 (ver 
figura 3-85). 





3.12.2.2 Forma paramétrica de la elipse 
q iy pN? Y 
Si se parte de la ecuación ordinaria BA. + uo =1= ES (3) = 
a a 


Se buscan entonces dos sumandos positivos que adicionados den siempre 1. Aquí nue- 
vamente se hará uso de la identidad trigonométrica cos? 0 + sen? 0 = 1. 


2 2 2 2 
Tda da 
a b a b 
E iy a 
sen?9  cos*8 cost sento 


Como en el caso de la circunferencia, se tienen distintas ecuaciones, siendo 
f =ħ+acos (t) 


t e[0, 27r] la ecuación más utilizada. 
y=k+bsen (t) 
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Ejemplo 28 Escribir tres ecuaciones paramétricas distintas para la elipse 4x? + y + 16x Š 6y+21=0, | 


Solución 
La ecuación puede reescribirse completando cuadrados, 


4x +y + 16x- 6y+21=0, 4( + 4x) + (9 -6y) =-21, 

412 +4x +4) + (y?— 6y +9) =-21+16+9, 4(x +2) + (y - 3) =4; 

-3y 
4 


(+2) + 1 


Las formas distintas pueden ser elegidas, por ejemplo x+2=:+cos(0) e z= = tsen (0), 
Luego, distintas alternativas son: 
ein x=-2-cos(0) 
y=3-2sen(0) y=3-2sen(0) 
Pero también son posibles: 


x=-2+sen (041) x=-2+c05(40) sil 
a inn F ¡et Befo] 


x=-2-—cos(0) 


0 
y =3+2sen(0) Elo, 27] 


0 e[0, 27], | 


8 e[0, 27], O | 





3.12.2.3 Forma paramétrica de la hipérbola 


a bp? b 
la hipérbola tenga un eje focal paralelo al eje x o al y), se buscan entonces dos términos 
positivos que restados arrojen siempre un resultado igual a uno. 
Aquí se puede usar la identidad trigonométrica sec? 0 — tg? 0 = 1 o'cse 0 — ctg 0 =1. 
Entonces, posibles parametrizaciones de las hipérbolas con eje focal x son: 


x=h+asecÓ x z) T_T 
, 0El ==; |U| —;3— 
y=k+btg0 2 2 A 2 


x=h+csc0 
y=k+bctg0” 


2 2 2 2 
Partiendo de la ecuación ordinaria (2) (=) =] (segúñ 
a 


O bien: 
0e(0,27).0%a2 


Posibles parametrizaciones de las hipérbolas con eje focal son: 
=h+at 
y =k+bsec 0 2 2 2" 2 


x=h+ctg0 
y =k+bcsc 0 


O bien: 


; 0El(0;21)A0%57% 


1 
Observación: Cualesquiera de los signos de suma de las ecuaciones anteriores pueden set 
cambiados por un signo de resta. 
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Determinar una forma paramétrica para la hipérbola ?— y? — 2y=0, 





r Ejemplo 29 





Solución 
e Al completar cuadrados la ecuación puede reescribirse como: 
pe 2-p-2y=0> eBopoldol=l=> 2-(y+l=1> (y+1)-2=1, 
Las formas distintas pueden ser elegidas, por ejemplo, de x = ttg (0) e y + 1 = 
+ sec (0). 
Luego, algunas alternativas son: 


x= tg(0) i x= tg(0) i 0 o 

y =-1+sec (0) y =-1- sec (0) 22 2 3 
x =ctg(0) 
y =-1+csc (0) 










Otra alternativa puede ser | 0 E(0; ze), 





= ctg (30 
y otra, un tanto más sofisticada, dl 0el 0; a A0 Ł K 
y =-1+csc (30) 3 3 





Figura 3-86 Observemos que las parametrizaciones anteriores presentan un do- 
minio con restricciones para el parámetro. 

Veamos otra forma de parametrizar la ecuación de una hipérbola. 
Si utilizamos la relación CH? (t) — SH? (£) = 1, que presenta la restricción 
Ch (t) 2 1, podemos parametrizar cada rama de la hipérbola con el pará- 
metro adoptando cualquier valor real. 














En este ejemplo 


x=Sh(t) x=5h(t) 
ai oF pieu a 





representan las ramas superior e inferior, respectivamente, de la hipér- 
bola. 






3.12.2.4 Forma paramétrica de la parábola 


Tengamos en cuenta que la ecuación ordinaria de la parábola de vértice en (h, k) y eje fo- 


(x—h)y 
4c 


, mientras que si su eje es y = k esta ecuación ordinaria se con- 





calx=hes y-k= 


AY 
vierte en x—h= e 
4c 
Es fácil de comprobar que la ecuación de la parábola con vértice en (h, k) y eje focal 
x=h+t 


puede transformarse en pp, tER 





x=h y-k= 


(x-h} 
4c 
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Dejamos para el lector analizar cuál es la transformación análoga de (1) para la pará 


ky 


bola x-h= = de vértice en (h; k) y eje focal y = k. 
É 





Sin embargo, en ambos casos, la forma más sencilla de trabajar es llevando estas ecua? 
ciones ordinarias a una forma del tipo y = ax? + bx + co x= ay + by + c, y elegir como 
parámetro la variable que aparece elevada al cuadrado. 

x=f 


Así, la parábola y=ax°+bx+c puede parametrizarse como , , teR, 
y=at +bt+c ] 


Llevar cada ecuación a una forma implícita, eliminando el parámetro, y representar grá- E 
ficamente las siguientes curvas dadas en forma paramétrica. 


x=t-2 
b) | Ñ , tER 
y=t —4t+4 


d) = , teR; 


Figura 3-87 y= -ltf 


Solución 


x=t 
a) | ,» tER. Eliminando el parámetro => y = x 
pz 


b) pe 


, te 
y=tť —4t+4 


Eliminando el parámetro, de la primera ecuación; reemplazando en la segun- 
das y=(x+2)-4(x+2)+4=> y=xi+4x+4d- di Bro y=x 


2 

x=cos" f 

, tER 
y=cost 


De la segunda ecuación, y = cos t; reemplazando en la primera, x = y?. Sin 
embargo, veamos que es sólo parte de la parábola, ya que si te R, los valores 
de y (y = cos t) se encuentran acotados como —1 < y < 1 y los de x(x = cos t), 
0sSxS<1l 


x= , te [0; + 00) 
De la primera ecuación, x=v/+=t=x?; y reemplazando en la segunda, 


=-1+x? donde, te [0, +00), entonces pes Q ey < 1. Con lo cual la curva está 
definida paramétricamente en una rama de la parábola y = —1 + x 
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Ejercicio 3-29 


Determinar cuáles de las siguientes formas paramétricas corresponden a una circunferen- 
cia con centro sobre el eje y. 


y J*= 2cost | b) O (set) sew 

X e q osa] y =2-—4sen (at) RA 

o oo -eR d x=3+2sen(1) -eR 
y =3—sen(A) y =-2cos(A) 





Ejercicio 3-30 
Graficar las curvas, con el parámetro 9€[0, 11] cuyas formas paramétricas son: 


) A b ie | j papia pae 


y=25sen (0) y=2sen (0) y=1-sen(0) y =1-sen(20) 





Ejercicio 3-31 


Llevar cada ecuación a una forma implícita y representar gráficamente las siguientes curvas 
dadas en forma paramétrica. 


pa e 52) b) pl wi E E 
y=-1+tg(0) 22 y =-1+csc (26) 2 
a E a (22) 
y =1+5h(0) y=-1+tg(0) Ea 


Ejercicio 3-32 
Determinar las intersecciones entre las siguientes curvas y graficar. 


x=/4? x=cos(1) 
; ; 52 
t AeR y e A e[0; 27] 


Recordemos que el hecho de que dos curvas se intersequen significa que existe algún 
punto del plano (podría ser más de uno) que comparten ambas curvas. 

Supongamos quë se cortan en ün único punto; si ese fuera el caso, dicho punto podría 
ser representado por cierto valor para el primer parámetro y por otro valor para el otro 
parámetro, con lo cual conviene asignar nombres distintos a ambos parámetros para no 
confundirlos en las cuentas, pues no tienen por qué ser iguales, 
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Autoevaluación 
Capítulo 3, Secciones cónicas. 


Ejercicio 3-33 


Encontrar una ecuación de la circunferencia de radio 5 que sea tangente a la recta de ecuación 
3x + 4y — 16 = 0, en el punto M(4; 1). 





a 





Ejercicio 3-34 


Obtener la ecuación de la circunferencia concéntrica a otra de ecuación x? + Y — 4x + 6y— 17 =0, y que sea H 
tangente a la recta r: x+2y-6=0, j 











Ejercicio 3-35 


Encontrar y representar gráficamente el lugar geométrico de los puntos del plano que cumplen la condición l a 
de que la distancia de uno paska P(x y) a P(1; 0) duplica su distancia a P,(2;0):. E 





Ejercicio 3-36 


Indicar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Si son verdaderas, demostrarlas; de ser falsas, E 
demostrar o plantear un contraejemplo. E 


a) En la ecuación tx* = 8y — 12 el valor del parámetro para el cual la parábola tiene lado recto 2 es £=4, 


b) La directriz de la parábola 3x* — 9x — 5y =2 es la recta de ecuación y= 5 





c) La excentricidad de una parábola vale 1 0-1. 
d) Una ecuación del tipo Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0 representa una elipse si Až C. 
e) La excentricidad de la elipse es menor que 1. 


CS EN MN 
; ! 


La hipérbola conjugada LE — 
P La hip jug a A 





g) Enuna hipérbola equilátera, la medida del ángulo que forman las asíntotas es de A radianes. 


h) Una hipérbola y su conjugada tienen rectas asíntotas que son ortogonales. 


i) Toda ecuación de la forma Ax + Cy + Dx + Ey +F=0. represen una ip Snp que A y Csean | 
de signos diferentes. E 
j) Dada la ecuación general de segundo grado con des edil para k dio con centro, una traslación E 
adecuada de los ejes coordenados permite eliminar los términos lineales. E 

k) La parábola es una cónica con centro. “i 


E Rag 
AAT 
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Ejercicio 3-37 

Encontrar el lugar geométrico de los puntos del plano que verifican: 

a) Que su diferencia de distancia (considerada en valor absoluto) a los puntos fijos del plano de coordena- 
das (0; 3) y (0; —3) es igual a 5. 

'p) Que la distancia al punto fijo de coordenadas (0; 6) es igual a una vez y media la 
correspondiente a la recta de ecuación y = : 


¿) Que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de coordenadas (0; 4) y (0; -4) es igual a 10. 
d) Que su distancia al punto fijo (3; 2) es la mitad de la correspondiente a la recta de ecuación x=-2, 


MMM aa > : i : : z a E = y A 








Ejercicio 3-38 








‘Encontrar ecuaciones de las rectas tangente p normal a kig parábola de ecuación e- NA : Den ael punto de ¿E 
«coordenadas (2; 1). ) Ao 
















Ejercicio 3-39 








Demostrar quela elipse Za ran =y es interior ral rectángulo li limitado porla lod rectas x 


Ejercicio 3-40 le 
E Bi o ds Ca ; E 
Demostrar: que los puntos de la hipérsola E son, interiore 
: ad, 


yl limitados por las asíntotas que contienen al eje: x: 


Hjeicicio 3 3-41 E i l 
Seal la, ecuación: dela. parábola. ds Aba Demostrar: que: 


a) La parábola pertenece íntegramente a uno de los na determinados s pora la recta paralela ala 
Tectriz trazada por su vértice. te e, 
a b). : La parábola es sólo simétrica con TEspEctp: al ses x 





Eercicio 3:42. A A 
L x=3cos0 E =3sec0 


Sean das ecuaciones paramétricas l 


y= =2 sen p f 
.a) Establecer en cada caso un dominio para el parámetro.. l 
b) ‘Eliminar el parámetro e identificar de qués curvas se: trata. 
:c) ' Representar gráficamente: cada caso. Al E aaa dp ja 
d) Encontrar, si existen, los puntos de encuentro' entre estas. trante dos procesos dis ir 
+... de ellos qang las ecuaciones: paeo y e otro. mediante « ecuaciones: cartesianas. 
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Ejercicio 3-43 
Encuentre una ecuación paramétrica que describa a cada una de las curvas (trazos de cónicas) ilustradas 
continuación. e 


a) 


in ew maa moa mea ms aa o 





Glosario 





Asíntotas de una hipérbola: Recta tal que, a medida que un punto de la hipérbola se aleja - 
indefinidamente de un vértice, la distancia entre ese punto y la recta va disminuyendo, 
pero nunca llega a hacerse nula. ; 


Circunferencia: Lugar geométrico formado por todos los puntos P de un plano que equi- 
distan de un punto fijo del plano, denominado centro. 


Cónica (definición geométrica): Curva formada por la intersección de un plano con la : 
superficie cónica circular recta, donde dicho plano no contiene al vértice de la superficie... 
Se clasifican en elipse, circunferencia, parábola e hipérbola. : 


Cónica degenerada (o falsa cónica o caso límite): Es la intersección de la superficie cóni- | 
ca circular recta con un plano que contiene al vértice de la superficie. Puede ser un punto, ` 
una recta o un par de rectas que se cortan en el vértice de la superficie. 
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Elementos de la elipse: 

Centro de la elipse: punto medio de los focos. 

Eje focal de la elipse: recta que contiene a los focos. 

Eje transverso de la elipse: recta perpendicular al eje focal que contiene al centro de 

la elipse, 

Vértices principales de la elipse: los puntos de la elipse que se encuentran sobre el eje 
focal, 

Vértices secundarios de la elipse: los puntos de la elipse que se encuentran sobre el eje 
transverso. 

Longitud del eje principal: distancia entre los vértices principales. 

Longitud del eje secundario: distancia entre los vértices secundarios. 

Distancia interfocal: distancia entre los focos. 

Lado recto de la elipse: longitud del segmento de recta que es perpendicular al eje fo- 
cal, pasa por uno de los focos, y tiene como extremos dos puntos de la elipse. 


Elementos de la hipérbola: : 
Eje focal de la hipérbola: recta que contiene los focos. 
Centro de la hipérbola: punto medio de los focos. 
Vértices de la hipérbola: intersección de la hipérbola con el eje focal. 
Vértices ficticios de la hipérbola: vértices de su hipérbola conjugada. 
Eje normal: recta que contiene los vértices ficticios, 
Lado recto de la hipérbola: distancia entre los puntos de intersección de la hipérbola 
con la recta perpendicular al eje focal, que contiene a uno de los focos. 
Distancia interfocal de la hipérbola: distancia entre los focos. 
Longitud eje transverso de la hipérbola: distancia entre vértices, 


Elementos de la parábola: 
Eje focal de la parábola: recta que contiene al foco, 
Directriz de la parábola: recta perpendicular al eje focal y donde todo punto de la pa- 
rábola equidista de dicha recta y del foco. 
Vértice de la parábola: intersección de la parábola y su eje focal, 
Lado recto de la parábola: distancia entre los puntos de intersección de la parábola con 
la recta perpendicular al eje focal, que contiene al foco. 


Elipse: es el lugar geométrico formado por todos los puntos de un plano para los cuales se 
cumple que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano, denominados focos, 
permanece constante y mayor que la distancia entre los focos. 


Excentricidad de la elipse: cociente entre la distancia interfocal y la distancia entre vér- 
tices, 

Excentricidad de la hipérbola: cociente entre la distancia interfocal y la distancia entre 
vértices. 

Familia de cónicas: lugar geométrico representado por una ecuación algebraica de segun- 
do grado en dos variables que tiene al menos una constante arbitraria o parámetro, 


Hipérbola: es el lugar geométrico de todos los puntos del plano para los cuales el valor 
absoluto de las diferencias de sus distancias a dos puntos fijos, denominados focos, es cons- 
tante y menor que la distancia entre los focos. 


Hipérbolas conjugadas: hipérbolas que comparten asíntotas y los vértices de una son los 
ficticios de la otra. 
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Hipérbolas equiláteras: hipérbolas cuyas asíntotas son perpendiculares. 

Lugar geométrico de R°: es el conjunto de todos los puntos de R? cuyas coordenadas sa- 
tisfacen una ecuación de la forma Elx; y) =0. 

Parábola: es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de una recta 
fija r, denominada directriz, y de un punto fijo F, exterior a ella, llamado foco. 


Superficie cónica: esla superficie generada por una recta g, denominada generatriz, que se 
mueve de tal manera que pasa siempre por una curva plana fija d llamada curva directriz, 
y por un punto fijo V que no pertenece al plano de la curva, al que se lo denomina vértice 


de la superficie. 





Superficies 


SITUACIÓN INICIAL 1: 


¿Cuál es el objetivo de una empresa? Los economistas normalmente consideran que el 
objetivo de una empresa es maximizar los beneficios. ¿Cómo determinan el beneficio 
de una empresa? La cantidad que recibe la empresa por la venta de su producción se 
denomina ingreso total, La cantidad que paga por la compra de los factores de produc- 
ción se llama costo total. El beneficio es el ingreso total de la empresa menos su costo 
total. En consecuencia, el objetivo de una empresa es conseguir que el beneficio sea el 
máximo posible. 

Si, por ejemplo, el modelo simplificado de la función de beneficio de una empresa 
depende de dos factores de producción, x y y, medidos en miles de unidades moneta- 
rias, es B(x; y)=12750—x?- y? +50x-+100y: 

¿Cuál es la representación geométrica asociada a la función económica beneficio 
de la empresa? 

¿Para qué valores de los factores de producción la empresa tendrá el máximo be- 
neficio? 


SITUACIÓN INICIAL 2: 


El solenoide es un hilo conductor que se enrolla alrededor de una superficie. Si la super- 
ficie es un toroide (o toro), éste se denomina solenoide toroidal. 

El toro es la superficie que se genera por la rotación de una circunferencia de radio 
r alrededor de un eje ubicado a una distancia R del centro de la misma, siendo R2r. 


Figura 4-1 





236 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


En electrotecnia y electrónica el solenoide toroidal es de uso corriente. Por ejemplo, 
en una computadora, este elemento forma parte del cabezal del disco rígido como partg; 
integrante del circuito del mismo. - 

Por sus múltiples usos y para determinar las características del mismo, como el coefi, 
ciente de autoinducción, se debe conocer la ecuación de su superficie. f 

¿Cuál es la ecuación del toro que se muestra en la figura 4-1? 





Las superficies están presentes en todas las ramas de la ingeniería y de la vida cotidiana. 


Figura 4-2 





Las construcciones con formas arquitectónicas como las esquematizadas, tanques con 
formas de superficies esféricas o elipsoides, son muy comunes. 

Desde la antigitedad los paraboloides, casquetes esféricos y elipsoides formaron parte 
de las cúpulas de las grandes construcciones. 

El famoso arquitecto Gaudí fue pionero en utilizar los hiperboloides de una hoja (con- 
sideraba que simbolizaban la luz, ya que ésta entra por el cuello circular y se desliza por 
la superficie). No era la única razón por la cual utilizaba este tipo de superficies. Según su 
criterio, era la que mejor difundía el sonido. Por ello las cubiertas de su quizás más famosa 
obra (aunque inconclusa): la catedral de Barcelona La Sagrada Familia, tiene fragmentos 
de hiperboloides y de paraboloides elípticos. 





Al finalizar la lectura comprensiva y activa de la presente unidad, se espera que el lector 
pueda, dada una ecuación de tres variables F(x; y; z)=0, determinar el lugar geométrico 
(si existe) que representa en el espacio cartesiano (x; y; z) lo que significa estudiar la dispo- 
sición relativa de los puntos cuyas coordenadas verifican la ecuación, 

Los objetivos de esta unidad son: 


El Analizar a través de la ecuación F(x3 y; z)=0 la existencia de simetrías de la superf- 
cie respecto a planos, ejes o de un punto. 


él Identificar superficies de revolución, determinar sus ecuaciones, O trazar sus grá- 
ficas. 


El) Utilizar transformaciones de corrimientos y de proporción en IR?, 





Ejemplo 1 
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E Reconocer las superficies cilíndricas, cónicas, esféricas, paraboloides, hiperboloides y 
elipsoides, identificar sus elementos, sus intersecciones planas y trazar sus gráficas. 

El Analizar el lugar geométrico que representa una ecuación de segundo grado incom- 
pleta en tres variables en el espacio cartesiano (x; y; z). 


Superficies y curvas en R$ en coordenadas cartesianas 


En el capítulo 2 se mostró que todo plano que tiene por vector normal (a;b;c) se re- 
presenta analíticamente por una ecuación del tipo ax+by+cz+d=0, e inversamente la 
ecuación representa un plano (se supone que (a; b; c) +(0; 0; 0). De manera similar, pero 
más general, se pueden definir otras superficies. 





Así, bajo esta definición un plano es una superficie. 

Aunque la definición de superficie usa una ecuación implícita de tres variables 
(F(x; y; 2)=0) , hay algunas en las que no están presentes todas las variables (por ejem- 
plo, el plano x+3z=0), y otras donde la ecuación no está dada en forma implícita 
(+ y =2?). 

También en el capítulo 2 se mostró que los puntos de una recta en el espacio deben 
satisfacer simultáneamente dos ecuaciones del tipo ax+by+cz+d=0 (planos que se in- 
tersecan forman la recta). De manera más general, una curva en el espacio puede estar for- 
mada por el conjunto de todos los puntos P(x; y; z) de R? que satisfacen simultáneamente 
E(x; y;z)=0 y G(x; y;z)=0, si Fy G no son equivalentes y contienen más de un punto en 
común. Geométricamente, la curva es la intersección de las superficies F y G. 

Es de destacar que así como las rectas se pueden expresar en forma paramétrica, una 
curva cualquiera también. Las formas paramétricas de una curva serán tratadas en otro 
capítulo, 


Una superficie esférica es aquella que forman los puntos del espacio que equidistan de 
uno fijo denominado centro. A la distancia entre un punto de la superficie y el centro se 
le denomina radio y, obviamente, no puede ser nula. 

Determinar una ecuación para una superficie esférica de radio R con centro en el 
origen de coordenadas. 


Solución 
El centro es C=(0;0;0) y P=(x3 y3Z) un punto de la superficie, luego la distancia de 


d(C, P) -= f-o) +(y-0) +(2-0)' =R; R>0 


-CaPesk: 
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yx? + y?+2* =R ; elevando al cuadrado ambos miembros e igualando a cero el segund 
detiene x? +y +z =R s x+y tz -R =D 
Note que es una ecuación cuadrática con tres variables. 


Al igual que las curvas en el plano, el estudio de la gráfica de las superficies en el es- 
pacio se simplifica en muchos casos si se analizan simetrías o si se utiliza transformación 
de coordenadas. 





Simetrías 





4.2.1 Simetría respecto a los planos coordenados 








Ha nto P y P son E respecto aun pleno, si Sten corta al segment 
-¡perpendicularmente en el punto medio del segmento: E o ml x 






Por su utilidad práctica se analizan las simetrías respecto a los planos coordenados; 
En la siguiente figura se muestran puntos simétricos respecto a cada uno de los tres planos 


coordenados. 


Figura 4-3 


PU y; z) 







PU y; z) 


p — 


P(x y; 2) ẹ Plx; y; z) 





P(x y; z)a P(x; y; 2) P(x; y; z)a P(x; =y; z) P(x; y; z)a P(X; y;= z) 
simétricos al plano yz simétricos al plano xz simétricos al plano xy 





«Uns superficie S es simétrica respecto: aun ¿plan xsi para cada punto. P de Se existe O 
P’, perteneciente a S y simétrico a P con H pespedo 'al plano: T. ; 
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Las simetrías de la superficie S respecto a los planos coordenados se pueden definir 
así: 


E V(x; yiz)e S3 (-x; y; z)! F(-x; y; z)=0 4S es simétrico respecto al plano 
ACAN 

E V(x; y;z)e S3(x;—y;z)/ F(x;—y;z)=0 48S es simétrico respecto al plano 
xz (y =0). 

BV yzeST y —2)/F(x y;-2)=06$S es simétrico respecto al plano 
xy (z=0). 


Rea pifitica E me 5 l ' a E 
Si la ecuación de la superficie n no se, altera, lada se cambia el signo den una de las E 


Ejemplo 2 Analizar las simetrías respecto a los planos coordenados de las siguientes superficies 


a) zx =0 
b) 2z+xy?-2=0 
c) y—|dx=0 


Solución 

a) z—x*=0 es simétrica respecto al plano x=0, pues z-(-x)?=0 es idéntica a 
z—x? =0, Notar que también es simétrica respecto a y = 0 

b) 22+xy?-2=0 es simétrica respecto al plano y=0, ya que 22+x(-y)-2=0 es 
idéntica a 22+xy?-2=0 


c) y- lzlx= O es simétrica respecto al plano z=0(y- Lax= 0 es idéntica a 
y- [lx =0) 


Figura 4-4 


SIN 
a 


Estas gráficas muestran las tres superficies construidas con computadora, donde se 
visualizan las simetrías de cada una. 
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Ejemplo 3 


4.2.2 Simetría respecto a los ejes coordenados y del origen 





. Una superficie: que es simétrica respecto « de dos planos perpendiculares es s simétrica 
respecto de la recta intersección de los r mismos. ES 








zU paide que es simétrica respecto a tres" planos perpendiculares es simétrica 
respecto al pünta, de intersección de los planos. ++: AS 






Por su simplicidad e implicaciones prácticas interesa resumir las simetrías respecto a 
los planos coordenados, de los ejes coordenados y del origen de coordenadas. 
En el siguiente cuadro se muestran las condiciones para que existan tales simetrías: 







Aantemejon men | 
Fes D= Pey | 
Fl y, 2)=F(x,-y,-z)=0 | 














Fx; y; z)= Flex, - y, -z)=0 





Analizar las simetrías en la superficie de ecuación cuadrática x? + y?+2?*-22=0 


Solución 

Cambiando: 

xpor= (a +y +z? -2z=x° +y +z’ —2z=0: simétrica respecto al plano x=0 
y por y: + yz? 22=x? + y? +2? -22=0 : simétrica respecto al plano y = 0 


z por x + Ya Ue) =x + y +2 42280 + y? +2? -22=0, entonces no 
es simétrica respecto al plano z = 0. 

Finalmente, se puede resumir expresando que x’ +y” +z’ —2z=0 es simétrica res- 
pecto al eje z (ver figura 4-22 de la página 257). 








Capítulo 4 Superficies 241 


Superficies de revolución 


< Una superficie de revolución la genera una curva plana al girar alrededor de una recta, 
coplanar a la curva. A la curva se le llama generatriz y a la recta eje de rotación. 









Muchas de las superficies usadas cotidianamente son superficies de revolución (superficies 
esféricas, cilindro circular recto, cono, etcétera). 

Se estudiarán superficies de revolución cuyos ejes de rotación sean los ejes coordena- 
dos. Por simplicidad, se supone que la generatriz pertenece a uno de los planos coorde- 
nados que contiene al eje de rotación, pero, por supuesto, podría ser cualquier plano que 
contenga al eje de rotación. 

En la siguiente figura se representa una generatriz F(y, z)=0 en el semiplano superior 
yz, pero bien pudo haber sido la que está en el inferior o en ambos. 


Figura 4-5 





Al girar el punto P’ de la generatriz alrededor del eje de rotación describirá una circun- 
ferencia de radio r contenida en un plano perpendicular al eje de rotación. Para todo punto 
de la circunferencia generada por P’: | EP =| EP” [a | Ep” |= ri |= r(y) 

Para el caso graficado (eje de rotación y y generatriz de una curva del plano yz), la 
ecuación implícita de ésta es F(y;z)=0. Note que 2=+r(y) (para cada y hay dos valores 
r(y) y —(y). El punto genérico P tiene coordenadas (x; y; Z), mientras que E, por estar 
sobre el eje y será (0; y; 0). La distancia entre ambos es: 


[EP |=r(y)= x-0 +(y-y +(2-0Y =Vx? +2 
(y=vdxi+z;  z2=ir(y)=idx +2 


Reemplazando finalmente en F(y; z)=0 se tiene F(y,t Vx? +2*)=0 

Se puede razonar de manera similar para obtener la ecuación de una superficie de 
revolución cuando su eje coincide con el eje x o con el z. Los resultados son similares y se 
resumen en el siguiente cuadro: 
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4.3.1 








Eje de 
Generatriz rotación Ecuación de la superficie 


F(x; y)=0 (contenida en el plano xy) 
F(x; z) =0(contenida en el plano xz) 


FElxty y +2)=0 


F(x; y)=0 (contenida en el plano xy) 


F(y; z)=0 (contenida en el plano yz) F(ystix*+2*)=0 


F(x; z)=0 (contenida en el plano xz) 
F(y; z) =0 (contenida en el plano yz) Flt yx +y’; z)=0 


Del cuadro anterior se puede deducir una regla práctica para determinar la ecuación 
de una superficie de revolución generada por una curva contenida en un plano coorde.- 
nado, que gira alrededor de un eje coordenado (indicado con t). 


Figura 4-6 


EVV +u 





¡CUIDADO! Estas fórmulas son válidas si t , u , v son las variables x, y o z 


intersección de superficies de revolución con planos 
perpendiculares al eje 


Conocida una ecuación de una superficie, se puede een una buena idea de su gibe 
F(x; y; z)=0 estudiando sus secciones planas contenidas en el plano de ecuación x =k; 0 
y=k o z—k, o según corresponda. 


F(k; y; z)=0 a k;z)=0 e y;k)=0 


Se determinan así las curvas | 
y=k z=k 


x= 


Si en particular, k=0, a las curvas se las llama trazas sobre los planos coordenados.. 

En el caso de las superficies de revolución sus secciones con planos perpendiculares al 
eje resultarán circunferencias (o una degeneración de las mismas: un punto o ningún lugar 
geométrico). Si el eje es uno de los ejes coordenados, las secciones planas perpendiculares 
al eje serán circunferencias con centro sobre el eje de rotación; y las trazas con los planos 
coordenados que contienen al eje, dos de las directrices. 


Ejemplo 5 
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Mostrar que la superficie x” +2? e? =0 es de revolución. Determinar una generatriz y | 
el eje de rotación. e 


Solución 
Observando que las secciones con planos de la forma y = k, siendo k constante, generan 


Impr 


y=k 
de revolución alrededor del eje y. Dos de las infinitas generatrices son las trazas con los 


e? =0 a 


circunferencias | (para todo k, e?! es constante), se trata de una superficie 


0 
(ver figura 4-5). 
A 


planos xy y zy 
z=0 





7 

. : 2 “ Z=e , 
Determinar una ecuación y la gráfica de la superficie generada por la curva | sien- 
x=0 


do el eje de rotación el eje z. 


Solución 
De acuerdo al primer cuadro, en la ecuación z=e? no se debe cambiar la variable z 
(eje de rotación) y se debe cambiar y por y= +, x?+ y”. Así la superficie tendrá como 
ecuación 2=e*Y 

En la figuras 4-7 se representan las superficies de los dos últimos ejemplos, usarido 
una generatriz con los valores de v limitados al intervalo [—2; 2]. 


Figura 4-7 









ES 


LS 


AOS 


A, ` 
AAA 





2 SS 
A A A 


A 
== 
== 







Pa 
A 
RE 


ISR 





E 
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Superficies cuadráticas de revolución generadas 
por cónicas y cónicas degeneradas 


pus 





En esta sección se analizarán las superficies de revolución generadas por curvas cónicag 
con ejes coincidentes con los coordenados (parábolas, elipses e hipérbolas), y las generadas: 
por las que se denominaron cónicas degeneradas (un par de rectas que se cruzan para la 
hipérbola, una o dos rectas paralelas para la parábola. Las elipses degeneran en un punto, 
por lo que no hay posibilidad que genere una superficie de revolución). 

Estas superficies son de uso frecuente en matemáticas y de uso práctico. A estas super-- 
ficies de revolución se le aplicarán luego transformaciones para tratarlas como casos más 
generales. 

Por simplicidad, se obtendrán ecuaciones de superficies generadas por la rotación al. 
rededor del eje z de curvas ubicadas en el plano yz. 


4.4.1 Superficies de revolución de verdaderas cónicas 


4.4.1.1  Elipsoide de revolución 


Se pretende determinar la ecuación de la superficie generada por la revolución alrededor 
del eje z de la elipse centrada en el origen de coordenadas, ubicada en el plano yz, y con: 


semiejes paralelos a éstos. 
2 2 


En la ecuación de la generatriz $ =1 (perteneciente al plano x = 0) no se rea~ 


liza cambio sobre la TuE z (por ser el eje z el eje de rotación) y se reemplaza y por 
2 





tyy +x’. Luego + L4 Finalmente: 
a y z x? y z 
pa” o > 
Figura 4-8 





Como particularidades de la ecuación se destacan: 


¿ Los tres términos que involucran a las variables son cuadráticos y sus coeficientes 
son de igual signo, ninguno de ellos nulo. 
? Si se reescribe de la forma Ax? + By? +Cz? + R= 0, A, B y C tienen signo opuesto al 
de R (el que es no nulo). 
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2 2 2 2 2 2 

er + A + = -]= 7 + a + £ —1=0. Por lo tanto, la superficie es simé- 
trica con respecto al origen, el que se define como centro de la superficie, 

- Sic= bla ecuación es x?+y?+2* =c* y la superficie es esférica, de radio c; notar que 
la generatriz es una circunferencia. 
Las secciones con planos paralelos a los coordenados son elipses (o el caso particular 
de circunferencia). 


La superficie se extiende en —c Sz Sc; -b< y Sb; -b<x <b 


4.4.1.2 Paraboloide de revolución 


En este apartado se determina la ecuación de la superficie generada por la revolución, alre- 
dedor del eje z, de la parábola con vértice en el origen de coordenadas, ubicada en el plano 
yz, con eje focal coincidente con el eje z. 


Figura 4-9 





X 


La ecuación de la generatriz es z=a y?; x=0(2%0). Puesto que gira alrededor del eje 
zen la ecuación de la generatriz no se debe sustituir ésta y se debe cambiar y por +4 y” +x? 
La ecuación resultante es z=a(t y? +x?Y =a(y?+x?) 

z=ay +ax o ay +ax"-2=0 
Como particularidades de la ecuación se destacan: 


E: Tiene dos términos cuadráticos con coeficientes de igual signo y uno lineal con coefi- 
ciente que puede tener igual o distinto signo a los cuadráticos (a puede ser positivo 
o negativo, nunca nulo), 





E No tiene simetría con respecto al origen. El origen es el vértice del paraboloide. 


T Las secciones con planos paralelos a las coordenadas y al eje de revolución son pará- 
bolas. 


m 


Ei La superficie se extiende según el signo de a: si a>0=z20; sia<0=z<0. 


4.4.1.3 Hiperboloides de revolución de una y de dos hojas 


y 2 z? y 
En la figura se representan dos hipérbolas en el plano yz: $ p? e rie » F 
x=0 x=0 


(una corta al eje y y la otra al eje z). Rotando estas curvas alrededor del eje z formarán dos 
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superficies esencialmente distintas, denominadas hiperboloide de una hoja e hiperboloide 
de dos hojas, Las razones son evidentes: 


Figura 4-10 





4.4.1.3.1 Hiperboloide de revolución de una hoja 


z 2 
i i z a : è} 
En la ecuación de la generatriz dl =1 (contenida en x= 0) no se realizan cambios so: 
g 


E + 
bre la variable z (por ser el eje z el eje de rotación) y se reemplaza y por ty +x?, Luego, 


2 
(iy +x? ) 
asf iniaa 





2 2 2 2 
cA i Kir -£ 1, La ecuación resultante es: 
b’ e p? ë 
x? y 2 x? y z? 
y NI" Ps ea 


4.4.1.3.2  Hiperboloide de revolución de dos hojas 


2 2 


mm e E s ; ; 
En la ecuación de la generatriz Ap =] (contenida en x = 0) no se realizan cambios: 
c 


sobre la variable z (por ser el eje z el eje de rotación) y se reemplaza y por Ey y" +x? . Así 


2 
¿e (Eyy +x?) SN 2 yr 
VEIA 


2 2 
x? y z e y 2 


aie iment aa arin E a S e e 


Y 


=1. La ecuación resultante es: 


Como particularidades de las ecuaciones se destacan: 


¿2 Los tres términos que involucran a las variables son cuadráticos. Si se reescriben en la: 
forma Ax? +By*+Cz* +R=0, en ambos hiperboloides A, B y C son no nulos. Sólo 
dos comparten el signo. 


El término independiente es no nulo en cada caso. 





$ Ambas son simétricas con respecto al origen. Por ello se denominan superficies con 
centro. 


2 Las curvas intersección con planos paralelos a los coordenados y al eje de revolución 
son hipérbolas, las que cambian el eje focal sólo en el caso del hiperboloide de una 
hoja. 


4.4.2 
4.4.2.1 
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3 En el hiperboloide de una hoja el coeficiente del término cuadrático de distinto signo 
comparte éste con R. En el de dos hojas es opuesto. 


Es posible distinguirlos, más allá de la particularidad anterior, porque admiten dis- 
tintas extensiones para cada coordenada. El hiperboloide de una hoja corta al coordenado 
xy (perpendicular al de rotación) mientras que el de dos hojas, no. Esto se demuestra fá- 
cilmente: 


2 2 2 2 2 2 
š z n 
Haciendo z = 0 en -Ž-} 42 = li -2-2 ==L Note que la ecuación 
a E Pr Y od b Y e 
x i ; ; ; ia 
E =] no tiene solución (la suma de dos números negativos no puede ser positiva). 
Luego el hiperboloide no interseca el plano xy. 
8 p p xy 
2 2 2 2 2 2 
i 0 i 
Haciendo z = 0 en EL =0; E4+L--—-1=0, Note que la ecuación 
o A PF b g DH y g 
Xx á , š ; j s 
e =1 tiene infinitas soluciones, todos los puntos de la circunferencia del plano xy, 


con centro en el origen y radio b. 


Superficies de revolución de cónicas degeneradas 


Superficie cónica circular recta 
Se considera obtener la superficie de revolución generada por un par de rectas que se cruzan 
y pasan por el origen de coordenadas, pertenecientes al plano yz, siendo el eje de rotación 


2 2 
: ; : á c 
el eje z. La generatriz escogida en este caso es = = L =( (equivalente a z ue y} x=0. 


2 2 
z ; 
Estas rectas son la degeneración de las hipérbolas H. =+1. Para obtener la ecuación 
c 


2 2 
de la superficie se reemplaza en IF =0 la variable y por +x +y". No se realizan 
2 2 2 
cambios en z por ser éste el eje de rotación Z- a =0, 
g 
2 2 2 
acid x z 
Simplificando, pr E =0 


Figura 4-11 
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Sobre la ecuación cabe remarcar que: 


Los tres términos que involucran a las variables son cuadráticos, uno de distintó 
signo a los otros. 
ii El término independiente es nulo. 
` Tiene simetría con respecto al origen, el que se define como centro de la superficie, 
= Si se reescribe en la forma Ax? + By’ +C2°+R=0, A, B y C son no nulos, uno de 
distinto signo a los otros y R es nulo, 


` Las curvas intersección o secciones con planos paralelos a los coordenados y al eje dẹ 
revolución son hipérbolas, y sus trazas, rectas. 


4.4.2.2 Superficie cilíndrica circular recta 


En la figura se representan dos rectas contenidas en el plano yz, dispuestas simétricamente 

respecto al eje de revolución, eje z. La superficie generada es un cilindro circular recto (idén? 
y=tb 

tica a la generada por sólo una de estas rectas). La generatriz tiene ecuación a 


Para obtener la ecuación de la superficie se reemplaza en y = tb la variable y por 


Eyx" +y?. Luego ty/x*+y? =+b. Simplificando, x? + y? =b* 


Figura 4-12 





Sobre la ecuación cabe remarcar que: 
= Sólo intervienen en la ecuación dos variables. Los términos son cuadráticos y de 
igual signo. 
{© Fl término independiente R es no nulo. 





E: Tiene simetría con respecto al origen, por lo que es una superficie centrada en él. En 
realidad, todo punto del eje de revolución es centro de la superficie. 

E3 Si se reescribe de la forma Ax? + By? +Cz? +R=0, dos de los coeficientes (A, B y o 
tienen igual signo y contrario al de R y el otro es nulo. 

Z Las intersección de la curvas con planos paralelos a los coordenados y al eje de revo; 

lución son rectas paralelas (o una recta). : 


Es de hacer notar que la ecuación anterior es idéntica a la de una circunferencia en di 
plano xy. Este ejemplo muestra que ante una ecuación, para representar su lugar geométri- 
co debe aclararse si se le considera en el espacio bidimensional o en el tridimensional. ` 
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Ejemplo 6 Cada una de las seis gráficas siguientes corresponde a una de las seis ecuaciones dadas. 
Identificarlas. 


Figura 4-13 


£ 
Pr 
NA 
NN 
CA 
E 27 


ETD 
CP 
LILON 


Superficie 4 Superficie 5 Superficie 6 


Ecuaciones: 


a) x’+z =l 

b) x+y +z =l 

o) x-y +z =0 

d x-y -z =0 

e) =x +y +z —1=0 
f -x+y -=z -1=0 


Solución 
Las correspondencias pueden ser identificadas, teniendo en cuenta su complejidad, en 
este orden: 


El La superficie 4 corresponde a la ecuación b (todas sus trazas son circunferencias). 

El La superficie 6 a la ecuación a (las trazas con el plano xy y yz son rectas, con el xz 
son circunferencias). 

2 La superficie 2 con la ecuación c (son rectas concurrentes las trazas con el plano xy 
y con el yz, en el xz es un punto). 

$ La superficie 5 con la ecuación d (son parábolas las trazas con el xy o xz, con el zy 
es un punto), 

8 La superficie 1 con la ecuación e (las trazas con el xy o xz son hipérbolas y circun- 
ferencia con el zy) 

La superficie 3 con la ecuación f (las trazas con el xy o yz son hipérbolas, no corta 
al plano xz). 
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Primer resumen de superficies de revolución de ecuación cuadrática 
Eje z, generatriz plano xz o yz. 


Ecuación Gráfica 
Elipsoide 


Paraboloide 


Hiperboloide 
de dos hojas 


Curva intersección con planos 
paralelos a los coordenados, 
C: circunferencia; 
E: elipse; P: parábola; 
H: hipérbola. R: recta 


















Trazas con 
planos 
coordenados 











xy: Csioc<z<c 
xz: Esi-b<y<b 
y Esi —b<x<b 










xy: Csiz>00z<0 (depende del 
valor de a) 

















Cono circular 
recto 








Cilindro 
circular recto 





yz: R paralelas 





Ejercicio 4-1 
Ahora ya se puede resolver la situación inicial 2 con la que se inició el capítulo: ecuación 
de la superficie toroidal. 








Ejercicio 4-2 : 
Determinar las ecuaciones de las superficies de revolución elipsoide, hiperboloides, pa- 
raboloide, cono circular y cilindro circular recto, como eje de rotación el eje y, y todas 
centradas en el origen (vértice en el caso de paraboloide). Graficarlas. Verificar que sus 
ecuaciones comprueban las mismas particularidades que las descritas para las que tienen 
como eje de revolución el eje z. Lo mismo para las superficies de revolución alrededor del 
eje x ' 











4.5.1 
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Ejercicio 4-3 Figura 4-14 
Graficar las superficies de revolución gene- 
radas porla curva del plano xy: x? +4y?* =4, 
alrededor del eje x y del eje y. 





Sugerencia: trazar las generatrices de cada superficie trazadas en el mismo plano coorde- 
nado. 





Otras superficies con ecuaciones cuadráticas 


Como se puede apreciar en el resumen anterior, todas las ecuaciones resultan cuadráti- 
cas. Analizaremos ahora otras superficies que no resultan de revolución, sin embargo su 
ecuación sí es cuadrática. Prosiguendo con el propósito de analizar las distintas superficies 
que origina la ecuación de tres variables incompleta Ax” + By*+Cx* + Dx+Ey+Fz+G=0 
(donde al menos uno de los coeficientes, A, Bo Cno es nulo). 

Se han tratado los casos en que al menos dos de los coeficientes son no nulos y además 
son de igual signo (en particular son iguales, para que sea una superficie de revolución). A 
continuación se presentan los restantes. 


Paraboloide hiperbólico 


El propósito de esta sección es analizar la gráfica de una ecuación implícita que tenga dos 
términos cuadráticos no nulos con coeficientes de signos opuestos y la tercer variable sea 
lineal, Un caso particular es z=x” — y”; otros ejemplos son y=z?=x?* y2=2y?=x?. 

Note que no es de revolución alrededor de algún eje coordenado, porque ninguna de 
sus secciones planas, paralelas a los planos coordenados, es una circunferencia. 

Lo primero que se puede observar es que es simétrica en dos planos (el xz y el yz, ya 
que la ecuación z=x?-— y? no se altera si x se cambia por 2x y y por 2y). 

También es posible observar que x, y y z pueden tomar cualquier valor real, es decir, la 
superficie se extiende indefinidamente. 

Las trazas con los planos coordenados son: 


02 E 
Agn f a f y 
x=0 x=0 
En el plano x = 0 la curva es una parábola que abre hacia las coordenadas z negativas. 
7 a 
ek | a e |: x 
y=0 y=0 


En el plano y = 0 la curva es una parábola que abre hacia las coordenadas z positivas. 
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Figura 4-15 ay: aty fot 
e z=0 z=0 


La intersección es el par de rectas y=tx; z=0 


Probablemente esto todavía no dé idea de la gráfica de la superficie, por lo que se in. 
vestigan otras secciones planas. 


z=x -y i 
yak x=k 


Parábolas que abren hacia coordenadas z negativas, con vértice en (0; 0; X?); esto es, por 
encima del plano z = 0. 





Mplanos //yz : f 


z=x =y qarr 


Nplanos //xz : | 
y=k 


pus 
Parábolas que abren hacia coordenadas z negativas, con vértice en (0; 0; 24?); esto es, por 
debajo del plano z = 0. 


ta 2. S 
Mmplanos //xy : SETE o py 
z=k z=k 


Hipérbolas que cambian su eje focal de acuerdo al signo de k; o sea el de z. Siz>0 el eje 
focal es paralelo al eje x (está contenido en z = k) y si es z< 0 en el eje y. Si k = 0, su traza 


en el plano yz es un par de rectas. 
En los siguientes gráficos se esquematizan las secciones planas y la superficie: 


Figura 4-16 
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El nombre “paraboloide hiperbólico” hace mención a las secciones planas vistas: pa- 
rábolas e hipérbolas. Sin embargo, la superficie es más conocida como “silla de montar”;- 
por su similitud a ésta. 

Los dos planos de simetría se cortan en una recta (en este caso el eje z) denominada 
“eje del paraboloide hiperbólico”, y el punto del ejé que está sobre la superficie se llama 
“punto de silla”. Note que el eje representa la variable lineal. . 


NKA 


SA 
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En el siguiente gráfico se muestran otros paraboloides hiperbólicos. El primero tiene 
como eje el eje x (sus planos de simetría son xy y xz); el segundo z, y el tercero y. 


Figura 4-17 





x=y*-zZ z=y —X y=z =x? 


Como particularidades, se destaca que, cuando el eje del paraboloide hiperbólico 
coincide con uno de los ejes coordenados: 


E2 Tiene dos términos cuadráticos con coeficientes de distinto signo y uno lineal. 
ld No tiene simetría con respecto al origen. El origen es el punto de silla. 

ři Las secciones con planos perpendiculares al eje son hipérbolas. 

dl La superficie se extiende infinitamente. 


Cilindros 


Cilindros hiperbólicos rectos 


El propósito de este apartado es analizar la gráfica de la ecuación cuadrática implícita que 
carezca de una de las variables. Ecuaciones del tipo: x?-y?=1,2*-y?*=1,2?-x*=1, 
y -x* =0 y 1= y? —x?, entre otras. 

Note que no son de revolución alrededor de algún eje coordenado, porque ninguna de 
sus secciones planas paralelas a los ejes es una circunferencia. 

Tomando de ellas la de ecuación x?-—y*=1, lo primero que se puede observar es 
que tiene simetría en dos planos (el xz y el yz, ya que x?—y?=1 no se altera si cambia x 
por —x y y por —y). Por este motivo, la intersección de estos planos se denomina eje de la 
superficie. 

Las intersecciones con planos paralelos a los coordenados son: 


2 B B a A e 2 
canos as y np k lr tyk -1 
x 


. Rectas paralelas (si |z| 21). 
=k x=k 


x=k 
o PA 2 oja 5 2 

caos haz: * a Il: : afe twk r Rectas paralelas. 
Y 


y=k y=k 


2 2 

-y =] f 

Nplanos //xy: f ze . Seguramente ésta es la sección que mejor caracteriza la super- 
Z= 

ficie: cualquier plano horizontal que la corte, su traza en él será la misma hipérbola (sólo 

que en planos distintos). Con esto es fácil graficar la superficie. 
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Figura 4-18 
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En el caso de que la ecuación cuadrática tenga término independiente nulo, la ecuación, 
representará un par de planos. Por ejemplo: x?— y? =(x—y)lx+y)=0; luego x+y=0 y 
x— y =0 (no confundir con un par de rectas). hi 


Figura 4-19 
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4.6.2 Cilindros parabólicos 


Se analiza la gráfica de la ecuación cuadrática implícita que tiene sólo un cocficiente cua- 
drático no nulo. Algunos ejemplos son z=x°; z+y=x°; x=y"; x—y=z°, entre otros. : 

Estudiemos z=x° yz+y=x". 

Ambas tienen simetría en el plano ye Procediendo de igual forma que las superficies 
de la sección anterior, para analizar z=x* se observan las intersecciones de z=x* con los 
planos y=k (variable ausente en la ecuación). Todas son parábolas idénticas (contenidas 
en planos paralelos). Las intersecciones con planos x=Xk son rectas horizontales, y con 
planos z=k un par de rectas, excepto en el vértice de la parábola, que sólo es una recta. La 
superficie es un cilindro parabólico (ver figura 4-20a). 

Algo distinto son las secciones planas de z+ y=x*. Con y=K, son parábolas donde 
los vértices de las mismas varían en cada sección (a medida que k aumenta el vértice des- 
ciende). Situación similar para z = k. Las intersecciones con planos x = k son rectas pero 


ya no horizontales, 


Figura 4-20 


| Paraboloide 
Hiperbólico 


A 
A 
A 


¡Cilindro 
parabólico recto 


xy: Dos rectas 
sn P 
ya P 


xy: H 
xz: Dos rectas 
yz EN 


xy: Una recta 
xz P 
yz: Una recta 


yz: Una recta 
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yz: Dos rectas (si |x] 2 [b)) 


xy: Dos rectas (si z > 0) 
xz: P 
yz: Una recta 


yz: Una recta 
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4.6.3 Superficies cilíndricas 


Ejemplo 7 





Se han representado, tanto algebraica como analiticamente, varias superficies cilíndricas; 
La primera, y quizá más familiar, el cilindro circular recto (uno de ellos x*+ y? =1). Lue. 
go se presentaron los cilindros hiperbólicos (por ejemplo x?-—y?=1), y los parabólicos 
(como z=x? y z+y=x*). Todos estos cilindros tienen ecuación cuadrática, aunque 
hay otros que no las tienen, f 












- “Se. llama superficie cilíndrica ; a 1 i en erad ¿por un “rect i ] j $ mueve siem 
.. paralela a una recta fija dada y pasa siempre por una curva plana fija dada. La rect 


: móvil se llama generatriz y la curva fija directriz... 







Si las generatrices son perpendiculares al plano coordenado donde se encuentra li 
directriz, la superficie cilíndrica se denomina recta. z=x°; x’ +y =1 y x’ =y =1 son 
superficies cilíndricas rectas, mientras que z+y=x” es una superficie cilíndrica oblicua, 

Reconocer cilindros rectos en una ecuación es sencillo. Dado que las trazas con pla: 
nos perpendiculares a la generatriz no deben cambiar, la única posibilidad es que no esté 
presente la variable. Así F(x; z)=0 es una superficie cilíndrica cuyas generatrices son pa: 


F(x; z)=0 


ralelas al eje y y una de sus directrices es l 





En R’; F(x; y)=0 es una curva. En R$, es un cilindro con generatriz paralela al 
eje z. A 


Trazar la gráfica de x=4cos(0;5z) en R? 


Solución E 
La ecuación es de una superficie cilíndrica con generatriz paralela al eje y, dado que la E 
ecuación no tiene variable y. La directriz x=4cos(0; 5z); y = 0 es una onda cosenoidal E 
con amplitud 4 y período 47 (recordar transformaciones de coordenadas en RR?). Con 4 
estos datos es posible graficar la superficie. Note que la superficie se extiende indefi- 
nidamente tanto en el sentido del eje y como el z. Los valores de x están acotados por 
ASxS4 


Figura 4-21 
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4.7.1 


| Ejemplo 8 
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Transformación de coordenadas en R? 


En R’ es posible utilizar transformaciones similares a las utilizadas en R’. Esto significa que 
si se conoce el lugar geométrico F(x; y; z)=0 referido al sistema de coordenadas cartesia- 
nas x’ yz’ es posible conocer el lugar geométrico F(x; y; z)=0 referido a xyz, al menos 
para algunas transformaciones simples. 

- Procediendo de igual modo que en el plano, se puede operar con cambios sencillos 
pero muy útiles: los de desplazamientos de ejes y los de dilatación (o compresión) y los de 
rebatimientos. La transformación de rotación de ejes, debido a las tediosas operaciones al- 
gebraicas que involucran, podrían ser cambiadas con los conceptos que se desarrollarán en 
el capítulo 10 (donde los cálculos pueden ser realizados a través de algoritmos más simples). 


Transformación de desplazamientos 


Si a la ecuación EF(x'; y”; z)=0 referida al sistema x' y” z” se le realiza la transformación 
x =x-h; y =y-k;z'=2-l, se obtiene F(x—h; y-—k;z-1)=0, el efecto producido es la 
traslación de los ejes (en forma paralela a los originales), y la obtención del nuevo origen 
O' del sistema x'yz' en el punto (h; k; 1) del sistema xyz. 


Figura 4-22 






Po: y z) a 0 
Fix-h;y-z-l)=0 


Utilizar transformación de coordenadas para describir la superficie x’ +y? +z’~2z=0 


Solución 
Completando cuadrados en x*+y*+2?-22=0 se tiene x’ +y?’ +z’—2z+1=0+1 
Luego x + Y + (z — 1)? = 1. Realizando la transformación de traslación 
x=x; y =y; Z=2-1 la ecuación se reduce a x?+y?+z?=1, que representa una 
esfera centrada en el origen O” y radio 1. 

En el sistema de coordenadas original xyz, el centro de la superficie esférica es 
(h; k; )=(0;0;1), no cambia su radio. Trazando la gráfica se pueden observar las sime- 


trías. 
Figura 4-23 
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4.7.2 


4.7.3 


Transformación de dilatación y contracción 


E Par 


Si a la ecuación F(x’; y’; y”)=0 referida al sistema x'yz” se le realiza la transformación 
x =ax; y =by; z'=cz, resulta Flax;by;cz)=0; a,b,c>0, el efecto producido es un 
cambio de escala en los ejes sin cambiar la posición de O”. El cambio de escala produce 
contracción o dilatación de los ejes coordenados en forma independiente, y en general de 
manera diferente (si a, b, c son distintos). 

En el siguiente gráfico se representa la superficie referida a ambos sistemas coordena- 
dos. Note que en los ejes coordenados se colocaron las coordenadas de algunos valores de 
ambos sistemas. 


Si uno de los coeficientes es mayor que 1, por ejemplo b > 1, la coordenada y” = 1 de 


i y 1 y ; 
un punto en el sistema x'y'z” será la coordenada y= A E <1 referida al nuevo sistema, 


Luego, el nuevo sistema sufre una contracción en la dirección del eje y. 
Si uno de los coeficientes, por ejemplo c, es tal que 0 <c <1, la coordenada y’ = 1 de 
, 


PAI 


i Za ; à 
un punto en el sistema x'yz será la coordenada z=—-=~>1 referida al nuevo sistema, 


G e 
Luego, el nuevo sistema sufre un estiramiento en la dirección del eje z. 


Figura 4-24 





Transformación de reflexión 


EFP 


A le ecuación F(x’; y';z')}=0 referida al sistema xyz’ se le realiza la transformación 
x'=ax; y'=by; z'=cz, resultando F(ax;by;cz)=0 donde uno (o más) de los coefi- 
cientes es negativo. Por ejemplo, si a es negativo, en el gráfico que sigue se aprecia que so- 
bre el semieje positivo x’ original se ubicarán las coordenadas negativas del nuevo sistema 
y recíprocamente, luego habrá un rebatimiento de la gráfica respecto al plano yz. 
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Figura 4-25 


Ex y d=0 












Ex yz) =0 


En el gráfico se representaron la superficie original Fx; y; z)=0, y las superficies 
Flex; y32)=0, F(x;—y32)=0 y F(x; y;—z)=0. 


Ejemplo 9 Tomando como base la gráfica de yJ1-x*-—y? —z=0, mitad superior de la superficie 
esférica con centro en (0; 0; 0) y radio 1, trazar la de y 1-4x*-y +2=0 


Solución 
Para justificar que la gráfica de /1-x*—y? —z=0 esla mitad superior de la esfera men- 


cionada puede reescribirse /1-x”-—y? -z=0 como y/1-x?-y? =2, de donde se tie- 


2 
ne que 2>0, Elevando al cuadrado miembro a miembro se tiene lx? y) =z" 


o bien 1-x?-—y?=2?. Entonces, 1=x*+y?+2?. Así, la gráfica de l-x*- y? -z=0 
es la mitad superior de la superficie esférica con centro en el origen de coordenadas y 
radio 1. 

Resumiendo: sustituyendo las variables x; y; z por x’; y’; z, respectivamente, en la 


ecuación se obtiene y/1-x”?-— y” —z'=0, es una semiesfera con centro en el origen del 
sistema x’ y’ z’, y radio 1. 


Para trazar la gráfica de la ecuación y l-4x? - y? +z=0, podemos reescribirla 
como 1-(2x) -y -(-z)= 0 
Comparando J1-(2x) y? —(=2)=0 y J1-x”-y? -z'=0, la gráfica de la pri- 


mera se puede trazar a través de la transformación x"=2x; y=y";2=-z/. Esta implica 
que habrá una contracción en el sentido del eje x, no tendrá cambios en el sentido de las y, 
mientras que habrá rebatimiento (sin contracción ni dilatación) en el sentido del eje z, 
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4.8.1 


Para guiar el trabajo de construirla gráfica de F(x; y; z)=0 es conveniente comenzar A o 
por la de F' (x'; y'; z’) y en ella marcar algunos puntos notables tales como A’ = (1; 0; 0), ` E 
B' = (0; 1; 0) y C' = (0; 0; 1). En un nuevo gráfico, ubicar los transformados de dichos 


puntos bajo las ecuaciones 


x =2x; y=y;z=-z, esto es A= 300 , B= (0; 1; 0) y = C= (0; 0; -1) 


Figura 4-26 


Transformaciones de dilatación 
en las superficies cuadráticas 


Transformaciones de dilatación 
en superficies de revolución 


Se analiza el elipsoide de revolución, pero el tratamiento es análogo para las demás super- 
ficies. 
En la tabla del primer resumen de superficies de revolución de la página 250 se presen- 

2 2 2 
ta la gráfica del elipsoide de revolución F + e + F =1, donde se considera a z como el eje 


de rotación. En la misma se muestra que las intersecciones con planos perpendiculares al 
eje de rotación son circunferencias. Por ser de revolución alrededor de un eje coordenado, 
z, los coeficientes de los términos cuadráticos x° e y? son los mismos. Si se realiza la trans- 
; T e ai a nT g due 
ormación de proporción x a y =y;z =z ala ecuación ppt =1 (elipsoide 


p? 
b 
a 2 y y? y z 
de revolución), se obtendrá +24 4%. =10, de manera equivalente —+4+=-=1. 
p’ p’ e? ; g p? e 


La transformación realizada sólo efectuó un cambio de proporción en la dirección del eje 
x, transformando las secciones circulares en elípticas. 
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Se generaliza así la ecuación de la superficie: 


Figura 4-27 


Superficie de revolución Superficie alterada 
(transformación de proporción) 





z 
~+ ta 
c? 
b 
y 
b Trazas de las 
superficies 
x 
(plano xy) 


4.8.2 Transformaciones de dilatación de otras superficies cuadráticas 


Se analiza el paraboloide hiperbólico, pero el tratamiento es análogo para las demás super- 
2 2 
ficies. En la tabla resumen de la página 255 se presenta la gráfica de z= E la, Si se rea- 


y 2 b . 12 12 
liza la transformación xa'=—x: y =y; z'=cz, siendo a y c no nulos, a 7.=>-— se 
a 


PF y 
b 
a) y e y 
tiene cz= -4 mm Z= Fri j i i 


. La transformación realizada efectuó un cámbio 


de proporción de la superficie en la dirección del eje x y del eje z (que pueden ser de dilata- 
ción o contracción, según los valores de los coeficientes) y, en el caso de la transformación 
del eje z, puede resultar además de rebatimiento (si c< 0). 

En el siguiente gráfico se representan las dos superficies. Note que ambas son Ll de 


montar, sólo que en la segunda se considera c negativo, que tienen la forma de la gráfica 
de z= y -x 


Figura 4-28 
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De igual manera que con las superficies anteriores, es posible hacer transformacione; 
de cada tipo de superficies para tabularlas de la forma más general posible. e 


Ecuación Gráfica 


Superficie 


Elipsoide 


Hiperboloide de 
una hoja 


Hiperboloide de 
dos hojas 


Cono elíptico 
recto 


Paraboloide 
hiperbólico 


Paraboloide 
elíptico. 





ASIS 
NS 


Trazas con planos coordenados 
E: elipse; P: parábola; 
H: hipérbola 


xy: E; xz: E; yz E 
a; b y c son las longitudes de los semiejes. 


xy: E; xz: H; yz: H 

En ecuaciones análogas, el eje del hiperboloide 
corresponde a la variable cuyo coeficiente es 
negativo. 


xy: $O; xz: H; yz: H 

En ecuaciones análogas, el eje del hiperboloide 
corresponde a la variable cuyo coeficiente es no 
negativo. 


xy: Punto; xy y yz: Rectas que se cortan en un 
punto. 

En ecuaciones análogas, el eje del cono 
corresponde a la variable cuyo coeficiente es 
negativo. 


xy: Dos rectas; xy: P; yz: P 

En ecuaciones análogas, el eje del paraboloide ; 
corresponde a la variable que no aparece elevada al | 
cuadrado. 


xy: Punto; xy: P; yz: P 

En ecuaciones análogas, el eje del paraboloide 
corresponde a la variable que no aparece elevada al 
cuadrado. Si c es negativo abre hacia el semiespacio | 
negativo del eje. 





Superficie 
cilíndricas 


Cilindro elíptico 
recto 


Cilindro hiperbólico 
| recto 


Cilindro parabólico 
recto 


Cilindro parabólico 
oblicuo 





4.8.3 


Ejemplo 10 
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Trazas con planos coordenados 
Ecuación Gráfica E: elipse; P: parábola; 
H: hipérbola 


xy: E; xz: y yz: rectas paralelas. 


xy: H xz: par de rectas; yz: $A 


xy: una recta; xz: P; yz: una recta 


xy: P; xz: P; yz: una recta 


Transformaciones de corrimiento de superficies cuadráticas 


Si a cualquiera de las superficies cuadráticas estudiadas se le considera referida a un sistema 
auxiliar x"y'z”, y se le efectúa una transformación con ecuaciones x"=x—h; y'=y-—k; 
z'=z—l, resulta Flx—h; y-k;z—1)=0. El efecto producido es la traslación de los ejes 
(en forma paralela a los originales), resultando el origen O” del sistema x'y'z” en el punto 
(h;k;1) del sistema xyz. La gráfica de la superficie F(x-—h; y—k;z—1[)=0 es idéntica a la 
de F(x”; y',z”)=0 y, por tanto, sus características geométricas (ángulos entre dos planos 
asintóticos, distancia entre los vértices, entre otras) se conservan. 


Identificar la superficie de la ecuación x?-y?+32*+4y-182+20=0 y graficarla. 


x+y-—z=0 


Determinar los puntos de intersección entre la recta y la superficie, 


x-y=2 
Solución x 


Se reescribe la ecuación completando cuadrados: 
x= y’ +32 +4y—18z+20=0; — x*-(y”-4y)+3(2? -6z)=-20 
x?’ —(y —4y+4)+3(2° —6z+9)=-20—4+27; x” -(y~2} +3(z2-37 =3 


2 
a 
3 


E enay = 
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22 42 Sl 
Ñi La gráfica es equivalente a la de e il =1, pero desplazando el origen 
de coordenadas de ésta al punto (0, 2, 3). Esta ecuación tiene dos coeficientes’ i 
cuadráticos positivos y uno negativo, y está igualada a 1. Luego, de la tabla de la | 
página 262, es un hiperboloide elíptico de una hoja cuyo eje es y” (el eje del hiper | 
boloide corresponde a la variable cuyo coeficiente es negativo). | 

Si no se dispone de la tabla, igualmente se puede identificar la superficie, estudian- | 

72 n il 


5 , x% y i 
do las intersecciones de Teeba z” =1 con los planos coordenados del sistema i 


AAA 


EFE, 













#2 ; 
ER Si y=0; Acid =1: hipérbola con eje focal z (en el plano yz” ), que corta al | 
2 4 


eje z’ en los puntos (0, 0, +1) y no al eje y (la ecuación Lan no tiene solu- : 


ción). 








n E 
BN Si y'=0; A z” =1; elipse con eje focal x” (en el plano x”2”), que corta al eje Z' en” ' 


los puntos (0, 0, +1) y al eje x” en 43, 3,0,0). 






x” 


g Si z=0;Ž ; ea =1: hipérbola con eje focal x’ (en el plano xy”), que corta al eje al 











xen (+v3,0,0) y no al eje y. 







Figura 4-29 





Plano y” = 0 Plano Z' =0 







Plano x’ = 0 





En general, estos datos son suficientes para imaginar la superficie de la ecuación de 
segundo grado dada. i 

Si aun así para imaginar la superficie se requiere de más información, se puede 
apelar al cálculo de las secciones planas con planos paralelos a los coordenados, o a las 
intersecciones con los ejes, y 

Esta superficie, por ejemplo, tiene la particularidad de no cortar al eje y Rs =1 
no tiene solución). 3 
En cuanto a las secciones planas: 















E em Lsz 21 Eson praia qe cambian de eje focal, según le sea 





mayor o menor que J3. 
y2 42 
+z” = LE son elipses para cualquier k real. 









E y=k= 
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O? 22 
o zZ=k A 1-k” son hipérbolas que cambian de eje focal, según le sea 


mayor o menor que 1. 


Figura 4-30 


MES IR MA RS 
ES ts LL ti e 
HAE AE LLLI) CR 
ASAS . Oy 


ici y la superfi- 


Para determinar los puntos de intersección entre la recta | 


x-y=2 


x*—y*+32*4+4y-182+20=0 
cie se debe resolver el sistema 3 x+y-=z=0 . Este sistema no es lineal 
x”y=2 
y, en general, son de difícil resolución. Pero si se reescribe la recta en su forma paramé- 
trica, la tarea se simplifica. Se puede verificar que una forma paramétrica de la recta es 
x=2+t; J=5b 2=21+2; 1€lR, Reemplazando ésta en la ecuación del hiperboloide, 


(y-2Y 


2 
se tiene $ (23) ==; 


2 9y% 
(+t) G Z +(21+2-—3)” =1; la que luego de de- 


3 


sarrollada se reduce a —t+3t” =0, Las soluciones de esta ecuación t=0, t=1/3 se re- 
emplazan en la ecuación de la recta encontrándose así los dos puntos de intersección 
A=(20,2) y B=[1, 2,2 

338 


Se pide al lector demostrar que si k>-23/12 la recta no corta al 


pas 
: š x=y= 2 
hiperboloide. 





Ejercicio 4-4 

a) Escribir una ecuación para la familia de hiperboloides de dos hojas de revolución con 
vértices en (1; 5; --2) (1; -1; 2). 

b) Encontrar la superficie que integra la familia que contiene al punto E e 5 j= 1) 
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4.9.1 


Ejercicio 4-5 
Graficar los lugares geométricos dados por cada ecuación, dando los elementos principales 
de la superficie (vértice, centro, eje, directriz, generatriz, según corresponda): 


a) (x-1+22 =y 

b) (x-D)?-22*=y 

c) (x-1 =y 

d) (x-1}+kz =y; keR 
T 
Ejercicio 4-6 

Resolver la situación problemática 1. 

PENE EEEE A AAA AN AEE 








Superficie cuádrica 


Ecuación general de segundo grado con tres variables 
La ecuación general de segundo grado con tres variables es: 
Ax’ + By’ +Cz° +A'xy+B'yz+C'xz+Dx+Ey+Fz+G=0 (1) 


con al menos uno de los coeficientes de los términos cuadráticos (4, B, C,A',B'0 C') no 
nulo. Si todos fueran nulos, la ecuación no sería cuadrática sino lineal y su representación 
gráfica es un plano. 





Los paraboloides, hiperboloides, elipsoides, conos y cilindros con ecuaciones cuadrá- 
ticas son entonces cuádricas. Utilizando transformaciones adecuadas puede demostrarse 
que éstas son las formas que adoptan las superficies cuádricas. Por ejemplo, las ecuaciones 
cuadráticas; 41x?+26y” +17x” -8xy+40y2+10x24+V42x+4/42y+-5/422=0 y 2=xy 
representan a un paraboloide de revolución y una silla de montar, respectivamente, sólo 
que su eje y/o planos de simetría no son paralelos a los ejes coordenados. 


Figura 4-31 





*+yoz=0 41 +26y* +17 —8xy +40y2+102+/22x+ 4 /22y -5 (422 =0 
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Figura 4-31 (Continuación) 





Toda ecuación de segundo grado se puede llevar, a través de alguna transformación 
adecuada, a otra de la forma Ax? +By?+Cz*+Dx+Ey+Fz+G=0. Esta es la razón para 
que toda cuádrica sea alguna de las superficies descritas anteriormente: esferas, elipsoides, 
paraboloides, hiperboloides, cilindros o algunas de las degeneraciones de estas superficies 
(planos, puntos o ningún lugar geométrico). , 

Para identificar la superficie, el procedimiento estándar es completar los cuadrados, Si 
bien la demostración escapa alos propósitos enunciados al principio de esta unidad, a través 
de varios ejemplos desarrollados es posible intuir que luego de completar cuadrados en una 
ecuación de segundo grado, se obtiene una ecuación que corresponde a alguno de estos dos 
tipos básicos: Ax” + By” +Cz” =T o Fz'=A'x* + By”. En esta última F*0 (si F=0, este 
caso se analiza para el primer tipo). En la siguiente tabla se considera T>0 (en la práctica 
si resulta negativo se multiplica miembro a miembro por (21)). 
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Elipsoide 
Si A = B = C: esfera 






Gráfica 








Todos positivos 











Dos positivos, uno negativo Hiperboloide de una hoja 


Uno positivo y dos negativos 
Dos positivos, uno nulo Cilindro elíptico 


Uno positivo, uno negativo y uno 
nulo 





Hiperboloide de dos hojas 









Cilindro hiperbólico 












Dos nulos, uno positivo Dos planos paralelos 










a) Todos negativos 
b) Uno nulo, dos negativos 
c) Dos nulos, uno negativo 


Todos de igual signo Un punto (el origen) 


Cono elíptico recto 









Ningún lugar geométrico 





Ax? +By? +C =T 





I: Cuádricas con centro 







Dos positivos, uno negativo 





Eje coordenado de igual nombre 
que la variable con coeficiente 
nulo. i 








Uno nulo, dos de igual signo 


De igual signo 


De distinto signo 








Plano coordenado de igual 
nombre que las variables con 
coeficientes nulos 
















Paraboloide elíptico 









Paraboloide hiperbólico (silla de 
montar) 






T: Cuádricas sin centro 


Cilindro parabólico recto 
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Autoevaluación 


La pítulo 4, Superficies 





“Ejercicio 4-7 
“Determinar, describir y graficar el lugar más amplio que representa: 


y) 9+2x+x -8y+2y +2? =0 

p) 6+2x+x*-8y+2y "+32? =0 

y 3+2a tx +4y-y*-32?=0 
d) 342 + +42 =0 

e Hieta + E +2? -62=0 

f/f 16-2x- g Ki +2z°—12z=0 
g) 104x+y" +2 -62=0 

h) 47° -Z sen 

i -39-2x—-x 242y -42 +24z2=0 
j 8-2x— -x =0 









; Ejercicio 4-8 
¿Indicar el lugar geométrico en R? y en R’ de las siguientes ecuaciones. + Representar gráficamen ; 


q y=16 

b) x’ =36x 

) 8=y +x? 
cd) 48+12y* -4x* =0 
e) y =8x-24 

h Y=xY 





i Ejercicio 4-9 ; 
Obtener la superficie generada por el giro de la curva dada alrededor da 1 eje que se indica. Si resulta una 
superficie cuádrica, describirla. Graficar. 


a) z' =8 y, curva ubicada sobre el plano de ecuación x= 0; eje y. 
b) x=z, curva ubicada sobre el plano y = 0; eje z. 

c) x*+y?=4 (curva ubicada sobre el plano z = 0); eje x. 

d) z=sen(y)(curva ubicada en x= 0); eje y. 

e) z=sen(y) (curva ubicada en x = 0); eje z. 





Ejercicio 4-10 


En las siguientes superficies, indicar para qué valores reales de k, si existen, las mismas son de revoluc 
Clasifique la superficie. Justifique la respuesta, o 
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E 


a) 10x*-10y?+k2*=1 
b) 4x +42 =ky 
c) kx? -(k-2)y +42’ =1 














Ejercicio 4-11 
Determinar una ecuación para la superficie esférica que tiene por uno de sus diámetros el segmento que un 
los puntos (1; 1; 2) (7;5;-6).. 





AA 





Ejercicio 4-12 
Calcular la ecuación del paraboloide cuyo vértice coincide con el origen de coordenadas, tiene al eje z comi 
eje de simetría axil y contiene a los puntos A (2; 0; 3) y B (1; 2; 3) 














Ejercicio 4-13 
Determinar las coordenadas del punto de contacto entre el plano tangente 2x—2y—2=5 y la superfici 
(0) +(y-3Y +(2+2) =9, Determinar si los puntos (1; 2; 2) y (l; 2; —2) son interiores, exteriores o está 
sobre la superficie. 








Ejercicio 4-14 
Describir el lugar geométrico de los puntos que cumplen con la condición que la suma de los cuadrados d 
su distancia a cada uno de los ejes es constante. 











Ejercicio 4-15 


Describir el lugar geométrico de los puntos que iiie con la condición que la suma de los cuadrados de: 
su distancia a cada uno de los ejes es constante, siendo la distancia al eje x el doble de la distancia al eje Y ; 


ésta el doble a la de z. 








Ejercicio 4-16 : 
Describir el lugar geométrico de los puntos que cumplen con la condición de que la distancia al plano xy e 
el triple de la distancia al punto (1; 2; 3). 








Ejercicio 4-17 

Determinar la ecuación de la superficie cilíndrica parabólica con recta generatriz paralela al eje z y su dire 
triz contenida en el plano xy que tiene vértice en el origen de coordenadas, eje de simetría y lado recto ` 
Graficar. 
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i Ejercicio 4-18 

. Determinar la ecuación del cilindro elíptico con recta generatriz paralela al eje z y su directriz contenida en 

“el plano xy que tiene vértices en (1,430); (15-230); (3,150); (1510). Graficar. Dar una ecuación de otra 
generatriz y la de la generatriz que pasa por el punto (1; 4; 2). 


AAA 








i Ejercicio 4-19 

Sea la ecuación x”+ay” 42? =b; identificar la superficie que si 
p) a<0yb=0 

cc) a>0yb<0 





ens 
Ejercicio 4-20 


- Sea la ecuación x*+ay” 42? =b, determinar los valores eri de los parámetros ayb para yi dicha: 
- superficie represente: 2e 


E a) Un biperboloide de revolución de una hoja. : 
+ b) Una superficie cilíndrica recta de directriz hiperbólica cuya traza con el TAN dë ecuación y =0. sea Dan 
«+. hipérbola de eje transverso (o focal) coincidente con el eje xy cuyo: semidiámetro i imaginario, (distancia 

“del centro a un vértice imaginario) sea 2. : 

c) Un hiperboloide de dos hojas. 








a Ejercicio 4-21 
¿Sea la ecuación x’ +ay’ -4z =b 


a) ¿Cuáles son las trazas con los planos coordenados sia =b = e E E me An 
cb) ¿Existen valores reales de a y b tales Dl dicha paa praia un a paraboloide hiperbólico? pa 








Ejercicio 4-22 





Determinar y describir à lugar geométrico de los | puntos cuya distancia ; a lar recta at : ea el doble de'la 
A UR econ as 


Seih a la recta w 
pa z=1 








“Ejercicio 4-23 

Dada las superficies esféricas (x—1)+(y+1) "+2? pe yx x Hy +z? =4 yla familia 
E-I Hyke +A) 
8) describir la familia. | 

b) determinar la integrante que contiene el punto (1; 4; 8). 


272 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 








Ejercicio 4-24 
- Determinar el o los puntos de intersección entre la superficie 2(x— 1 +2+1=(y+17 y la recta 
4x—6y=0 


42+/72y=0 








Ejercicio 4-25 
Dada la ecuación 4x°—ky’—z=0. Hallar k e R para que la intersección de la superficie con el plano xy 
un par de rectas perpendiculares. Describir la superficie obtenida con dicho valor de k. 


Ejercicio 4-26 


Sea la superficie de ecuación: Ax” —By?+2*=1, determinar los valores de A y B de modo tal pa se cump 
- simultáneamente las siguientes condiciones: 


— la traza con el plano xz es una elipse cuyos ejes tienen longitud 2 y 4 
— la traza con el plano xy es una hipérbola equilátera. 


Para los valores de A y B hallados, identificar la superficie y describirla. 





Glosario 





Centro de una superficie: El punto C(xo; yo; zo) es el centro de la superficie Sẹ 
F(x; y; z)=0 si y sólo si para cada punto P, € S, existe un punto P, € $ tal que el punto; 
medio del segmento PP, es C. 

Elipsoide: Superficie que surge de realizar una transformación de dilatación a un elipsoidé 
de revolución en sentido perpendicular al eje de rotación. 

Elipsoide de revolución: Superficie generada por la rotación de una elipse alrededor de su: 
eje focal o de su eje transverso. 

Hiperboloide: Superficie que surge de realizar una transformación de dilatación a un hi» 
perboloide de revolución en sentido perpendicular al eje de rotación. 

Hiperboloide de revolución: Superficie generada por la rotación de una hipérbola alrede+ 
dor de su eje focal o de su eje normal. Si el eje de rotación es el eje focal, el hiperboloide « es 
de dos hojas, de lo contrario de una hoja. 


Paraboloide: Superficie que surge de realizar una transformación de dilatación a un para- 
..boloide de revolución en sentido perpendicular al eje de rotación. 

Paraboloide de revolución: Superficie generada por la rotación de una parábola alrededot: 

de su eje focal. 


Superficie: Es el lugar geométrico formado por todos los puntos P(x% y; z) de R? que veri- 
fican una ecuación de la forma F(x; y; z) , asumiendo que haya más de uno. 
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Superficie centrada: Superficie con centro. Esta superficie tiene tres planos de simetría. 


Superficie cilíndrica: Es la generada por una recta que se mueve siempre paralela a una 
recta fija dada y pasa siempre por una curva plana fija dada. 


Superficie cónica circular recta: Superficie generada por la rotación de una recta alrede- 
dor de un eje, al que corta formando un ángulo agudo. 


Superficie cuadrática o cuádrica: Conjunto de puntos de RR? que verifican una ecuación 
de tres variables de la forma 


Ax” + By? 4+Cx* + Dx + Ey + FEz4G+Hxy+ lxz+ Jyz=0, 
donde al menos unos de los coeficientes A; B; C; H; I; J es no nulo. 
Superficie de revolución: Una superficie de revolución es la generada por la rotación de 


una curva plana alrededor de una recta, coplanar a la curva. A la curva se la llama genera- 
triz y a la recta eje de rotación. 


Superficie esférica: Es la formada por los puntos de R* que equidistan de un punto fijo de- 
nominado centro. A la distancia entre un punto de la superficie y el centro se la denomina 
radio. 

Superficie simétrica respecto de un plano: Una superficie es simétrica respecto de un pla- 
nos si para cada punto P de S existe otro P’, perteneciente a S y simétrico a P con respecto 
al plano re. 


Trazas de una superficie: Secciones planas obtenidas de la intersección de la superficie con 
los planos coordenados. 





Sistemas de ecuaciones lineales 


Ingeniería y sistemas de ecuaciones lineales 


SITUACIÓN INICIAL 1: 


Análisis de redes 


Muchas situaciones prácticas dan origen a la estructura de red: redes de transporte, 
redes de comunicaciones, redes económicas, entre otras. 

De particular interés son los flujos posibles a través de las redes. Por ejemplo, es 
interesante analizar el flujo de vehículos a través de una red de calles, el flujo de infor- 
mación a través de una red de comunicaciones, etcétera. 

Una red se puede componer de un número finito de nodos o vértices conectados 
por líneas que se denominan ramas o arcos, y donde cada una de estas ramas está vincu- 
lada con un flujo que representa la cantidad de algún producto que puede fluir a lo 
largo de esa rama en una dirección indicada. Por ejemplo, la cantidad de autos que se 
desplazan en una red de calles de un solo sentido. 

La regla fundamental que rige el flujo a través de una red se denomina conservación 
del flujo, y establece que “en cada nodo, el flujo que entra es igual al flujo que sale”. 

En la figura 5-1 se muestra una red simplificada de tuberías de agua, y el flujo indi- 
cado en cada rama es medido en litros por minuto. 

Se desea construir el modelo matemático que exprese los flujos posibles a través 
de la red de tuberías de la figura 5-1. Su resolución permitirá determinar los valores de 
flujo máximo y mínimo en cada rama. 


Figura 5-1 
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5.1.2 


5.1.3 


SITUACIÓN INICIAL 2: 


Análisis de circuitos eléctricos 


Los circuitos eléctricos generalmente cuentan con baterías de fuerzas electromotricesay 
resistencias, ambas de valores conocidos. A menudo el problema consiste en determinay 
las corrientes eléctricas que circulan en cada parte del circuito. 


Figura 5-2 
i i 
4Q B 3Q 
3V 
2V. 20 
fi 


Las reglas de Kirchoff ayudan a resolver el problema. Estas reglas son dos: regla de läs 


mallas y regla de los nudos. 
La'regla de las mallas establece que la suma de las diferencias de potencial encontra: 


das en el recorrido de cualquier camino cerrado (malla) de un circuito es igual a cero: 


Yv=0 


¿La regla de los nudos establece que la suma de las corrientes que llegan a un nuda 
(punto donde confluyen más de dos conductores) es igual a la suma de las corrientes que 
salen del nudo: rm ea =0 

Para resolver el problema se suponen las corrientes, asignándoles un sentido (si:el 
resultado es negativo será porque la corriente resultó opuesta al sentido tomado). 

Además, al pasar por una resistencia se registra una caída de potencial iguala AV =-iR. 
(negativo), y las fuentes aportan cierto potencial si la corriente las atraviesa. 

¿Cuáles son las corrientes del circuito graficado? 


SITUACIÓN INICIAL 3: 


Balanceo de reacciones químicas 


La combustión de amoníaco (NH,) en oxigeno (O,) produce nitrógeno (N,) y agua 
(H,O). Se produce una reacción NH, +0, N, +H, O. Determinar los valores enteros 


más pequeños de manera tal que la ecuación química esté balanceada. 





~ Muchos problemas de ingeniería y de otras ciencias involucran la resolución de sistemas dè 


ecuaciones, la mayoría de éstos lineales. 
En este capítulo se estudian las técnicas de resolución y análisis de los sistemas de 
ecuaciones lineales, herramientas fundamentales para topreni los conceptos centrales 


del álgebra lineal. 
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Objetivos: 0 





Esperamos que al finalizar la lectura comprensiva y activa del presente capítulo, usted pue- 
da: 


é£ Analizar sistemas de ecuaciones lineales, identificando sus características distintivas: 
número de incógnitas, número de ecuaciones, tipo de sistema (homogéneo o inho- 
mogéneo), tipo de solución 

22 Comprender el método de Gauss-Jordan para la resolución de un sistema de ecua- 
ciones lineales 

2 Calcular y expresar la solución de sistemas de ecuaciones lineales en forma expedita 
y apropiada 


iE Plantear y resolver situaciones problemáticas mediante el uso de sistemas de ecua- 
ciones lineales 


Ecuaciones lineales 





Dados los: escalares reales å; azri 0,5 by se deai siiis lineal con ⁄ incóg- 
nitas à la expresión a x tax, tu FAK, =b. Las.n incógnitas o variables están ré- 
presentadas por los simbolos x Kia AA “los a, son los: coeficientes de das. z, pers 
i=]; 2; m, yb esel término ijddseniienis de la ecuación: 
Al conjunto ordenado de escalares reales ön “upla: (a, a, zis n, ) que rT la 
ecuación (ač, +4,0) Fi +a, a, =b) se denomina solución de la ecuación. Al conjun- 
to de todas las soluciones se denomina conjunto. solución. de la ecuación o solución 










a) 2x, =3 b) x +2x,=4 


La primer ecuación, 2x, =3, tiene como solución az > Porque este es el único valor 
que la verifica. 
Una solución de x, +2x,=4 es por ejemplo (2; 1); es decir, cuando a x, se le asigna 


el valor 2 se obtiene el correspondiente valor para x,; cuando x, = 4, el valor de x, que 
satisface la ecuación es 0. Por lo tanto (2; 1) y (4; 0) son ejemplos de algunos de los 
infinitos pares de números reales que satisfacen la ecuación. Estas soluciones obtenidas 
suelen denominarse soluciones particulares, La solución general puede expresarse como 
((4-2t; t) te R} 





Debemos destacar que, aunque con distinta simbología, ya se han utilizado exhaustiva- 
mentelasecuacioneslineales. Porejemplo, lasecuaciones 2x = 4; x+2y=4; x+2y+32=0 
se utilizaron para representar planos en R°? (y en el caso de las dos primeras también para 
rectas en R?), 


dee 
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El cambio de simbología (de x a x,, de y a x,) obedece a la necesidad de represent 
ecuaciones con numerosas variables, ya que en las práctica las ecuaciones suelen tener m 
incógnitas que la cantidad de letras del abecedario. Por ejemplo, el problema del plant 
inicial que tiene cuatro nodos; en una red ciudadana real, los nodos pueden ser cientos o 
incluso miles, Evidentemente, la resolución de estos sistemas se efectúa mediante sistema, 
algebraicos de cómputo, pero tanto el planteo como el algoritmo que usa el progran a 
computacional obedecen a los mismos conceptos que se desarrollarán en este capítulo, 

La expresión siguiente suele utilizarse como representación simbólica alternativa de 
una ecuación lineal con 1 incógnitas: a 


n 
Y a, x, =b, donde by a,, 1=1; 2; ...;n, son escalares. 


i=l 


Sistemas de ecuaciones lineales 








Debemos notar que en un sistema de ecuaciones es necesario un doble subíndice para 
nombrar los coeficientes de las incógnitas x, en cada ecuación. El primer subíndice indi a 
la ecuación en que participa, y el segundo la variable a la que multiplica. El coeficiente a, es 
el que multiplica a la variable x, en la ecuación i. i 

También suele representarse el sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas & 
la forma: 






e, =24, x,=b, i=L 23m, donde b, y a, son escalares reales. 
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x,+2x,=4 
a) 3% +2x,-x,=0 
x,-2x,=0 


x +2x,=4 
) x +2% =x, =0 


El primer sistema admite como solución a x, =8; x,=-2; x,=4, o simplemente 
CS =¿(8; —2; 4)), porque al reemplazar dichos valores de las variables en el sistema se 
8+2(-2)=4 


verifica cada una de las ecuaciones: 18+2(-2)-4:=0 
8-2(4)=0 
El segundo sistema también admite como solucióna $, = ((8; —2; 4)), ya que al reem- 


8+2(2)=4 
plazar estos valores también se verifican las ecuaciones del sistema b) 8+2(-2)-4=0 


Pero S, =1(4; 0; 4)) también es solución del sistema porque verifica ambas ecuaciones: 


. Estas soluciones $, y $, se denominan soluciones particulares del sis- 
44+20-4=0 


tema, mientras que la solución general es CS ={(4-2t; t; 4), te R} 

La solución general resulta fácilmente verificable reemplazando x, = 4-2t;x, =t; 
4-2t+2t=4 
4-2t+2t-4=0' 

Ahora bien, las verificaciones realizadas en ambos ejemplos no prueban que las solu- 
ciones encontradas [S, =((8; —2; 4)) para el primer sistema y CS =[(4—2t; t; 4), te R) 
para el segundo] sean la solución general para cada sistema. 


e 


x,=4 en el sistema: | 





En el capítulo 2 Rectas y planos en R? se graficaron las ecuaciones que corresponden a 
cada sistema en un mismo sistema de referencia, y se obtuvo la solución en forma gráfica, 


E x+2y=4 
Los sistemas ¿x +2 y-2=0 y | E a 7 5 permitían plantear la intersección entre 
x+2y-z= 
x-22=0 


tres y dos planos, respectivamente. 

El primer sistema arroja una única solución, la que gráficamente se interpreta como 
el punto de intersección de los tres planos. El segundo sistema tiene infinitas soluciones, 
las cuales se interpretan como cada uno de los puntos de la recta intersección de los planos 
(puede verificarse que una ecuación paramétrica de la recta es x =4-2t; y=t; z=4, con 


te R). 
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Figura 5-3 





x +2x,=4 
Con un planteo similar, es posible observar que el sistema 1%, +2x,—x,=0 (o yy 
x, +2x,-x,=1 
x+2y=4 
forma equivalente) x+2y-—z=0) no tiene solución, ya que no hay puntos comunes entrá 
x+2y-z=1 
los dos últimos planos (x+2y=2=0 y x+2y-z=1 son planos paralelos). 





Solución de un sistema de ecuaciones lineales 


x +2x,=4 
Ejemplo 3 =3x,+2x,-x,=0 es compatible determinado, CS =((8; —2; 4)) 
x,-2x,=0 
x, +2x,=4 
es compatible indeterminado, CS =((4—2f; t; 4),t e R) 
x,+2x,-x,=0 
x, +2x,=4 
x, +2x, =x, =0 es incompatible, CS = Ø 
x,+2x,-x,=1 | 









Los métodos utilizados para resolver estos sistemas (igualación, sustitución, etc.) son: 
apropiados cuando se manejan pocas variables (dos o tres). Enseguida estudiaremos u 
método apropiado para obtener la solución de un sistema, especialmente cuando éste tiene! 
varias variables, 
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Sistemas de ecuaciones equivalentes 





.. Se dice que dos sistemas son equivalentes si tienen el mismo conjunto solución. 





le . 2x-4y=0 [x+y=3 +ya5 [arya š 
Ejemplo 4 Los sistemas | n > E d > p e > f r > f > son todos 
x+y=3 2x-4y=0 (óy=+6 |y=l y=1 


equivalentes entre sí, Cada uno representa la intersección de dos rectas y, como puede 
observarse en todos los casos, el punto de intersección es el mismo. 


| Figura 5-4 


Representación de Representación de Representación de 


2x-4y=0 ES eos x+y=3 x=2 
x+y=3 2x-4y=0 - by =-6 =1 da 





El método “apropiado” para resolver un sistema de ecuaciones lineales será transfor- 
marlo en otros sistemas equivalentes, pero donde la solución sea fácilmente determinable. 
i 2 a i 2x-4y=0 y 
En el ejemplo anterior, el objetivo es transformar el sistema dado spas Y el equi- 
x+y= 


=2 À 
valente f at el cual tiene como solución al par (2; 1). 
Y = 


5.5.1 Operaciones elementales 
Se le llama operaciones elementales a: 


1. Intercambiar el orden con que figuran las ecuaciones en el sistema. 
2. Multiplicar una de las ecuaciones por cualquier escalar no nulo, 
3,  Sumarle a una ecuación el múltiplo escalar de otra ecuación. 





Toda operación elemental realizada sobre un sistema de ecuaciones lineales, lo transforma 
en un sistema equivalente. 
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Ejemplo 5 





Por lo tanto, para obtener la solución de un sistema de ecuaciones lineales podemos 
transformarlo en sucesivos sistemas equivalentes utilizando operaciones elementales, 


Mostrar, utilizando operaciones elementales, que el sistema S= es equiva- 


x=2 
temea | 
y=1 


2x-4y=0 
x+y=3 


Solución 
Al realizar a S una operación del tipo 1 (intercambio de orden de las ecuaciones 1 y 2), | 
, , x+y=3 
el sistema resulta equivalente a $, = 
2x-4y=0 
Al efectuar una operación del tipo 3 sobre S, (sustituir la segunda ecuación por 
la suma de ésta con la primera ecuación multiplicada por —2), el sistema será equiva- `f 
x+y=3 


. El escalar fue elegido para eliminar la variable x en la segunda * 
—6y =-6 


lente a S, -| 


ecuación. 

Al emplear una operación del tipo 2 (multiplicar la segunda ecuación por el escalar 
x+y=3 
y=1 

Por último, para efectos de eliminar la variable y de la primera ecuación, se susti- 
tuye la primera ecuación por la suma de ésta con la segunda ecuación multiplicada por 
x=2 
y=1 
El lugar geométrico de cada uno de los sistemas anteriores se puede observar en la 


figura 5-4. Las representaciones gráficas de las ecuaciones del sistema varían, pero no su 
solución. 


> el sistema será equivalente a $, = 


—1. El sistema obtenido es equivalente a S, = 


Aunque en este ejemplo el procedimiento parezca una complicación frente al uso de 
otros tales como igualación o sustitución, éste es un algoritmo que organiza la búsqueda de 
la solución de los sistemas, especialmente para los que tienen muchas incógnitas. 

Para volverlo más estructurado aún, se introducirá una notación matricial que simp 
fica la escritura de las ecuaciones del sistema. 





Ejercicio 5-1 
Resolver, utilizando el procedimiento ya descrito, y verificar, 


_jSxa+2y=2 Ys 5bx+7y=2 
2x+y=0 2 l-y+3x=0 


1 
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Matrices relacionadas con un sistema 
de ecuaciones lineales 





Dados m y n enteros positivos, una matriz A de m x n es un arreglo rectangular de 
escalares dispuestos en m renglones y n columnas. Los m : n números del arreglo se 
denominan elementos de la matriz, y.un elemento genérico de A se simboliza con a, 
(elemento ubicado en el -ésimo renglón o fila y en la j-ésima columna). Se utilizan 
paréntesis o corchetes para encerrar a los im - n elementos de la matriz y, en general, se 
utilizan letras mayúsculas para designar a laş matrices.. 

En símbolos Š 





AX tag X, tag X HtA X =b, 
AAA An PEA =b, 


Al sistema de m ecuaciones y n incógnitas 3 4;, X, +9, X, + Ay, X, +: +4,, Xx, =D, 


O E AN 


se le asocian dos matrices denominadas matriz de los coeficientes A y matriz ampliada A|B 


fi no f ln a Ga Us “4, b, 
Ga y Ay | Qua An a Us “ta b, 
A=| aj ap Ag UO G, AlB=[ 8, ap ay a, |b, 
Ani Aaz Ans Ea Aan Ami An Aaz -e An br 
La línea vertical trazada en la segunda matriz es “imaginaria” y normalmente no se 
incluye. 


2x-4y=0 


Ejemplo 6 La matriz ampliada del sistema jpa 


2 410 
1.113 


es 
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Ejercicio 5-2 


Escribir la matriz ampliada asociada a los sistemas: 


_ JS +2y=2 ia 5x+7y=2 
2x+y=0 ? [3x-y=0 


$ 


AAA RR IT N 


Operaciones elementales por renglón 
y matriz escalonada 





Las operaciones elementales por renglón (o fila) que tienen lugar en una matriz se definen, 
por analogía con las operaciones elementales, como sigue: 


1. Intercambiar dos renglones. Se simbolizará con R, «> R,, que significa intercambiar 
los renglones i y j. 

2. Multiplicar un renglón por un escalar no nulo. Se simbolizará con R, —>kR, que 
significa reemplazar el renglón i por ese mismo renglón multiplicado por k, k + 0. 

3. Sumar un múltiplo escalar de un renglón a otro renglón. Se simbolizará con 
R,>R +kR;, que significa reemplazar el renglón į por la suma entre éste más un 


múltiplo escalar del renglón j. 













; i , 2x-4y=0 la 
Ejemplo 7 En el ejemplo 5 se mostró que el sistema yaa es equivalente a yaj 


Utilizando la notación matricial podemos resolverlo de la siguiente manera: 


2 410 RiSr2 (1 113 R2SRIH=MR1 |1 1 ¡3 
i1 1!3 2 410 0 $ 4 
1 
R1=>--—R1 
6 1 113) RIRH-1)R2 [1 012 
0 111 0 11 


0 
3 










2 


Luego, el sistema asociado a f 1 0 1! 1 


1 
1 
i 
i 
t 


i , 1012] E 
es equivalente al asociado a a 








2x-4y=0 


Lo cual significa que el conjunto solución de a $ a es idéntico al de | 





H 
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5.7.1 Matriz escalonada 









.. Se denomina matriz escalonada a la mátriz dónde: X T A 





G El primer elemento no nulo de un a renglón: es. 1 1 (denominado uno o principalo o pi- 1 1 
ote). ; E 
2.3, Los renglones, s silos hubiese: que tienen todos sus elementos nulos se agrupan en 
+ + la parte inferior de la matriz: di ; 

«En dos renglones consecutivos, el uno cipal del eenglón infe 





5.7.2 Matriz escalonada reducida 


Ejemplo 8 









nen nal uno principal, osee cetós en: las; más posicion 





Determinar cuáles de las siguientes matrices son escalonadas, escalonadas reducidas, o 
no corresponden a ninguna de ellas: 


1 0 
D=|0 1 
o 1 


Solución 


A no es escalonada ya que el segundo renglón no cumple la condición 1. 

B es una matriz escalonada sólo si 4=104=0 En ningún caso será reducida porque, 
por ejemplo, el elemento a,, no es nulo. 

C es una matriz escalonada y además reducida. 

D no es matriz escalonada ya que al tomar los renglones sucesivos 2 y 3, no se cumple 
la condición 3. 


El nombre “escalonada” proviene de que la matriz parece tener una escalera construi- 
da sobre ceros. La huella (variación horizontal) puede tener cualquier longitud, pero el 
peldaño (variación vertical) deber ser de un renglón, excepto quizás en la parte inferior. 
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Ejemplo 9 





Así, por ejemplo, observemos la escalera que se forma en la matriz C del ejemplo 
anterior: 


AN 


0 
1 
0 
0 


oo oj¡e 
e ale o 
DO Oj ma 
ol= o o 


Método de Gauss y método de Gauss-Jordan 





Se dice que un sistema de ecuaciones lineales está en su forma escalonada/escalon 
reducida si la matriz ampliada del sistema es escalonada/escalonada reducida, 











Todo sistema de ecuaciones lineales se puede llevar a las formas escalonada o escal 
nada reducida utilizando las operaciones elementales de renglón. Puesto que éstas no cam: 
bian la solución del sistema, su uso se constituirá en un método de solución del sistema que 


ahorra una cantidad considerable de escritura. 
Cuando el sistema se lleva a su forma escalonada se denomina método de Gauss, ` y 


cuando se lleva a la forma escalonada reducida, método de Gauss-Jordan. 


2x, +2x, +2x, +14x, =28 

x,+4x, =8 

2x, +4x, +2x, +23x, =46 

4x, +8x, +6x,+52x, =102 


Resolver, por el método de Gauss, el sistema 


Solución 

14 
4 

23 


. Se realizarán operaciones ele- 


La matriz ampliada del sistema es 


8 


mentales para efectos de lograr una matriz escalonada, pero donde no necesariamente 
las operaciones que se utilicen sean las únicas posibles. ; 


W Para lograr el primer 1 (o pivote) del renglón 1, se multiplica el renglón por 1/2. 


2 2 2 141 2 do 0) 11 71 14 
idat > 01.0 4! 8 
2.4 2 23) 46 2 412 23) 46 
4 8 6 521102 4 8 6 521102 
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¿2 Para tener ceros debajo del 1 principal, o pivote, indicado con (1) se cambian los 
renglones 3 y 4 utilizando operaciones elementales. Al tercer renglón se le sumará 
el primero multiplicado por (-2) para que el elemento a,, cambie de 2 a 0. Para 
anular el 4 del cuarto renglón se le sumará a éste el primer renglón multiplicado 
por (-4). Así el elemento a,, cambia de 4 2.0. 


i Para buscar el próximo pivote en el renglón siguiente, es necesario recordar que 
este elemento (1) debe estar más a la derecha del pivote del renglón anterior. Lue- 
go, para tener ceros debajo de éste, se cambian los renglones 3 y 4 con las siguien- 
tes operaciones elementales: 


0 (0D) 0 
0.0.0 
0.00 2 


i Para lograr el próximo uno principal es necesario intercambiar antes los dos últi- 
mos renglones: 
14 
8 
14 
2 


GFZ 
0 (1) 0 4 
00 01 
0.0 28 


14 (G) 1 
R3“R4 |0 (1) 

0 0 

14 0 0 


E t 
t i 
É I 
l I 
1 t 
1 E 
1 i 
1 E 
1 i 
{ i 
1 E 


El Para obtener el próximo (1) se multiplica el tercer renglón por > 


0 117 14 
0 (1) 0 4 
0.00 2 8 
0.0 01 


14 1 0 1 1 7 
a UU 
14 0.00 (1) 4 


2 0 0 0 1 


i 
i 
! 
I 
l 
t 
l 
i 
E 
i 
t 


l 
I 
I 
l 
t 
1 
l 
1 
1 
l 
I 


Observación: La forma escalonada por renglones de una matriz no es necesaria- 
mente única. 
Advierta que no es necesario hacer cambios en el cuarto renglón para obtener el 
uno principal de dicho renglón. 
2x, +2x,+2x, +14x, = 28 x +x,+x,+7x, =14 
x. +x = x,+4x =8 
dif es equivalente aj" * 
2x, +4x,+2x, +23x, =46 x,+4x, =7 
4x, +8x, +6x, +52x, =102 x, =2 


Luego 
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Ejemplo 10 


Este último sistema se puede resolver mediante sustitución en reversa, esto es, susti- | 
tuyendo sucesivamente cada ecuación en la anterior. E 


1,223 x,+4x,=73>x,=7-4x, =7-4(2)=-1>x, =-1 
x,+4x,=8>3x, =8-4x, =8-4(2)=0=> x,=0 
2,+x,+x,+7x,=14>3 1, =14-x,—x,-7x, =14-0-(-)-7(2)3x, =1 


Por último, la solución del sistema es CS =((1; 0; —1; 2)). . 
Este tipo de sistema se denomina compatible determinado, y encontrar la solución | a 
se facilita mediante el método de Gauss-Jordan. i 


Resolver por el método de Gauss-Jordan el sistema del ejemplo anterior, 
Solución i À 
Forma 1: Luego de llevarlo a la forma escalonada (tal como se procedió en el ejemplo 
Wa A7 14 
i 
anterior) y a) o el 3 
Jo o0 (0417 
0.0.0(0:2 
unos principales (o pivotes) de cada renglón. 


, se deben volver ceros los elementos ubicados sobre los 


Ri A los renglones primero, segundo y tercero se les sumará un múltiplo escalar del 
cuarto renglón para lograr los ceros sobre el uno principal del cuarto renglón. 


() 1 17:14 A pd (1110 
uoa R23R2H-4) o 0 o o. 
000M4 0o 0 0 


0.0. 0() 


ES! Se le sumará al primer renglón un múltiplo escalar del tercero para lograr los ceros 
sobre el uno principal del tercer renglón. 


(1 10; M1 00; 
0100 0; RI>RI+=DR3 [0 (1) 0 0 
0 0 (90!-1 0080 
0.0.0(12 o0 0 
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ES Se le sumará al primer renglón un múltiplo escalar del segundo para lograr los 
ceros sobre el uno principal del segundo renglón. 
()1 0.011 (0.0.0 
0 (1) 0 0) RI=>SRIHIR2 10 1) 0 0 

0 0 (1) 0 !-1 001) 0 

00 0 0i2 00.04) 


2x, +2x, +2x, +14x, = 28 

x,+x,=8 

2x, +4x, +2x, +23x, = 46 

4x, +8x, +6x, +52x, =102 


Por último, es equivalente a y y su solución 


se obtiene de manera directa en este caso, CS=((1; 0; —1; 2)) 

Forma 2: Antes de llegar a este punto, primero se usó el método Gauss y luego se com- 
pletó para llevarlo al Gauss-Jordan. Otra forma es que, luego de obtener un uno principal 
en un renglón, se anulan los demás elementos de la columna a la que pertenece (debajo y 
sobre el uno principal). Este ejemplo se pudo resolver de la siguiente manera: 


H A los efectos de encontrar el primer 1 (o pivote) del renglón 1, se multiplica el 
renglón por > 


22 2 14:28 i 


> N 


14 
8 
2 4 2 23146 46 
4 8 6 521102 


l 
I 
l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


A N O ml 
se 
Ap O n= 
un 

o B 


102 


W Para tener ceros debajo del 1 principal, o pivote indicado con (1), se realizan las 
siguientes operaciones elementales en los renglones 3 y 4: 


DI 4 7114 7114 
96104 o dlg 
2 4 2 23146 9 118 
4 8 6 52 1102 ] 


H Luego de obtener el uno principal del segundo renglón, el que se indica con (1), 
se anulan todos los demás elementos de la columna. Para esto, se cambian los 
renglones 1, 3 y 4: 


RISRIH-DR2 
U.1 1 711 rs. 0 1 3 

0 (DO 4, R4>R4H-40R2 (0 (1) 0 4 
0 2 0 918 0.001 


0 4 2 24146 8 


l 
l 
I 
1 
ł 
t 
t 
l 
i 
i 
i 
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Ejemplo 11 





¿2 Para lograr el próximo pivote es necesario intercambiar los dos últimos renglones ` 





1 
y multiplicar por 3 el tercer renglón: 


(0 13:6 M0 13:6 i 10 1 316 
0 (1) 0 4i 8| BOR 0 (1) 0418 +2 lo 6 e 418 
00.012 0.0 2 8!14 0 0 0) 4!7 
00 28'144 0.0.01!2 0.0 0 112 


¿2 Se logran ceros sobre el uno principal obtenido en el tercer renglón: 


(y) 0 1 316 (y o -Iim 
0 (1) 0 418 Ri—>R1+(-1)R3 0 @) 0 4; 8 
E.. 

0.0 (1) 4:7 0.0 (1) 4! 7 
0.0 0 112 0.0 0 112 


T Se logran ceros sobre el uno principal del cuarto renglón, para ello se suma un 
múltiplo escalar del renglón 4 a los renglones primero, segundo y tercero: 





mo 0 -1 |-1) RRHI)R4 (10.0 011 
R2 > R2+(4)R4 
010 4138 RA omo 00 
i I 
0.0 (0 4! 7 o oy ot 
a tz 0.0.0(12 


Observe que si bien el orden de las operaciones elementales ha cambiado, la so- 
lución obtenida es la misma. Del ejemplo, podemos deducir que la forma escalonada 
reducida por renglones de una matriz es única. 


RENTA 





Xx +X,+x,+7x,=14 
x,+4x, =8 

2x, +4x,+2x, +23x, =46 
Xx, +3x, -x, +10x, =10 


Resolver mediante el método de Gauss el sistema 
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Solución 


1 1 7114 
1.0 418 
4 2 23146 
3 -—1 10110 


La matriz ampliada del sistema es . Alescalonar: 


7114 (1) 7:14 
R3=>R3H—2)R1 R3=>R3H-2)R2 


41 8 | R4>R4+RI 0 41 8 |_R4>R4H-4)R2 
0 A 
0 
(1) 
R4—>R4+(-1)R3 |0 
aemm nnna N]LÁÁ 


0.0 
0 0 


Advierta que en la matriz de coeficientes el último renglón es nulo, mientras que en 
la matriz ampliada no lo es. 


(Y 1 
0 

0 0 
0 0 


Esto implica que el sistema equivalente al sistema dado contiene la ecuación 0=-—10, 
Entonces, como 0%-—10, el sistema no tiene solución. (En este caso, se dice que el siste- 
ma es incompatible.) 


El escalonamiento se suspende cuando en el transcurso del proceso se obtiene un 


renglón con la característica de incompatibilidad, indicando entonces que el sistema es 
incompatible. 


x +x,+x,+7x, =14 
x,+4x, =8 

2x, +4x, +2x,+23x, =46 
—x, +3x, —x, +10x, =20 


Ejemplo 12 Resolver mediante el método de Gauss el sistema 
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Solución 


0 8 
La matriz ampliada del sistema es á . — |. Alescalonar: 


al 


R3—=>R3H-—2)R1 ! R3I=R3H—2)R2 
R4—>R4+R1 


1 
R4 —> R4+(—1)R3 0 
o (1! 
o 0! 


Advierta que el sistema tendrá infinitas soluciones. Un sistema equivalente es 
%,+x,+x,+7x, =14 
x,+4x, =8 
x,=2 
0=0 

cionan las variables, así que sólo podrán explicitarse tres de las incógnitas realizando 
sustitución en reversa. 


Este tipo de sistema se denomina compatible indeterminado, y la búsqueda de la 
solución se facilita si se utiliza el procedimiento de Gauss-Jordan. 


, que tiene cuatro incógnitas y sólo tres ecuaciones que rela- 


a) 0 
-3 
ES COR o 0 
0.0 
0 0 


14 (y 0 1 
8| Ri>RI+EDR2 10 @ 0 
2 000a 
0 0 0 0 


i 
1 
1 
| 
1 
1 
t 
l 
1 
1 
1 


1 
i 
1 
I 
4 
1 
l 
I 
1 
i 
1 


x +x,=0 

x, =0 

x,=2 

0=0 

de la forma x = =x, X,=0, x, =2, siendo x, una variable que asume cualquier valor 
x =t 


Un sistema equivalente es . Las infinitas soluciones se pueden expresar { 


o E nað ' o 
real, Otra forma conveniente de expresarla es q"? y o CS=((=t; 0; t; 2),1£e R). 
Me = 


x,=2 











Ejemplo 13 
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Ejercicio 5-3 


Resolver mediante escalonamiento los siguientes sistemas. Verificar la solución, si es po- 
sible. 


5x+2y+z=1 x+2y+z=1 x+2y+2=1 
S, =32x+y-2=0 S, =32x+y-52=0  S$,=32x+y-5z=0 
2x4 y=5 2x+y-4z=1 -x+ y+6z=2 








Clasificación de sistemas lineales 
por su tipo de solución 


Determinados (solución única) 
Sistemas Compatibles 


de ecuaciones 
lineales 


Indeterminados (infinitas soluciones) 


Incompatibles (sin solución) 


Sistemas compatibles indeterminados: variable 
principal y variable libre 


Escribir la solución del sistema donde la forma escalonada reducida de su matriz am- 
1301011 
l 
+ 012 


0 1 
pliada es | 
0000 1!4 
0 


0 010 


0 


Solución 

El sistema tiene cinco incógnitas, porque la matriz de los coeficientes tiene cinco colum- 
nas. El sistema tiene tres variables principales (x,3x, Y X5) ydoslibres (x, y x,). Elsis- 
tema tendrá una solución biparamétrica (o, expresado de otra manera, con dos grados de [E 
libertad). La solución se puede expresar como CS =((1-3t—4;t;2-3u3u434),t,ue Rj E 
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Ejercicio 5-4 
1. Resolver el ejercicio inicial del flujo de agua en las cañerías. 





Rango de una matriz 


A la cantidad de renglones no nulos que tiene cualquier forma escalonada de un 
matriz A se le denomina rango de la matriz A, y se simboliza con p(A). 





En realidad, las definiciones de rango proporcionadas no son más que el método práctico 
para efectuar su cálculo. La definición formal de rango de una matriz se desarrollará en 
el capítulo 8 de Espacios vectoriales. A modo de adelanto, es posible advertir que cuando 
se realizan operaciones por renglón y uno de los renglones se anula, es porque resultó 
ser una combinación lineal de los demás renglones: el rango es el número de renglones 
linealmente independiente de la matriz. Adelantamos el tratamiento de este concepto 
porque resulta de utilidad práctica para caracterizar el tipo de solución de los sistemas de 
ecuaciones lineales. 

Es importante aclarar que el número de renglones no nulos es el mismo en cualquier 
forma escalonada de A, y además coincide con el número de renglones no nulos de su 
única forma escalonada reducida. 


1 Z > 4 1 0 -1 2 
Por ejemplo, dada A=|5 6 7 8|, escalonando se obtiene |O 1 2 3) 
9 10 11 12 00 0. 0 


Luego, la matriz A tiene rango 2. 
Desde luego, el rango de una matriz es a lo sumo igual al número de renglones que ésta 
posee, es decir es menor o igual a m. 





Rango y solución 


Dado un sistema lineal de m ecuaciones y n incógnitas, donde A es la matriz de coeficientes 
de tamaño m X n, B es la matriz columna de términos independientes de tamaño m X L, 
y A|B es la matriz ampliada de orden m x (n + 1), el objetivo es encontrar una relación 
entre el tipo de solución y los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada. 

Advierta que en toda matriz el p(A)< p(A|B) porque A y A |B sólo difieren en la 
última columna, luego sólo puede haber un pivote de diferencia. 


Caso I: Si p(A)< p(A|B), el sistema es incompatible. Una de las ecuaciones del sistema 
equivalente (la del último renglón que no tiene todos sus elementos nulos) tendrá la forma 
0 = 1, la cual evidentemente tiene solución vacía y transforma al sistema en incompatible. 
Caso HT: Si p(A)= p(A| B), Se pueden presentar dos situaciones: 


a) p(A)=n 
Si la cantidad de unos principales coincide con el número de incógnitas, la forma 
escalonada reducida de la matriz permitirá explicitar una solución única (todas las 
variables son principales). 
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b) p(A)<n 
Si p(A) es menor que el número de incógnitas, implica que del sistema equivalente 
obtenido a partir de la matriz escalonada, sólo se podrá explicitar una cantidad p(A) 
de variables (las llamadas variables principales). Habrá entonces n-— p(A) variables 
libres, o lo que es equivalente n— p(A) parámetros en la solución del sistema. 


Ejemplo 14 Para cada sistema de ecuaciones lineales, representado por su matriz ampliada, se aplicó 
el método de eliminación de Gauss-Jordan para obtener la forma escalonada reducida. 
Se pide relacionar: número de incógnitas, rango de la matriz de coeficientes y de la ma- 
triz ampliada, y tipo de solución. 


escalonando 0 


0 


escalonando 


Solución 

a) p(A)=p(A|B)=3=n. Sistema compatible determinado. 

b)  p(4)=p(A|B)=2<n=3. Sistema compatible indeterminado con un parámetro. 

c) p(A)=p(A|B)=1<n=3. Sistema compatible indeterminado con dos paráme- 
tros. 

d) p(4)=1% p(A|B)=2. Sistema incompatible. 





5.12.1 Teorema de Rouche-Frobenius o Kronecker 


Este teorema enuncia la condición que debe satisfacer un sistema de ecuaciones lineales 
para ser compatible, condición que intuitivamente se justificó en el apartado anterior. La 
demostración se desarrollará en el capítulo 8, Espacios vectoriales. 
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“Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si el rango de la matriz de coeficié 
tes y el rango de la matriz ampliada son iguales, Es determinado cuando el número. 
incógnitas es igual a al rango, e indeterminado cuando tal número es mayor.” 


p(A) < p(A|B) Incompatible 





` p(A)=n Determinado 
mo | o(A)=p(A|B) Compatible CE 
po pi HAr S esae Indeterminado 





Una consecuencia importante de este teorema es que, si el número de ecuaciones es 
menor al número de incógnitas (m <n), el sistema no será determinado. El rango de la 
matriz ampliada será a lo sumo mn, luego p(A|B)<m<n. Por lo tanto, el sistema podrá 
ser compatible indeterminado o incompatible. 


Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos 





? Se dice que un sistema de ecuaciones y iisi es homogéneo s si todos los. términos 
independientes son ceros, Simbólicamente, PE E hi 





. AX, +, taa $e T pr E RA 





Advierta que los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada serán siempre igua- 
les, dado que la última columna tiene sus elementos nulos, y cualquier operación elemen-- 
tal de renglón no cambiará dichos valores. 

Luego, por el teorema de Rouche-Frobenius, todo sistema homogéneo es compatible, 
Una solución que se identifica fácilmente es la solución nula, esto es X,=X,=...=x,=0, 
porque todas las ecuaciones la verifican: 


| Ejemplo 15 
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4, 0+4,-0+-+4,,:0=0 
4, 0+4,,:0+- +4, 0=0 


a -0+a,, :0+--+a, 0=0 


mi 

Esta solución ((0; 0; 0;...;0)) se denomina solución trivial, 

Por otro lado, si el rango del sistema es igual al número de incógnitas, por el teorema 
de Rouche-Frobenius el sistema es compatible determinado y, por lo tanto, posee una 
única solución; ésta es la solución trivial, 

Si el rango de la matriz de coeficientes es menor que el número de incógnitas, por el 
mismo teorema anterior, el sistema admite infinitas soluciones; donde la solución trivial 
es una de ellas. 


x +2x,+3x,+4x, =0 
Determinar la solución del sistema homogéneo 4 x,—x,+2x,+3x,=0 . 

x, +2x,+3x,=0 
Solución 


En un análisis inicial, se puede observar que por ser un sistema homogéneo será com- 
patible, y por tener tres ecuaciones y cuatro incógnitas será compatible indeterminado. 
1 2.3 410 
La matriz ampliada es |1 -1 2 3/0]. Si bien podríamos prescindir de la última 
1 
1.2.3 0/0 
columna, ya que todos sus elementos son nulos y cualquier operación elemental los se- 


guirá manteniendo nulos, preferimos no omitirla para evitar descuidos al momento de 
interpretar la solución del sistema. 


R2 


R2>R2-R1 (0 2 3 4 0 | R3 
RIR-RI 0 -3 -1 -1 : 0 
0 


0 0 10 


0 


R1 => R1-2R2 


0 
0.50 


l 
t 
F 
1 
I 
l 
l 


(D:0 


o wje wijs Sw v 
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5.13.1 


Ejemplo 16 


Las variables principales serán x,;x, y x,. El conjunto solución es 


Le e te r}. 
3 3 


Una aplicación de los sistemas homogéneos: balanceo 
de reacciones químicas 





Cuando se presenta una reacción química, ciertas moléculas (los reactantes) se combi. 
nan para formar nuevas moléculas (los productos). Una ecuación algebraica balanceada es 
una ecuación algebraica que proporciona los números relativos de reactantes y productos 
presentes en la reacción, y tiene el mismo número de átomos de cada tipo tanto del lado 
izquierdo como del lado derecho. La ecuación de una reacción química se escribe, por lo 
general, con los reactantes a la izquierda, los productos a la derecha, y una flecha entre ellos 
para indicar el sentido de la reacción. 

Por ejemplo, en la reacción donde el hidrógeno (H) y el oxígeno (O,) se combinan 
para formar agua (H,0), la ecuación química balanceada es: 2H, +0, >2H,0O, la cual 
indica que dos moléculas de hidrógeno se combinan con una molécula de oxígeno para 
formar dos moléculas de agua. 

Observemos que la ecuación está balanceada puesto que hay cuatro átomos de hidró- 
geno y dos de oxígeno en cada lado. 


La combustión de amoníaco (NH,) en oxígeno (O,) produce nitrógeno (N,) y agua 
(H,O). Para encontrar la ecuación química balanceada, se designan los números de 1 
moléculas de amoníaco, oxígeno, nitrógeno y agua mediante las variables: w, x, y, z 1 
respectivamente; entonces, la ecuación buscada es de la forma: 


w(NH,)+x(0,) > y(N,)+ 2(H,0) 


Determinar los valores enteros más pequeños para las variables w, x, y, z, de manera 
tal que la ecuación química esté balanceada. 


Solución 

El número de átomos presente en un elemento químico está indicado mediante un 
subíndice, por ejemplo, en CO, hay un átomo de C (carbono) y dos átomos de O (oxíge- 
no). Comparando la cantidad de átomos de nitrógeno, hidrógeno y oxígeno que hay en 
los reactantes y los productos, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 


w=2y — cantidad de átomos de H 
3w=2z — cantidad de átomos de N 
2x=z — cantidad de átomos de O 


Además, observemos que el sistema siempre será compatible, ya que es homo- 
géneo. 








Ejemplo 17 





Capítulo 5 Sistemas de ecuaciones lineales 299 


y 3 2 6 a £ 
Al resolver se obtiene x==f; y 3 z= E £; w=£. La solución entera más pe- 


queñaes x=3 y=2; z=6; w=4. 
Luego, la ecuación balanceada será 4NH, +30, >2N, +6H,0. 





Ejercicio 5-5 
1. Determinar y verificar el conjunto solución de los siguientes sistemas lineales: 


x-2y+2=0 e, 3%, 42%, +2x, =0 
a) i-y+2z=0 b) 3x,+2x,-5x,-6x,=0 
x-2y-22=0 6x, +x,+x,+3x, =0 
x+2y+3z=0 
3x-2y-32=0 7x-3y+52=0 
c) d a 
x+y+2z=0 x+y=z=0 
5x+y+2z=0 





2. Cuando una planta verde convierte el bióxido de carbono y el agua en gluco- 
sa y oxígeno, durante la fotosíntesis tiene lugar la siguiente reacción química: 
CO, + H,O —> C,H „O, +O,. Balancear la ecuación química de la reacción. 


Sistemas paramétricos 


xx, +(k-Da, +3kx, =5—k 

2x, +3x, +2(k-—D)x, +6kx, =9-—2k 
x Fx, +3kx,=4 

3x, +(1—k)x, +kx, =k-3 


Resolver el sistema para los distintos valores de k. 
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Solución 


k-1 3k | 5-k 
3 2k-2 6k!9-2k 
1 03k! 4 
3 f-k bika 






La matriz ampliada es 






O Aa p A 








Aplicamos el método de eliminación gaussiana: 









(D) 1 k-1 3k| 5-k (1) k-1 3k!5-k 


R2>R2-2R1 







| 

2 3 2k-2 6k¡9-2k| R3>R3-Rl 0 -1 
1 

LE oi d 

0 3 l-k kik-3 












Ri=>R1-R2 
R4—>R4-3R2 |0 0 










Para lograr que el primer elemento distinto de cero del renglón 3 sea un 1, debemos ` 


multiplicar dicho renglón por = lo cual es posible si 1—k#0; es decir, si k#1. i 





Luego se analizará el sistema si el parámetro toma el valor de 1. Continuando: 









(D 0 k-l 3k | 6—k 






1 
R5>—B lo (y o o! -i 0 
i 1 
0. 0 (Y 0! -1 0 0 g ii 
0 0 l-k k! k 0 0 0 kiil 








De nuevo, para continuar el proceso de escalonamiento es necesario multiplicar por | 


el escalar i lo cual es posible si k#0. Se asume entonces que k#0, yal continuar se | 
obtiene: 
























0 0 0 3k} 5 Gog giz 
1 
R4>-R4 10 (0 0. 0-1 RL> Rara O MD 2 0,4. 
mc Y A AA 0.0 (0D 0 





0.0. 0 () 


l 
poa 
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Luego, si k£1Akx0, el sistema es compatible determinado y CS -f2 E 





Se analizarán ahora las posibles soluciones para los valores del parámetro descarta- 
dos anteriormente. 
Si k=1, la última matriz válida para este valor del parámetro es 




















(Y) 0 k-1 3k G oea 

o 0) 0 -1 . o G) 0 0-1 
. Reemplazando k=1, se obtiene 

0 0 1-k 0!k-1 0.0! 

0 0 i-k 0 1 ! 












| 0 0 03:5 Q o o0 0i.2 

R3% R4 |0 (Y 0 0-1] RioRI-3R3 |0 0 0 0i- 

| A] AS il. 

| 0o 0 0 0! 0 0.0 (Di 1 
0 0.01 0.0.0.0! 





0 





Luego, si k = 1, el sistema es compatible indeterminado y CS =((2;-1; t;D). 






(y 0 0 3k | 5 
o Q 0o o!l- 
0 0 (Moo 
0.0.0 k11 





Para analizar el sistema cuando k = 0, se retoma la matriz 


> 






ya que las operaciones posteriores no tenían validez para ese valor del parámetro. Reem- 
0 0 0 0 5 
G) 0 0i-l 

0 0 @) 0i- 

0. 0.0 011 





plazando k = 0, se obtiene . El sistema es incompatible. 










si k#lak#0 Compatible determinado CS —/(2n=s) 





En resumen: 3si k=1 Compatible indeterminado CS=((2;-1;t;1),t e RJ]. E 
si k=0 Incompatible E 








A continuación se retoma uno de los problemas con que inició el presente capítulo. 
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‘Ejemplo 18 


Ejemplo 19 


Al inicio del capítulo se planteó un circuito eléctrico, y se requería determinar las co- 
rrientes eléctricas que circulan en cada parte del circuito. 


Figura 5-5 


3V 
2V 


h Í 


Para determinar qué corrientes eléctricas circulan en este circuito se utilizan las reglas 
de Kirchoff, las cuales establecen que la suma de las diferencias de potencial encontradas 


en el recorrido de las mallas es de cero 16% V =0), y que en los nudos la suma de las co- 
rrientes que llegan es igual a la suma de las corrientes que salen 4 Y e 


1=1 +1, 
Al aplicar estas leyes se plantea el sistema 4 3+(-31,)+1+2i, =0. 
—2i, 1-41, +2=0 


La primera ecuación resulta de aplicar la regla de los nudos en B. (La ecuación obte- 
nida para el nudo A se suprime porque es equivalente a la de B, El lector seguramente la 
incluirá, y por supuesto que encontrará el mismo conjunto solución.) 

La segunda ecuación surge de aplicar la regla de las mallas a la malla de la derecha; y 
la tercera ecuación surge de aplicar dicha regla a la de la izquierda. 

En el sistema se suprimieron las unidades porque se trabaja con un sistema compati- 
ble (V en volts; R en ohms [Q], las corrientes estarán dadas en amperes). 


1 -1 -li 0 
l 
La matriz ampliada del sistema es | 0 2 -—3!-4 |. El lector puede mostrar que 
y 
4 2 0! 1 


el sistema es compatible determinado y que su solución está dada por i, = 0,5 amperes; 
1, = —0,5 amperes (sentido opuesto al adoptado) e i, = 1 amper. 


Supongamos ahora que el circuito del ejemplo anterior está conectado a otro circui- 1 
to que le aporta la corriente i a través de una fuente que permite la variación de i. Al | 
circuito anterior se le agregaron dos nudos (C y D), y fue necesario incorporar algunas | 


corrientes (i, ei). 
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El valor de esa corriente i es externo al circuito, y regulará las corrientes del mismo. 
Luego, en este sistema, į es un parámetro. 

Planteamos las ecuaciones: cuatro de nudos (A, B, C, D, respectivamente) y dos de 
mallas: 


=i +i 
i =i ti 
iti =i 
i =i +i 
3+(-31,)+1+21, =0 
—21, -1-41,+2=0 


Tiene sentido aclarar que un lector más experimentado en la resolución de sistemas, 
descartaría una de las cuatro primeras ecuaciones porque es combinación lineal de las 
otras. 

-ł 
1 


-1 
La matriz ampliada es ó . » y su matriz escalonada re- 
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El sistema es compatible determinado (para cada corriente de entrada ¿la solución es $ 
única), y la solución es 1, =140,5; £,¿ =-0,5; í, =1+4 1,=0,5; 7, =1, 
La matriz reducida pone en evidencia que sólo i, ei, varían al modificarse la co. | 


rriente de entrada. E 
Observemos que si ¿=0 se obtienen los valores de las corrientes del ejemplo ante- | 


rior (i =i e 1, =1,), esto se debe a que es el circuito anterior. 





Ejercicio 5-6 


a 0 b2 
l. Seala a 4 4 | la matriz aumentada de un sistema lineal. Encontrar los valores 
0. a 2 b 
de a y b para que el sistema: 
a) no tenga solución; 
b) tenga infinitas soluciones, determinarlas; 
c) -tenga una única solución. Determinarla. 
x+5y+4w=2 
i —-x—3y+4z+2w=0 A 
2. Dado el sistema , determinar los valores de k 
x+5y+3z+4w =2 
2 +10y+(7+k )w =k? -3k+5 
para que sea compatible determinado, Luego, encontrar su solución. 


x-z+w=0 
, xty+t2z+w=0 . 
3. Dado el sistema 7 , determinar el valor del parámetro k para que 
2y+2z+4w=0 
—x+z+ kw =0 


admita una solución donde la variable y sea igual a 11. ¿Cuál es el conjunto solu- 
ción en este caso? 








Algunos modelos lineales 





Un modelo matemático es una construcción abstracta, simplificada, relacionada con un 
objeto de la realidad, y creada con un propósito particular. Las bondades de un modelo 
matemático dependerán en gran medida de las suposiciones formuladas en el planteo de 
las simplificaciones. El uso posterior del modelo permitirá decidir cuál es el más apto, se- 
gún las condiciones bajo las cuales se aplique. 

Los dos problemas con que se inició este capítulo son ejemplos de modelos lineales. 
Ambos tienen un “recorte” del ambiente. En el primero se supuso, por ejemplo, que no 
hay pérdida de fluido entre dos nudos; y en el segundo, que el cable donde circula la co- 
rriente no ofrece resistencia al paso de la corriente. Ninguna de estas suposiciones es cierta: 
sin embargo los resultados son buenas aproximaciones de los valores reales, 


5.15.1 


tisfacer al sector energía, a 
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A continuación se tratarán dos modelos lineales, ambos desarrollados en el siglo xx, 
que por sus múltiples usos merecen ser conocidos. En el desarrollo de ambos resultó pro- 
picio el uso de la herramienta computacional. 


Modelo lineal en economía—método de Leontief 


A principios de la década de 1930, Wassily Leontief, profesor en las universidades de Oxford 
y Harvard y Premio Nobel de Economía en 1973, ideó un interesante modelo matemático 
para predecir los niveles de producción de industrias o sectores que integran la economía 
de un país o de una región. 

Este modelo, conocido con el nombre de Modelo de insumo-producto de Leontief, 
supone que la economía de un sistema (país, región, etc.) se compone de cierto número 
finito de unidades productivas, las que utiliza como insumos lo elaborado por éstas (es 
decir, que la producción entre industrias es dependiente). 

Al generar un “modelo matemático” es esencial aclarar las suposiciones o simplif- 
caciones de las cuales se parte. Así, Leontief supuso que un sistema económico-producti- 
vo está formado por n sectores, o industrias, cada uno de los cuales fabrica un solo pro- 
ducto. 

Cada producto se utiliza para atender la demanda propia, la de las otras n — 1 indus- 
trias del sistema y una demanda externa al sistema. 

Por ejemplo, los sectores productivos de un país incluyen la agricultura, el sector mi- 
nero, el energético, la industria de la indumentaria, la manufactura del acero, las industrias 
automotriz, alimenticia y del transporte, entre muchos otros. 

La industria de la indumentaria consume unidades de producción de otras industrias 
como la de energía, la del acero (maquinarias), del transporte, de la agricultura (materia 
prima), y de ella misma, pues necesita de lo que produce para su propio consumo (vesti- 
menta para sus empleados o para publicidad). 

Es deseable programar la producción del sistema para que cada sector produzca el to- 
tal necesario para cubrir las demandas externa e interna (consumo propio y la de los otros 
n — 1 sectores de producción). 

Se llamará x, a la cantidad total de unidades de producción de la empresa i, y e, a la 
demanda externa de la empresa i, Todas las unidades de producción x, y demandas e, se 
evalúan en una única unidad (normalmente en $ o millones de $). Se expresa con a; a la 
fracción de insumos que necesita la empresa j para producir cada una de sus unidades, y 
que son elaboradas por la empresa 1. 

Por ejemplo, si para producir una unidad de energía (un millón de $) se consumen 
$200 de indumentaria: 


200 
a. 


= ———= 0.0002. 
A 88 1000000 


Si la producción de energía es x,, el sector de indumentaria deberá producir, para sa- 


indumentaria mare 0. 0002x, . 
Cada sector deberá producir para abastecer las demandas internas sa sí mismo y a los 
demás sectores) y la externa. Planteando el equilibrio del sistema, se tiene: 


producción de cada empresa = consumo interno + demanda externa 
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El sector 1 deberá producir 


de = ak, tatag tonuti e haita e e 
e e ana w 
producción Consumo demanda 
del sector 1 PRIE Ta 
A] 
Demanda interna 


El sector o empresa ¡ deberá producir 


A AAA ut A Pr +a, „X, + E 
A byee! tapa 
roducción consumo demanda 
el sector i propio externa 
€OoOo___ 
Demanda interna 


Al plantear el equilibrio de cada sector, se tendrá el sistema de ecuaciones: 
EE A tA E, Fe 


122 
E E A A +8, X, FE, 
A A A HA, X, HE, 


eetnedettsssattótusebtedvodnasssseatitadsacscesenostetanastsssessssesnsntescooreosoaaont 


A, AX +A% Pri +4 ¡X; Poneta FAnn +e, 


Las x, son las incógnitas del sistema y los escalares a, y e, son datos que, en economía, 
se pueden determinar fácilmente. 
Se denomina Matriz de tecnología de Leontief a la siguiente matriz de orden n x n: 


Gy Ay O My 
2, în Arn 
M, = ' 
âa Ga As 
Aa An E Ta 


Agrupando las incógnitas en un solo miembro y los términos independiente en el 
otro, se tiene el sistema S de n ecuaciones con n incógnitas: 
A A a e SE 


AR 7087 FA AA AA, 


cosrsseoessesevocosses soooecosecoreerecococsosonosesoesaosssecossessoerostonpooseseeevo 


DT. TM as PURA rei A ÉL 
MG i inn i 
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Para resolver este sistema se deberá escalonar la siguiente matriz ampliada, 


(a,-D a, e A 


l 
D ai 
in i €, 
do ay 
mo. er. e 
es (a, 1) Te as 
3 y . l 
, t . 
| , 
| =g, 
4; A: Ai ho 
, : l 
| 
ie 
Aa Ana y Y (ant) i » 


de donde se obtienen los valores de las incógnitas x,; x,; ...¿ x, que forman el vector de 
nivel de producción X=(x,5 X,5u5 Ni 

Nota: Todos los x, deberán ser positivos, y los valores posibles para los escalares a, 
estarán comprendidos entre 0 y 1. Se deja al lector analizar esta afirmación. 


Ejemplo 20 Supongamos un sistema compuesto por cuatro empresas: E, Ep E, y E, En la figura 
5-7, un arco etiquetado de E, a E, indica la fracción de insumos que emplea la empresa 
E, producidos por la empresa E, para fabricar cada una de sus unidades, siendo j y k 
cualesquiera de los subíndices a, e, i, t. En la figura también se consignan las demandas 
externas al sistema con flechas que sólo poseen nodo origen. 


Figura 5-7 


a) Construir la matriz de tecnología. 
b) Encontrar lo que debe producir cada sector para que el sistema esté en equilibrio, 
c) ¿Cómo se repartirá la producción del sector E? 


Solución 


El orden en que aparecen las variables en la matriz es: x, X; xX, X, 
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0,10 0,02 0,15 0,20 

0,20 0,10 0,30 0,06 

0,40 0 0,15 0,12 

0,15 0,25 0,15 0 

b) El equilibrio se logrará si cada empresa produce: 
x, =0,10x,+ 0,02x,+ 0,15x, + 0,20%, + 4,55 
x, =0,20x, + 0,10x,+ 0,30x, + 0,06x, + 32,7 
x,=0,40x,+  0x%,+ 0,15x,+ 0,12x,+ 8,15 

x, =0,15x, + 0,25%, + 0,15x, + Ox, +53,25 









a) Matriz de tecnología = 
















Lo que llevará a resolver el sistema: 
0,90%, + 0,02%, + 0,15x, + 0,20x, = —4,55 
0,20x, — 0,90%, + 0,30x, + 0,06x, =-—32,7 
0,40x, + 0x,- 085x, + 0,12x = -8.15 
0,15x, + 0,25x, + 015% =] x, =—55,25 









(9,9 0,02 0,15 0,20 | -4,55 
bara close escalonará | 920 29 0,30 0,06 | -32,7 
ara ello se escalonará 0,40 0 085 012 | -8,15 
0,115 025 015 =l =55,25 
Al usar un sistema algebraico de cómputo para resolver el sistema se obtendrá 
1 0 0 0:30 
0.1 0 0/60 
1 
001035 
0 0.0 1180 
Luego, los sectores deberán producir: 30 unidades la empresa E,, 60 la empresa E, 
35 la empresa E, y 80 la empresa E, 
c) Las 35 unidades que produce el sector E, se reparten de la siguiente manera: 
0,4 - 30 12  paraE; 
0 -60 = 0 para E; 
0,15-35 = 5,25 para sí misma; 


























Il 











0,12 -80 = 9,6 para E, y 
8,15 para demanda externa. 
Total 





12 + 0 + 5,25 + 9,6 + 8,15 = 35 unidades 





En situaciones reales, los sistemas están compuestos por cientos de sectores, por lo que el 
uso de software para resolver estos problemas es un imperativo. Simular el comportamien- 
to del sistema (poner a prueba el modelo) permite analizar variantes, predecir efectos y 
realizar tomas de decisiones apropiadas. 
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5.15.2 Programación lineal: optimización 


Ejemplo 21 


En los siglos xvu y xvm, grandes matemáticos como Newton, Leibnitz, Bernoulli y Lagran- 
ge se ocuparon de obtener máximos y mínimos condicionados de determinadas funciones. 
Alrededor de 1800, el matemático francés Fourier fue el primero en intuir los métodos que 
actualmente se denominan “de programación lineal”. 

Durante el siglo xx (en la década de 1940), aparecieron nuevos estudios relacionados 
con los métodos de la actual programación lineal. Los economistas Koopmans y Kanta- 
rovitch contribuyeron a la teoría de la óptima distribución de recursos (organización y 
planificación de la producción, problemas de transporte). 

En paralelo a tales avances, se desarrollaron técnicas que emplean la computación 
y los ordenadores para resolver y simplificar los problemas que se estaban gestando. En 
1947, Dantzig formaliza el enunciado estándar de un problema de programación lineal. 
Estos problemas involucran la optimización (maximizar o minimizar) de una función lla- 
mada función objetivo, cuyas variables se encuentran sujetas a determinadas limitaciones 
denominadas restricciones. Si tanto las restricciones como la función objetivo son lineales, 
el problema se denomina de programación lineal. 


d Torgi cstátidas dei un problema, de pisada: lnea 
Maximizar: dire fsx e n ARE FE 


A f se e denomina solución factible.. 





En este texto se plantean problemas de programación lineal que involucran 2 varia- 
bles, los cuales se resuelven utilizando métodos gráficos. 


Determinar la función objetivo y las restricciones del siguiente problema. 


Una fábrica produce sillas y mesas. Estos productos deben pasar por tres talleres: 


corte, armado y lustrado. Los tiempos requeridos, en horas, por cada unidad en cada 
taller están indicados en la tabla siguiente, así como la máxima cantidad de horas sema- 





310 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


nales disponibles y las posibilidades de ventas semanales. Determinar la producción que 
permite maximizar las ganancias. 


Ganancia por | Venta 
Corte | Armado | Lustrado unidad máxima 


[Horas semanales dispona | iso o Js JO 


Solución 
Las variables de este problema son las unidades de mesas m y las unidades de sillas s que 
es posible producir. 

La función objetivo a maximizar es la función ganancia, G =100m+75s. 


Las restricciones del problema son: 


3m+1,55<150: horas utilizadas por la sección corte; 
3m+2,255<180: horas utilizadas por la sección armado; 
3,75m+355225: horas utilizadas por la sección lustrado; 
0<m<40; 0<5<75: posibilidades de venta. 
3m+1,55<150 
3m+2,255<180 
Luego, el conjunto de restricciones es 13,75m>+3s<225 
0<m<40 
0<s<75 


Resolver el problema significa encontrar valores para m y s que, al satisfacer el con- 
junto de inecuaciones anteriores, vuelva máxima la ganancia. 





Para resolver problemas de este tipo, se revisarán algunos conceptos previos necesa-.' 
rios. 


5.15.2.1  Inecuaciones 


Cuando el símbolo que liga dos expresiones matemáticas es de desigualdad ($, 2,<,>)- 
se tiene una inecuación. Resolver una inecuación es encontrar el o los valores de la o las. 
variables que intervienen, para que dicha desigualdad resulte verdadera. A 

Por ejemplo, la solución de 3x+7<1 es x£-2; lade x?-3<0 es -V3 <x <43, yl. 
de x+y>2 es y >2-—x; es decir, los puntos del plano R? que se encuentran por encima“ 
de la recta y=2-—x, 
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Encontrar el conjunto solución de la inecuación x>2- y. 


Solución 
La igualdad y=2-x representa, 
geométricamente, una recta de pen- 
diente —1 y ordenada al origen igual 
a 2. La desigualdad x>2-— y repre- 
senta uno de los semiplanos en que 
esta recta divide al plano, en este caso 
es el plano superior (o derecho): 
Observe que si la inecuación 
fuese x+y2>2 se debería incluir la 
recta dentro de la solución. 


Figura 5-8 





5.15.2.2 Sistema de inecuaciones en dos variables 





Aquí trabajaremos sobre un tipo particular de sistemas de inecuaciones: aquellos for- 
mados por inecuaciones lineales de primer grado con dos variables. 


Ejemplo 23 Representar gráficamente el conjun- 
to solución del sistema dado por 


x+y>2 
—2x+y 20 


Solución 


En forma gráfica, es la intersección del 
semiplano x+y>2 con el semiplano 
-2x+y20. En la figura 5-9, los pun- 
tos del conjunto solución están repre- 
sentados por la región sombreada más 
oscura. 
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5.15.2.3 Solución de un problema de optimización 


3m+1,55<150 - 
| 3m+2,255<180 | 
Ejemplo 24 Determinar el máximo de G=100m+75s con las restricciones 13,75m>+35S225 H 
0<m<40 
0Ss<75 


(Ver ejemplo 21.) 


Solución 
Si se grafica el conjunto solución del sistema de inecuaciones resultará 


Figura 5-10 


3m+1.555150 
3m+2.2555 180 
3.75m+35<225 
0<m<40 
0S<s<75 


La solución al conjunto de inecuaciones estará dado por todos los pares ordenados [E 
pertenecientes a la siguiente región: 


Figura 5-11 


m 


20 40 60 
El conjunto de todos los puntos pertenecientes a esta región se denomina solución | 
factible, 


De todos estos posibles valores, nos interesa aquél para el que G (ganancia) resulte 
máxima. 
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Al despejar la variable m de G=100m>+75 s, se tiene: 
Gas G 75 
MS —— s=- s 
100 100 100 


Esta expresión representa una familia de rectas de igual pendiente y ordenada al 


; G 
origen — 


Se trazan algunas de las rectas. Todos los pares ordenados (s; m) que están sobre una 
recta tienen igual valor de G, Los que están sobre r, tienen una ganancia G; los que están 
sobre r, una ganancia G, y a todos los que están sobre r, les corresponde una ganancia 
G,. Advierta que todos los pares que están en el primer cuadrante sobre r, satisfacen las 
restricciones, mientras que ninguno de r, las cumple. 


Figura 5-12 


S 
s 


El objetivo es determinar la G máxima, lo cual equivale a la recta con ordenada al 
origen máxima. Las soluciones factibles están dadas por el polígono convexo que tiene 
vértices en los siguientes puntos: 

P,=(0; 0); P =(0; 40}; P,=(20; 40); P, 1, = P, =(75; 0) 

Observe que el máximo valor de G se dará en uno (o varios) de los puntos frontera 
de la región. En este ejemplo, en P,. 

e 100 100 

Luego, la G máxima será Ga = et B =$5833,33 

Nota: Si bien se ha trabajado el problema como si las variables fueran continuas, 
éstas en realidad son discretas (número de mesas y sillas). Esto es uno de los tantos 
“recortes o- supuestos” formulados en el planteo del modelo. La restricción, en lugar de 
estar formada por un número infinito de soluciones (región convexa), está formada por 
un conjunto finito de puntos: aquellos que estando dentro de la región convexa tienen 
ambas coordenadas naturales. 
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5,15.2.4 Teorema fundamental de la programación lineal 





5.15.2.5 Tipos de soluciones de un problema de programación lineal 


Así como los sistemas lineales se pueden caracterizar de acuerdo con el tipo de soluciones;, 


los programas lineales también. 
Se puede mostrar que siempre es posible, matemáticamente, arribar a alguno de los, 


cuatro tipos de solución siguientes: 
Con solución única 
Factibles < Con solución múltiple 


Con solución no acotada 
Tipos de soluciones de un programa lineal 


No factibles 
El Soluciones factibles: Valores que satisfacen todas las restricciones. 

— Con solución única (ver figura 5-13): 

x+y<l 
Ejemplo: Maximizar f =10y, sujeta a 3% 20 

y20 

— Con soluciones múltiples, función objetivo acotada (ver figura 5-13): 

x+ysl 


Ejemplo: Maximizar f =x+ y, sujeta a Xx 20 
y20 


— Con solución y función objetivo no acotada (ver figura 5-13): 
x+y21 


Ejemplo: Maximizar f =x, sujeta a 1:20 
y20 
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Las representaciones gráficas de cada ejemplo se muestran a continuación: 


Figura 5-13 


objetivo f =10 y máxima objetivo f =x+ y máxima objetivo f =x máxima 
x+y <1 xty <1 x+y z1 
restricción x20 restricción 4x>0 restricción (x>0 
y20 y20 y20 












<-— Solución Única 


<— Solución múltiple 
x N 
5 


x+y=1 


Solución =o 
: no'acotada 


x+y=1 


Ed Soluciones no factibles: No existe el conjunto de soluciones que cumpla con todas las 
restricciones. 


x+y22 


Ejemplo: Maximizar f =x+ y, sujeta a l +y<1' 


Figura 5-14 





Ejercicio 5-7 


1. Una economía hipotética consta de dos sectores, I y H, cuyas interacciones están da- 
das en la tabla siguiente: 
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Producción tota] 


Se entiende por interacción: “Industria de la fila i vende a Industria de la columna je 





a) Crear la matriz de tecnología. 
b) Obtener la producción de cada sector si las demandas finales cambian a 60 uni- 
dades para el sector 1 y a 45 unidades para el sector II. 


2. La interacción de dos industrias A y B que integran una determinada economía está 


dada en la tabla siguiente. 
Ree q Demandas del Producción 
consumidor total 


Ae a 
beso | | a 


Determinar la producción si las demandas de los consumidores cambian a 30 unida- 
des para la Industria A y a 450 para la industria B. 

3. Resolver el ejemplo 21 (producción de sillas y mesas) suponiendo que la ganancia es 
de $150 por mesa y de $75 por silla. 

4. Maximizar la función f(x, y)=4x+2y sujeta a las restricciones 2x + y 2 4; x-y? l; 
x20;y20. 
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3x-2y+32=3 x +x,+x+x,+x,=1 
2x-3y-2=2 2X, — Xy Xy 2%, —X, =2 

e) 5x-5y+22=5 i p 5x, +2x, +24, +5%, +2% =5 
10x-10y+4z=0 dx +x,+x+4x,+x,=4 





Ejercicio 5-9 e gi TA nN a 

Interpretar geométricamente en R cadi una 'de las ecuaciones id jelos! siguientes. sistemas s lineales. Deter v 

- el conjunto solución y la interpretación gráfica. de éste.. Hn y T OEE y ns yA 
: i i s43- z% 2 l gi 

0 piae O Dfa yae 








Ejercicio 5-10 i 
Encontrar la ecuación de la. función polinómica. de tercer grado qe. verifica z i ] z 


se =0 y f(-1)=4. 


Ejercicio 5-11 Faris 
Determinar los valores de k para que el sistema ¡dados sea : compatible. determinado, y encontrar sü solució 





x+2y+4w=2 
—x+42-2w=0 
x+2y-2z+4w=2 
2x+10y+kw=1—3k+4 








Ejercicio 5-1 2 


Encontrar una ecuación para l la familia de curvas con y eciación. y= ax 24m 
puntos (1, 4); (2,1), (3; 0). 


Ejercicio 5-13 


Una alcancía contiene $83. En la dania nari 13 billetes cuyas denominaciones son nde si, $5 Y „sio. icus 
billetes de cada valor hay en la alcancía? o 
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Ejercicio 5-14 
Cuando el butano, C,H se quema en presencia de oxigeno para formar bióxido de carbono y agua, s 
produce la reacción C¿H,, +0, >C0O, + H,O. Balancear la ecuación química. 


A 
nas 























Ejercicio 5-15 


Dos soluciones de un ácido de distintas concentraciones (97% y 90%, respectivamente) se deben mezclar 


para obtener 21 litros de ácido con un 95% de concentración. Determinar la cantidad de cada solución: 
utilizar. - 








Ejercicio 5-16 


Una economía simple tiene tres componentes dependientes entre sí, pero que no dependen de demanda 
externas. Estos componentes son: agricultura, vivienda y alimentación. La fracción de cada pu qu 
consume cada uno de los sectores está dada en la tabla siguiente: f E 





En el supuesto de que todo lo producido debe ser lo que el mercado interno consume, o, calcula las produc 
ciones para cada sector de esta economía. : : di 











Ejercicio 5-17 


Maximizar la función f(x,y)=x+ y sujeta a las restricciones y <2x; y 20,5%. 








Ejercicio 5-18 : ; sn 
Maximizar la función f(x, y)=3x+ y sujeta a las restricciones: 2+ ysi; x+ 0,5 y2 > 45 x> > 0; y2 > o 
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Glosario 


A O e EN 
ee lineal con incógnitas: a,x, +4,x,+..+a,x, =b; donde a; a,;... a, y b son 
escalares. 


Matriz ampliada de un sistema de ecuaciones lineales con incógnitas: Al sistema 
ax% tax, tta pX =b, 
aa% tag% teta x =b, 


Am% tAn te FA nnn = by 


4 4 Ain b, 
üy ä a,b 
. . . 21 2 2 
se le asocia la matriz ampliada AfB=| ? 2 Ta do 
Aa) ama E Ar ba 


Matriz de los coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales con incógnitas: Al sis- 
A,X% tap X, teta x, =b, 


2, X, +0, X,++0,,x, =b 


tema 2 sele asocia la matriz de los coeficientes 
Ani% TAn poaa Amnn = ba 
Es Me di a 
hala “A Ain 
Gs Qp zo Éa 


Matriz escalonada: Matriz que cumple con tres condiciones: 


1. El primer número no nulo de un renglón es 1 (uno principal). 

2. Los renglones, si los hubiese, que tienen todos sus elementos nulos se agrupan en la 
parte inferior de la matriz. 

3. En dos renglones consecutivos, el uno principal del renglón inferior aparece a la dere- 
cha del uno principal de la fila superior. 


Matriz escalonada reducida: Matriz escalonada donde además las columnas que contie- 
nen a los unos principales, tienen ceros en las demás posiciones. 


Método de Gauss-Jordan: Método que se basa en las operaciones elementales entre las 
filas de una matriz y permite determinar el rango de la matriz, su matriz inversa y resolver 
sistemas de ecuaciones lineales. 


Rango de una matriz: Cantidad de unos principales en la matriz escalonada. Cantidad de 
columnas o filas de la matriz linealmente independientes 


Sistema compatible determinado: Sistema que tiene una única solución. 


Sistema compatible o consistente: Sistema que tiene al menos una solución. 
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Sistema compatible o consistente indeterminado: Sistema que admite más de una solu. 
ción. 

Sistema de ecuaciones lineales: Un conjunto finito de m ecuaciones lineales con n varia- 
bles (x,; x,3 ..3 x,) se denomina sistema de ecuaciones lineales. 

Sistema de ecuaciones normal: Sistema que tiene igual número de ecuaciones que de in- 
cógnitas. 

Sistema de ecuaciones sobredimensionado: Sistema que tiene más ecuaciones que incóg- 
nitas, 

Sistema homogéneo: Aquel que tiene todos los términos independientes nulos. 

Sistema incompatible o inconsistente: Sistema que carece de soluciones. 

Sistema no homogéneo o inhomogéneo: Aquel que tiene al menos un término indepen- 
diente no nulo. 

Sistemas equivalentes: Sistemas que tienen idéntico conjunto solución. 


Solución de un sistema de ecuaciones lineales: Conjunto ordenado de escalares, denota- 
dos por (2,; @,; 3 @,) que verifica simultáneamente todas las ecuaciones del sistema. 


Solucióndeunaecuaciónlineal:Conjuntoordenadodeescalareson-upla (a; @,; 5 @,) 
que verificán la ecuación a,x, +8,x,+..+4,x, =b, esto es: 4,0% +a, yta ta a =b. 
Solución o solución general de un sistema lineal: Conjunto de todas las soluciones del 
sistema, 

Solución trivial: Es la solución ((0; 0; 0; ...¿ 0)), que debe verificar simultáneamente to- 
das las ecuaciones del sistema. 


Teorema de Rouche-Frobenius o Kronecker: Teorema que permite relacionar el tipo de 
solución de un sistema lineal con el rango de la matriz de los coeficientes y el rango de la 
matriz ampliada. 

Variable libre de un sistema de ecuaciones lineales: Variable que no tiene como coefi- 
ciente un uno principal en su matriz escalonada asociada. 

Variable principal de un sistema de ecuaciones lineales: Variable que tiene como coefi- 
ciente un uno principal en su matriz escalonada asociada. 





Matrices 


SITUACIÓN INICIAL 1: 


Una empresa califica el estado de trabajo de sus máquinas de la siguiente manera: 


Estado 1 (E): funcionamiento normal. 

Estado 2 (E,): con pequeños desperfectos que no afectan su utilización, 
Estado 3 (E,): con desperfectos que afectan el uso normal. 

Estado 4 (E,): descompuesta (sin funcionar). 


Cada semana, una máquina tiene las siguientes probabilidades de cambiar de estado: 


Si se encuentra en el estado El, tiene 30% de probabilidad de pasar a E,, 15% a E, 
y5%a E, 

Si se encuentra en el estado E,, tiene 30% de probabilidad de pasar a E,, 25% a E, 
y 15% a E,. 

Si se encuentra en el estado E,, tiene 20% de probabilidad de pasar a E,, 25% a E,, 
y 25% a E, 

Si se encuentra en el estado E, tiene 10% de probabilidad de pasar a E,, 30% a E,, 
y 35% a E,. 


a) Encontrar la probabilidad de que una máquina ubicada en E, pase a E, luego de 6 
semanas. 

b) Analizar el estado de las máquinas luego de 4 semanas si, inicialmente, 50% fun- 
ciona de modo normal, 20% tiene pequeños desperfectos, otro 20% tiene averías 
importantes, y las máquinas restantes están descompuestas. 

c) Usar un sistema algebraico de cómputo para encontrar la probabilidad de que, 
teniendo una máquina pequeños desperfectos, llegue a estar inutilizable al cabo de 
un año. 

d) Silas probabilidades de transición de estado no cambian, ¿se puede predecir el 
porcentaje de máquinas ubicadas en cada estado? 


Las matrices son ampliamente usadas para almacenar información de manera sintética 
y, por tal motivo, representan una manera simple de mostrar dicha información. Por 
ejemplo, información que es almacenada en este tipo de estructura son los horarios de 
trenes, la cantidad de existencias de mercadería en un depósito, una imagen en la pan- 
talla de un monitor. 
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Esperamos que al finalizar la lectura comprensiva y activa del presente capítulo, usted 
pueda: i 
Conocer las operaciones matriciales y sus propiedades. 

Resolver ecuaciones matriciales. 

Establecer relaciones entre matrices y sistemas de ecuaciones lineales, 

Advertir la utilidad de las matrices y de las operaciones matriciales para manejar 
datos en problemas complejos. 

Utilizar las matrices en el modelado de problemas. 








Definiciones 


La definición de matriz fue introducida en el capítulo 5, Sistemas de ecuaciones lineni 
sin embargo, vale la pena recordarla. 





Matriz 





Si bien los escalares pueden resultar complejos, en este capítulo se trabajará sobre matrices 
con elementos reales. Estas matrices se denominan matrices reales y se simbolizan con 


A ER”. 
a 
As: : 
(aniani in) es el renglón o fila į de A, y | ” | es la columna j de A. El vector 
pal 


mj 


(a A illa) es el vector renglón í, y (a, A anj) es el vector columna j. 


6.1.1 


6.1.2 


6.1.3 


6.1.4 


6.1.5 
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Tamaño u orden de una matriz 


Una matriz que tiene m filas y n columnas es de tamaño u orden, mxn me lee m por "h 





Matriz fila 


Si una matriz es de tamaño 1.x n, se denomina matriz fila o vector fila. 





Matriz columna 





Si una matriz es de tamaño m:x 1, se denomina matriz columna o vécte 


Matriz cuadrada 





- Unamatriz A,_. €s cuadrada si m= n. En este caso, se 





Los elementos de una matriz cuadrada a,,54,,5"*34y5*":50,, forman la diagonal principal 
de A, y los elementos 2,54, Gin, , vella la diagonal secundaria de A. 
Ce pr 
A 
LA "De ne Mini A Ai lg 0 Pip T Agd 
an S Aa A A A La aa A %, n 
: io a ; i Letar ai en 
A 9 po poe 
is S l a a 
Aaa Cara wiii har iie n E t T fra 3 n- n=] mln 
~ = .o.o 
a, 1 a, 2 a mn E Am A 7 $ Ax pe Maa a, net a, a 
Diagonal principal Diagonal secundaria 


Matriz ESEON ya matriz nala 


S denomina matriz identidad, y y se  sibolka conh a la matriz cuadrada tl que. | 


H3 pe T aho 
et, lo. sj. 


i Se denomina matriz | cero o: abs nula, ys se simboliza. con 10,a la matriz tal que 





ES. 
Por ejemplo, | 0 1 0 [esla matriz identidad de tamaño 3, que se denota como l,, y 
0.01 


(o , o) es la matriz nula de tamaño 2 x 3 
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6.1.6 Igualdad de matrices 





-1x 0 1 3 
x=3 A y=0, y C% A, porque son de distinto tamaño. 


Por ejemplo, dadas PT a y ne ee sl T 2) A=B «e 





Operaciones con matrices 


6.2.1 Suma de matrices 





123 2 1 —2)| -l 3 T 
Así, cuando A= y B= , entonces C= 
lx 0 Ll S >= 0 3+x x 


6.2.2 Multiplicación de una matriz por un escalar 
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1 3 
Pr al ak 
123 2 46 
Así, cuando A = , entonces, 2A = -A A= 2 2 
-=1x 0 —2 2x 0 2 1 x 
2 


i 8 waa 
ids a 2 dds 0.0.0 (EDA= 12 3 
-l x 0 000 l -x 0 


La matriz (-1)4 se denomina opuesta de A, y se le simboliza con —A, 


Al combinar las dos operaciones anteriores se puede plantear la combinación lineal de 
dos matrices, esto es A,4+4,B. 

Si, en particular, 4, = 1, y 4, =—1, la matriz resultante 14 +(-1)B= A -—B se denomina 
matriz diferencia de A y B. 


1 2 1 k 
Ejemplo 1 Siendo A= t ) B= h o = ) determinar k para que 24-—B=C, 


Solución 


A E 3) 


2-1 4-k 1 3 i 1 4-k 1 3 D e M d 
a = os matrices son iguales si, 
2k-2 2+0 0 2 2k-2 2 o 2 E en 


sólo si, sus elementos correspondientes lo son; así que se debe satisfacer simultánea- 
1=1 


. El sistema lineal admite como única solución k= 1. 


2=2 





6.2.3 Producto de matrices 





Figura 6-1 
A B 


mxi 


=C 


Ixn mxn 


Advierta que para poder realizar el producto AB, la cantidad de columnas de A debe 
= ` ser igual a la cantidad de filas de B. La matriz producto tiene tantas filas como A y tantas 
columnas como B. 
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mi E 32 A 
Ejemplo 2 Realizar, si es posible, los productos AB y BA siendo A= (1-2) y B= 3 E ,) 
Solución 


La matriz A tiene un tamaño de 1 x 2 y la matriz B uno de 2 x 3. Por lo tanto, será posible E 
realizar el producto AB, pero no el BA (ver figura 6-2), 


Dado que la matriz producto de A y B -C- tiene un tamaño de 1 x 3, se deben deter- 


minar sus tres elementos Cs E is Se utiliza la definición de c= Fasty b,,. Para estas 


matrices, l= 2, luego, 


2 
C = $ hba =b tab, =13+(-2)(-1)=5 
k= 


Figura 6-2 





B A Ae Pee 1x3 


2x3 1x2 











Aba =9,,0,,+9,b,, =1-D+(22)-0=-1 


Realizar el producto mediante la definición resulta tedioso y lento, más aún cuando las 
matrices son de gran tamaño. Existe una regla práctica para realizar la tarea: 


Figura 6-3 





Si se ly al vector fila “1” de la matriz A como 
4,,59,,50,) y al vector columna “” de B como 
A , el elemento c. j puede i interpretarse como 

el bas punto entre el vector renglón í 10, 


y el vector columna (b,; dy =b) 


Qs "Ay 
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0 1 
Realizar, si es posible, los productos AB y BA, siendo A =| -1 2| y B -( >) 
-14- 0 
4 2 


Solución 
La matriz A tiene un tamaño de 3 x 2 y la matriz B uno de 2 x 3. Estas matrices son 
compatibles para realizar tanto el producto AB como el BA. 


Este ejemplo muestra que el producto de matrices no siempre gozará de la propie- 
dad conmutativa, 


1 2 3 0 
Ejemplo 4 Determinar AB y BA, siendo A=|4 0 1|[yB=|1 
2 37 2 


Solución 


1 0 2 0 al 


i o1) 0n o0 
Ejemplo 5 Determinar los productos AC y BC, siendo A= í ) B -| ) C —( ) 


Comparar los resultados obtenidos. 
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Solución 


Al comparar se observa que AC = BC, y sin embargo A % B, a 
Este simple ejemplo muestra que el producto matricial no siempre goza de la propie- -| 
dad cancelativa, esto es, AC = BC = A = B, Y 





Ejercicio 6-1 


1 
Siendo A=| 4 


I =i 0 
y C -Í >) calcular los productos; 
=l 


4 2 


O v » 
O N uy 
m. + A 
za 
y 
GQ GU e Q 


a) AB b) BC c) (AB)C d) A(BC) e) CA f (BAJO 


A A A RS ATA TA AT RRE SETAS RARA RE RR E AEE NEA EEEE ENARA 


6.2.4 Propiedades de las operaciones matriciales 


Las propiedades de las operaciones matriciales definidas son suma, multiplicación por un 
escalar, y producto. 
Sean, 4, y 4, escalares, y A, B y C matrices (en todos los casos se supone que su tama- 
ño permite realizar las operaciones). O es la matriz nula. 
l. A+B=B+A Ley conmutativa para la suma 
2. (A+B)+C=A+(B+C) Ley asociativa para la suma 
3. AA+ B)=1A+AB 


Leyes distributivas para la suma 
4. (4,+4,JA=4,A4+4,A 


5 A+FO=A Existencia de elemento neutro para la suma 

6. A+(-AJ=0 Existencia de elemento inverso aditivo u opuesto en la 
suma 

7. 1A=A Existencia de elemento neutro para la multiplicación 


por un escalar 
8. 1A=054=0vA=0 
9. Al, =1,A=A,siendoA,,, Existencia de elemento neutro para la multiplicación 
10. (4+B)C=AC+BC 
11. A(B+C)=AB+AC 
12, (AB)C=A(BC) Ley asociativa para la multiplicación de matrices 


Leyes distributivas para la multiplicación de matrices 





6.2.4.1 
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3. UAJA=A 10,4) y Leyes asociativas para la multiplicación por un escalar 


14, AAB)=(44)B= A(AB) 

15. AO=0A=0, siendo A, Existencia de elemento absorbente en multiplicación de 
matrices 

16. Existen matrices no nulas Existencia de divisores propios del cero 

(A + O, B + 0) tal que AB=0 

B=C= AB= AC multiplicación a la izquierda 


es B=C=BA=CA multiplicación a la derecha 


| Sin embargo el producto entre 


AB=A4C z5 B=C 


matrices no goza de la propiedad cancelativa | BA=CA = B=C 


Todas estas propiedades se demuestran en forma sencilla usando, por lo general, la defini- 
ción de las operaciones y las propiedades de los escalares. A continuación se demuestran 
tres propiedades, y se dejan las demás como ejercicio para el lector. 

Observaciones: 

Ya hemos visto que la implicación recíproca del ítem 15 no siempre es verdadera. (Ver ejem- 


plo 1.) 
Puede mostrarse fácilmente la 16 a través de un ejemplo. 


0 2 0 -2 
Si se toman las matrices A = : 3) yB= po >) ¿qué sucede con AB? 
Demostración de algunas propiedades 
Demostración de la propiedad conmutativa para la suma de matrices, A+B=B+A. 
Llamamos C= A+ By D=B+A, y hacemos uso de la definición de suma de matrices: 
C=A+B& Vi Vj:c =a; +b; y D=B+C e Vi; Yj:d =b; +a, 
Dado que C¿=4, +b, & b, +a, = d, 


por propiedad conmutativa 
de la suma de números reales 


Luego Vi; Vje; =d, y por la definición de igualdad de matrices, C = D. Entonces 
A+B=B+A 


Demostración de la propiedad de existencia del elemento neutro para la multiplicación 
de matrices, AT = IA = A, siendo A yn 


Llamamos C = AI, con A y hacemos uso de la definición de matrices: ` 


nxn? °w 
C= (c)n Vi Yj: cy = D aay 
= l sik=j 
Pero, por definición de matriz identidad, i, = f E i ia entonces 
si k#j 
Ja, sik=j A 
ninia si ka j >q kaha 


Luego por la definición de igualdad de matrices, C= A. Entonces AT = A. 
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Ejemplo 6 


De manera análoga, es posible demostrar que AT =A 
Demostración de la propiedad distributiva para la multiplicación de matrices, 
(A+ B)C=AC+ BC. 


Llamamos (4A+B)C=D A+B=E AC=F y BC=G 


Por la definición de suma, A+B=E+*Vi,Vk: e, =4, +b,,, y por definición de] 
producto matricial, 


L Í 
ViVj: d,, =2cs bd, = 2 (04 +), 


l 1 l 
z F babu +b¡¿C,; s E + Y tos > 
kai kal kal 


Y as, + Y bc, >D=F+G=> 


E a (A+ B)C=AC+ BC 
elemento elemento 
genérico de F genérico de G 


Dadas (7; A a) s-(7 
53 1 


comprobar las siguientes igualdades: 
a) AI=IA=A b) (BC)D = B(CD) c) (A + B)C=AC + BC 


Solución 

a) Al=IA=A. 

A tiene tamaño de 2 X 3, así que para poder realizar el producto Al, la matriz identidad 
debe ser de tamaño 3 (recordemos que es cuadrada). Por.el contrario, el producto IA ` | 
exige que I sea de tamaño 2, 


b) (BC)D = B(CD) 
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En el cálculo de (BC)D, la matriz C está postmultiplicando a B, y la matriz D está post- 
multiplicando a la matriz producto BC. Advierta entonces que cuando se debe postmul- 
tiplicar, un ordenamiento horizontal organiza el trabajo, mientras que si se debe pre- 
multiplicar, es mejor tener un ordenamiento vertical, 







c) (A+B)C=AC+BC 


-l 2 -2 ~k A 2 -2 0 0 
A+B= + = 
22 1 © -Ll 1 S K 2 












—2 40 1 1201 ¿4 Y 2 






1021 f34 02 0 
Entonces AC+BC=| j ). ) | i 0 >) 
2 


0.0.0 
Con lo cual se comprueba que (A+B)C=AC+BC= 120 >) 
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Ejercicio 6-2 


4 
| 123 4 2 1 E 2 
Dadas las matrices A=| 3 4 0O| B=|-3 1 1| y C= 7 2 0j, ylos 
TEE Li Epi 


escalares À =À, = 1,5 y À, = —3, comprobar cada una de las propiedades, de la 1 a la 15; 
presentadas al inicio. 
O 4 





6.2.5 Potencia de una matriz 
La potencia de una matriz se define en términos de la multiplicación de la matriz consigo 


misma un número finito de veces. 
Si A es una matriz cuadrada, es posible realizar el producto AA-:-A. Para simbo- 


ti veces 
lizar esta matriz se usa la misma notación exponencial que para los números, esto es 
A" = AA- A. 
n veces 


L el 
Ejemplo 7 Dada A= l A calcular A’, 


Solución 


Por la propiedad asociativa de la multiplicación de matrices, también podría haberse e 
resuelto haciendo A?A%A o AA. 





Ejercicio 6-3 


1214 
Dadas las matrices A=| -2 —1 0 | comprobar, de distintas maneras, que 
1 Y 1 


-16 -12 8 
At=| 2 -11 -14 
8 14 12 
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6.2.6 Ln de una maliz 






aw una i matriz As „Se ¿dice que B, pes sl matriz transpuesta de A Avis vj: aym 
La matriz transpuesta. de A se simboliza con AT o A's. 


EY [114 iS Mes 1 
£3 0l=.143 0 + ú diia 0 


=A Y 3 = 0 3] , Wi = Q “139 0 


Advierta que la fila k de una matriz pasa a ser la columna k en la matriz transpuesta. 

Dado que transponer significa intercambiar fila por columna, es común escribir un 
elemento cualquiera a. como aj (el elemento que se encuentra en la posición ji de una 
matriz es el que está en la posición ¿j de su transpuesta). 





A partir de la definición, se puede concluir que tanto las matrices simétricas como las 
antisimétricas deben ser cuadradas. 


14 2141 0.0 
Las matrices| 4 2  0O|y¡0 2 0|sonsimétricas, ya que AT=A, 
-2 0 3j \0 0 3 
Observemos que 


o 0Y 


1 1050 -2 -2 
0 2 0| =|0 2 0Ojy] 4 2 9| =] 4 2 90 
003 0 3 -4 Y 3 -2 0 3 
0 4 -—1 
La matriz |4 0 3 |esantisimétrica, ya que A7=-A: 
11 «3 g 
04 AY fos 1 0 4 -i 


4 0 3|=|4< 0 3|=D4 0 3 
1 -3 0 -1 3 0 1-3 0 
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Ejemplo 8 


Advierta que todos los elementos de la diagonal principal de una matriz st 


deben ser nulos, (a, =—a, = a, =0). 


Mostrar que: 


a) 
b) 
c) 
d) 


e) 


La suma de dos matrices simétricas es otra matriz simétrica. 

Si A es antisimétrica, AA es antisimétrica. 

Cualquiera que sea la matriz cuadrada A; A + A7 es simétrica y A — A7 es antisimétrica, 
Una matriz cuadrada cualquiera puede ser descompuesta como la suma de una ma- : 
triz simétrica y una antisimétrica. 
El producto AAT es una matriz simétrica. 


Solución 


a) 


b 


x= 


c) 


d) 


sle E H; 


Para mostrar que la suma de dos matrices simétricas es otra matriz simétrica, sólo ` 
se deben comparar los elementos c,, y c,, de la matriz suma. Estos elementos son ` 
=a; tb y c= a, +b,. Puesto ip A y Bson simétricas, entonces a,=4, y b,= =b; 
Be C; =a; +b, =a, +b, =c; luego Yi; Vj:c,=c,,>C=A+B es simétrica. 
De igual manera, se puede Se ah que la suma de dos matrices antisimétricas es E 
otra matriz antisimétrica, 


Para mostrar que si A es antisimétrica también lo es B=2A, se debe probar que los 

elementos b, =—b,. Por definición de producto por un escalar, b, =4a, yb, =4a,. 

Además a, ‘=a; por ser A antisimétrica, entonces b,,=4a,,= Ala; )=—4a; = 
-b De modo que la matriz B responde a la definición de matriz antisimétrica. 

De manera similar, se puede probar que si A es simétrica también lo es B=2A. 
Para comprobar que cualquiera que sea la matriz cuadrada A, B=A +A? es simétrica 
y C=A-— AT es antisimétrica, se debe probar que Vi; Vj:b, =b, y c, =-c, 

I b =a; +a =a,+a, y b,=a,+a, =a,+a,. Comparando las anteriores 

Vi; Vj:b, =b,, luego B=A +A? es simétrica. 

A Cc == a” =4; a; Y C= Aj -a =4,—4,=-(a, —a,). Comparando las an- 
teriores Vi; Vj:c, =—c;, luego C=A — A? es antisimétrica, 


Para probar que una matriz cuadrada cualquiera puede ser descompuesta como la 
suma de una matriz simétrica y una antisimétrica, sólo se debe observar que se pue- 
de reescribir a A como: 

1 1 1 1 1 1 1 1 
A=2A+-A=2A+Z A+ AA SR (ARA 4 LA A) = A HAL. 

2 2 2 2 2 2 Z 2 s 


Al utilizar los resultados de los incisos b y c, resulta que la matriz A, es simétrica 


0 1 
y A, es antisimétrica. Ejemplificando con L J 


eS 


SES 
tw vj 
w |= 
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A 

131 

2 

e) Para comprobar que el producto B = AA” es una matriz simétrica, se debe probar 
que Vi; Vj:b, =b,. Por definición de producto entre matrices, 


Z 


i i l ! 
e. P ce. - Y - ¡> z. eee 
b, = > agy = > apap Y b= > Arly = > Apay. Comparando Yi; Vj:b; =b, 

hal kal k=l ki 


luego B = AA" es simétrica. Es fácil advertir que la misma propiedad se atribuye a 
C=A"A. 


Ejemplo: 


AAT 





6.2.7 Inversa de una matriz 





Advierta que la definición no asegura que toda matriz cuadrada sea invertible. De hecho, 
hay muchas matrices cuadradas que no son invertibles. Éstas se denominan singulares, o 
no invertibles, 





Para demostrarlo se supondrá que tanto B como C son inversas de A. 
B es inversa de A & AB = BA = I y C es inversa de A & AC = CA =]. 
A partir de AB = I es posible premultiplicar miembro a miembro por la matriz C. 
Luego, CAB = CI, y dado que C es la inversa de A, CA = I. Además, CI = C y IB = B, 
De manera sintética: AB = I => CAB = CI => IB = CI = B = C = A” es única, 


I 2 =l -5 10 —3 


Ejemplo 9 Mostrar que B=| 0 1  1|eslainversade C=| 2 
—2 0 5 
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Solución 
Si B es la inversa de C, debe cumplirse que BC =CB=1. 





Ejemplo 10 Se denomina matriz ortogonal a la matriz cuadrada A que verifica la igualdad AT = A”, 


Mostrar que la matriz A = T es ortogonal. 
3 
=2 


V6 


Solución 


Si la matriz es ortogonal, su inversa debe 
coincidir con su transpuesta. 

Como AT = A => AAT = AA” = I, debe 
probarse entonces que AAT = I. 





6.2.8 Propiedades de la transposición e inversión de matrices 
1. (A+B=A4B7 4 (AB =B'A" 7. (A'Y =(A7F a 
2. (AN =14" 5, (A) =A t a guy s$ at Geo 
3. LAY =A 6. BTA*=(AB)” 9, (A) =(ATY nen : 
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Demostración de algunas propiedades 


En general, todas las propiedades anteriores se demuestran usando la definición de las 
operaciones y las propiedades de los escalares. Aquí demostramos cuatro propiedades, y se 
dejan las demás como ejercicio para el lector. 

Demostración de la propiedad 1, (4+B) =A4" +B"”. 


Se denomina a, b,, y c, a los elementos genéricos de las matrices A, B y C =A + B, res- 
pectivamente. 
Por definición de suma y de transpuesta c,=4,+b,; c,' =c,=4,+b,= a, +b,* 


Luego Vi; Vj:c," =a; +b, =A" +B" =(A+BY. 
Demostración de la propiedad 4, (AB) = B" A" 
Se designan a D=(AB)' y E =B" A" y se debe probar que Vi; V}: d; =e;. Para ello se calcu- 
I 
la el elemento ji de C= AB utilizando la definición del producto matricial, c, = Dagba 
k=1 


1 
Luego, el elemento d, de D=(A BJ =C* es c,'. Entonces d, =c,' =c,= Y ali (1) 


i l l 
Por otro lado, el elemento įj de BTA? es e, = yb, a => ba =y ayb, (2) 
k=1 k=l k=l 


Luego se comparan (1) y (2), d, =e,, lo que prueba (AB) =B" A". 
o 1 y 
Como ilustración, se comprueba (AB) =B" A* con A=| —-1 2|yB h 3) 
-2 3 





Luego, comprobando ambos resultados: 


s 0 -i —2 
(AB) =B"A" -( ) 
4 6 8 
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Demostración de la propiedad 6, (AB)” =B"A” 
Se debe probar que la inversa de AB es BA”, esto es: (ABAB"A”)=(B"ATNAB) =p 
En efecto, 
(ABBA) = A(BB)A” =AIA” = AA” =I (1) 
(BUACMNAB)=B"(A47*A)B=B"IB=BB"=] (2) 
A partir de (1) y (2) se comprueba que B147 es la inversa de AB. 
Demostración de la propiedad 7, (47) =(47Y 
Por la definición de matriz inversa: AT(AD > =I (1) 
Además ATA = J, transponiendo ésta y utilizando la propiedad 4: 
WAY er=] => AYAD"=I (2) 
Comparando (1) y (2): AAD? =ANAD"=I (3) 
Dado que A” es invertible premultiplicando por (47)”! en (3) se tiene: 


(AT) = (A71)7 
Ejercicio 6-4 

-1 4 E 2 41. 3 

2 - 2 2 2 2 
Siendo A=| 1 0 -i y Bx=| 1 3 1 

de 1 t 2 2o 2 

3 2 3? -2 4 -l 

kL 4 131 

1. Verificar que A” =| -2 -1 0| y B'=|1 -1 2 


l Qi 2 23 


2. Utilizando los resultados del ítem anterior y Á = 2, comprobar las propiedades 


a) (A+B =A"+B" e) B°A”=(ABY" 

b) (AAY =4A" A WY =at 

o) (AF =A g) QA =A (4+0) 
d) (AB) =B"A" h) (AY BTA =(ABA"Y" 





6.2.9 Cálculo de la matriz inversa 


da My 7 A, E 4 A 
a a ... i x 

Sea A=| 7 ? a" | ysu inversa A” =| 7 “2 : 
fa Ar cd An a Kaz Kon 


Entonces, por definición AA” = AA =I 
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Al resolver el producto 





para cada columna de I, un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas. 
Para la primera columna de la matriz, resulta el sistema 


AX FAX ho +0, Xx, =1 

Ay Xy FAX y Et y =0 
i 

AX y 70 Xy FAX =0 


Para la segunda columna de la matriz, resulta el sistema 


AX FAX H ax, =0 


S AX yg FX y HA Xy = 
2 
2, Ey +4, E teati a= 0 
AX PO Xy HHA, Xy 
Ay Xy PAX ota) x, =O 
Para la ¡-ésima columna de la matriz, se tiene S, = 


a.x. +a, X, +t +ax.=1 
211 


1221 inmi 


hoerarorneocriaoorocrnon os. 


A, Xy Papy HEA pAn O 


1224 nn ni 


AX, TAa T HAX un =O 


A . a,x, +ta,„x, He +a,x =0 
Por último, para la n-ésima columna se tendrá S,=4 "" 2» en 


eo. eoononcron.....» .arorsoro.. 


A + Az pk An nn =1 
Advierta que cada sistema lineal tiene n incógnitas. Las 1? incógnitas totales son los 
elementos x, de la matriz inversa. Encontrar la matriz inversa implica determinar la solu- 
ción de los n sistemas lineales. 


Observemos que las n incógnitas del sistema S, son x,,5x,,5"""3%,,. Si se resuelve S, 
con el método de eliminación de Gauss-Jordan se tendrá: 
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y An A pl Operaciones elementales 1 0 ET 
lo Es e uu. 10 del renglón o 1 0|x i 
5 AF g a á . |? | enel caso de que 
Ba Ta an {0 0 Q w 18g 
S, sea compatible determinado. 
Las n incógnitas del sistema S, son x,,3 X,5 "13 X,,- Si se resuelve $, de igual manerg; 
“a Ay Ap |0 1 0 0 | x 
la Ey “ ali 4 0 l a 22 i nai 
: : = |: b seobtiene |: : :| 4 Procediendo en forma similar 
Aa E “e GO 0 0 1|x%, 


hasta el n-ésimo sistema S „ cuyas incógnitas son Xn3 Xyn5 **"5 X,m> se resuelve S, escalonando! 


GA Ay w10 1 0 olx. 

a a .o. 0 1 0 x 
a a 2 ] F 3 
: : :" |: p Se obtiene así E y 

Ana An ... An 1 0 0 s. 1 - 


Advierta que los n sistemas comparten la matriz de los coeficientes y que sólo varían 
en los términos independientes. Luego, las operaciones para escalonar serán las mismas en 
los n sistemas. Por lo tanto, es posible sistematizar los cálculos (para no repetirlos), escalo- 
nando la siguiente matriz ampliada: 


Ay Ay or AL 100 > 0 
a e A a R 
A, Ga = a.190 Y 1 
+ 4 y 
S, S, S, 


Se realiza el escalonamiento aplicando las operaciones elementales sobre los renglones 
hasta reducir, si es posible, la matriz A a la matriz identidad. Al aplicar estas operaciones a 
la matriz identidad ubicada a la derecha, ésta cambia a la inversa de A. 


10-90 Xi žy Xin 
O 1 o 0x Xa 0 Xa 
DB +. li Ka Sa 


“Entonces, para encontrar A”, es escribe A seguida por la matriz, se lleva la mat 





Ejemplo 11 


Ejemplo 12 
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Observación: Se demostró anteriormente que si la matriz inversa existe, es única. Por lo 
tanto, es necesario que los n sistemas sean compatibles y determinados. Se sabe que un 
sistema de ecuaciones lineales no siempre es compatible determinado. Por ello, resulta 
natural concluir que no toda matriz posee matriz inversa. 

Entonces, ¿cuál es la condición para que A” exista? La respuesta es: que los n sistemas 
de ecuaciones lineales sean compatibles y determinados. Para ello es necesario que al reali- 
zar el escalonamiento la matriz de los coeficientes (A) se pueda llevar a la matriz identidad. 
Si no es posible obtener la matriz identidad, será porque la matriz es singular; es decir, que 
no tiene inversa. 





1 
Determinar, si existe, la matriz inversa de A=|0 

1 
Solución 


Para obtener A” se debe reducir 


O m= G 


Verificación: 


Determinar, si existe, la matriz inversa A= 


Solución 


Se debe reducir la siguiente matriz hasta obtener, a la izquierda de 
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Ejemplo 13 


la línea vertical, la matriz identidad: 


-> 
glo g 17AT q e y 11 
3 0 1%3 
012 0 |R, —>R,-R, |0 1 


E LA z 
6 


3l 0 0 J100 
slo 1 022% ed 1 JA 
0 
1 
3 
1 
3 


fio 3 14 
YA6 2 


Si existe A”, es posible premultiplicar por esta matriz miembro a miembro (haciendo 
uso de la propiedad B=C => AB=AC). Luego A"AXB=A"C=IXB=XB=A"C, 
Si existe B”!, postmultiplicando miembro a miembro XBB”* = ACB" =>X=A"CB”?., 
Se calculan a continuación las matrices A~! y B+. 


b 2 
L 2/1 0 I 2 
Ai R2R2+RL ESA 
G 2 | 0 y) 0 4 i j 0 1 


MET y K i S 


Solución 


RI>RI-R3 
Y > 





Ejemplo 14 


Ejemplo 15 
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41 16 


ya df? ayu ¿a fa 72 9%) (1 3 4 
“z341 16 -15 A a 6) 2448 -24 rta =- ð 


Resta verificar que la matriz X obtenida satisface la ecuación matricial. 


Por reemplazo de X=A"CB” = q A 


Determinar, si existe, la matriz X tal que AX-C=X, siendo: A= i r) yC= k al 


Solución 

Al sumar miembro a miembro las matrices -X y Ca AX-- C=X, se tiene 
AX-C+C-X=X-X+C=>AX-X=C. 

Dado que X= IX, la ecuación puede ser escrita como AX ~ IX = C. 

Utilizando la propiedad distributiva del producto de matrices, AX— IX =(A-DX'=C. 
Si A — I es una matriz no singular, es posible premultiplicar por su inversa a ambos 
miembros: (A—I(A-DX=(A-D"C=>X=(A-D”?C 


e 


-l 11/10 R2->R2-R1 R2 y R2 1 1 0 Ri->Ri=R2 
pd Jer 1-1 ! 


ojo 1 a f0 
i {h q pao 5(; 


0 1 
Luego xaf? A 


2 2 4 Ya 
Determinar, si existe, la matriz X tal que AX-— C=0, siendo A 5 i y efi 6 ) 


Solución 
Al intentar llevar a cabo el procedimiento de los ejemplos anteriores, se tropezará con el 


2 2 
problema de que la matriz A= i e es singular. 


> 211 0 1 1/0 1 1 110 1 
Observemos que BAR, R2->R2 
1 1|o 1 2 211 0 lo ol1 2 


Se puede resolver el problema planteando el sistema resultante de Ana Xaa = Cya 
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2x+2z=2 
x+z=1 
=> 
= 12 2y+2w=12 
y+w=6 


+. y 
zw 





Al resolver este sistema se tiene {a =t; 6—u; t; u) t, uE R} 


w t 


a 2 21(1-t 6-u 2 DB 0.0 
la ecuación matricial. Resta verificar = = 
1 1 t u 1 6 0.0 


l-t 6- ; ; 
Luego X= k , ) -( "i es decir, existen infinitas matrices X que satisfacen 
z u i 





Ejercicio 6-5 


102 1 -1 1 
Dadas las matrices A=|0 1 0|yB=¡0 2 0 |, calcular y verificar: 
1.01 23 28 
a) A? c) (ABJ”" e) (A+B g) (AB 
b) B” d) (BA) f) (QA-B 








Matrices especiales 


En algunos ejemplos se han mencionado varias matrices especiales. Consideramos conve- 
niente agregar otras, realizando un compendio de ellas. 


k Matriz invertible, regular, o no singular es la matriz que posee matriz inversa. 


WE Matriz nula o matriz cero: O = (a; na a, =0 
lsi i=j 
Hi Matriz identidad: I =(a,) „1a, =] 7 
en. Y lOs Aj 
pa 5 ks i=j 
ES Matriz escalar: A, =(a,) Ja=%4 o n ” keR 
2 EE E DAA 


Matriz diagonal; A, =(a,),, /a,=0 si 14] 
Matriz cuadrada triangular: 

a) superior A= (a, don 145 =0 sii>] 

b) inferior A= (a; > 


FE Matriz simétrica: A= A" 


En 


/a,¿=0 sii<j 





Capítulo 6 Matrices 345 


Matriz antisimétrica: A=-A* 


Matriz idempotente: A=A* 





3: — Matrizinvolutiva: A? =] 
8 Matriz ortogonal: A“ = A”. 





Ejercicio 6-6 


Mostrar que: 
10 0 

a) Cualquiera que sean los valores de c y d, la matriz | 0 1 0| esidempotente. 
cd 0 


b) El producto entre dos matrices es conmutable si una de las matrices es escalar. 


LJ 3 a x 
c) La matriz ( 8 ;) es involutiva. 


4 -6 5 —20 
d) Las matrices ; y ; a son idempotentes y singulares. Mostrar también 


que el producto de ambas es otra matriz idempotente y singular. 
e) Las únicas matrices idempotentes y regulares son las matrices identidad. 


2 
f La mania 


6 
s) es nilpotente (k = 3) 


— 6 0 
8 a . . 
g) Lamatriz 5 1 0| esnilpotente (n es cualquier número impar). 
2 0 1 
5 





Matrices y sistemas de ecuaciones lineales 


Sea $ el sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas: 


A Xy Hag Xa Hag Xa HEA p Ka =b, 
9, X,+0X, 40H, Food), Xx =b, 
nv = 1%, X, 40, X, Haag Xy ho 00, X, =b, 


herra ro rr rera rss oso nono rra sarro sas rr 


4 AAA AA =b; 
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Éste se puede reescribir usando matrices de la siguiente forma: 





i S in A% FAX poeti x 


11 11" 
Ga An Uo Aon Agy Fag X, HHA nn 
hs La An amy Tam E a, Xx 





=b 


mx1? 
matriz de los coeficientes; x, .., es la matriz columna de las n incógnitas, y b,,., es la: matriz 


columna de los m términos independientes. 


donde A,, es la 


mxn Xaxi 


Luego S tiene una expresión matricial dada por A, 


6.4.1 Matrices y sistemas de ecuaciones lineales de n ecuaciones 
y n incógnitas 


Si el sistema tiene tantas ecuaciones como incógnitas, la matriz A es cuadrada. El sistema' 
se expresa como A, Xn = b y se denominan normales. 


Si A es una matriz regular, entonces es posible encontrar la matriz incógnita x premul-: 
tiplicando miembro a miembro por A”: 


Ax=b>ATAx=A "bo x=A"b 


Si el sistema es homogéneo, la matriz de los términos independientes es la matriz nula, i 


Si existe A”* 
Ax=0=>ATAx=AT“0=>x=0 


En el caso de que la inversa de A no exista, el sistema homogéneo de n ecuaciones y f 
incógnitas será, evidentemente, indeterminado (recordemos que no puede ser incompa- 
tible). Si el sistema es no homogéneo, la no existencia de A”* no concluye sobre el tipo de 
solución. El sistema podrá ser compatible indeterminado o incompatible. 

Luego son equivalentes las siguientes proposiciones: 





x+2y=4 






Ejemplo 16 Determinar la solución del sistema S=+4 y—z=1 
x+2y+2=0 
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Solución 


1 2 x 4 
La forma matricial del sistema es| O 1 y |=| 1 |. Del ejemplo 11, 
x 
A es invertible. 


1 


x+2y=4 10+2(-3)=4 
Verificación: Al reemplazar la solución en S=4 y—z=1 se tiene 4-3—(-4)=1 
x+2y+z=0 10+ 2(-3)+(-4) =0 


también es posible verificarlo en la forma matricial, esto es, comprobando que 


1 2 4 
o 1 1 
1 2 0 


x+2y=0 x+2y=t 
Ejemplo 17 Determinar la solución de los sistemas S, =3y-2=0 y-z=t+1 . 
x+2y+z=0 x+2y+z=0 
Solución 
Advierta que los sistemas difieren del anterior sólo en la matriz de los términos indepen- 


dientes. Luego: 
El sistema S, admite únicamente la solución trivial porque su solución 


3 -2 —2Yf0) [0 
X =Ab=|[-1 1 1|[o|=[0 
1 0 ijoj (0 


32 2 
El sistema S, admite como solución a X, = A“, =|=] 1 1 
—1 0 
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siendo tun escalar real. 


t-2+2(1)=t 


Verificación: 1-(-0)=1+1 
(t-2)+2(D+(-£)=0 





Los dos últimos ejemplos muestran que esta forma de obtener la solución es especial. 
mente apropiada cuando se deben resolver distintos sistemas que difieren en los términos 
independientes. 

La restricción para el uso de este método es que el sistema tenga tantas ecuaciones 
como incógnitas, y además sea compatible determinado. Afortunadamente, en ingeniería 
los problemas suelen cumplir con estas dos condiciones. 


x+2y=0 
Ejemplo 18 Dado S=+ y—z=k , determinar los valores de k para que el sistema admita solucio- 
xa+2y+z=k' 
nes donde y sea igual a 6. 
Solución 
Dado que existe la inversa de la matriz cuadrada (ver ejemplos anteriores), el sistema 
Y (1 2 0Y'(o 
admitirá una única solución, la cual se calcula con| y |=|0 1 -1 k 
x 12 11144 


xy (2k-2k 
.Luego | y |=| k+ |. Si y=6>k+k'=6=> 
z k 


K+k-6=0>3k =2Ak =-3 


Entonces existen dos sistemas que satisfacen la condición pedida; uno tiene como 
12 —12 


solución a x, =| 6 |, yotro con solución x,=| 6 |, las cuales corresponden a los sis- 
4 9 
12 0Jfx 0 L2 0 
temas |0 1 -—1[[y]=|2|y¡0 1 y |=| —3.|, respectivamente. 
1 2 1Az å ka 9 
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Advierta que no es un sistema con dos soluciones sino dos sistemas distintos (derivados 
del mismo sisterna paramétrico correspondiente a dos valores del parámetro k). 





Ejercicio 6-7 


Determinar y verificar el conjunto solución de los sistemas lineales utilizando la matriz 
inversa (si es posible): 


x, +2x, -x,=0 


x+y+z=2 
x, +x,+x,=2 
a) b) +42x-y-z=1 
x +x,+x,=8 
x+2y-2z=-3 
x, +x, =8 
x+2y+3z2-w=-3 
x+3y-5z=1 
x-2-2w=-3 
c) 2x—4y-3z=4. d) 
2x+y+3z+3w=7 
3x-y-8z=5 


-x+ y~3z+3w=4 





Ejercicio 6-8 
p4 ål 

Determinar los valores para los cuales] 1 6 1 |esinvertible, y utilizar esta matriz para 
1.1 8 


encontrar la solución de los sistemas compatibles determinados derivados de 
Bx+y+z=1 
x+fPy+z=1 
x+y+Bz=2-B 





Ejercicio 6-9 

Sean $: Mx=b, b+0 un sistema de ecuaciones lineales no homogéneo; 
Si: Mx=0 un sistema de ecuaciones lineales homogéneo asociado a S; 
x, y x; soluciones del sistema de ecuaciones lineales S; 

X1 Y X,,' Soluciones del sistema de ecuaciones lineales S,,. 


Analizar las siguientes afirmaciones (justificar que son verdaderas): 


a) Si Mesinvertible, entonces la solución de S,, y S es única. 
b) SiS, admite la solución x,, también admite la solución & x, 

c) SiS, admite las soluciones x, y x, también admite como solución a @ x, + Ê Xx, 
d) Six, es solución de S, entonces a x, no lo es. 


e) Six, y x, son soluciones de S, entonces a x, + $ x, no lo es. 
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6.5.1 


6.5.1.1 


Matrices particionadas 


Muchas veces resulta ventajoso manipular las matrices subdividiéndolas en otras más pe- 
queñas. El trabajo con la nueva matriz, cuyos elementos son a su vez matrices denominadas 
submatrices, en general se ve simplificado. El uso de algunos programas computacionales 
exige subdividir las matrices cuando tienen dimensiones importantes. 





Subdividir una matriz significa, simbólicamente, trazar rectas verticales y/u horizon- 
tales que la atraviesen completamente. 


als tl 
suela a a 
TALE ATA a 
si, > atrices ts ; l 8 
por ejemplo as Matrici ! ! A En š 4! ` 
3 51-1 313 
4 0 2 1)16 71 8 
2118711 


mia 
particionadas. No es admisible una partición del tipo E T3 Ss 9 porque hay rectas ver- 
i2 = 
ticales que no atraviesan enteramente la matriz. : 
Cada una de las matrices formadas por la subdivisión se enumeran siguiendo las reglas 


que se utilizan para los elementos de la matriz. 


i Zi 3 112 
3T1í 0 516 
: a Sono +- Ps pa A A A, 
Por ejemplo, si A=|3 0! 1 416 |, unaforma particionada es A= dy de del 
3 51-1 313 s 
5 11 8 7il 
T e à 30 1 4 6 
donde Á= : A= : A, = 5 A, = 3 5 5 A, = —1 3 5 A, = 3 
+ 1 > A > E o T 1 


Operaciones con matrices particionadas 


Múltiplo escalar de una matriz y suma de matrices 


Sean A y B dos matrices del mismo tamaño, las cuales pueden particionarse en las subma- 
trices A, y B; donde Vi, Vj, el tamaño de Aj es idéntico al de B; 


! 1 1 
A, i peer BiB, ii B 
5 1%1= 14 4 q 
1 l 1 B! l 
I pee 1 l l 
4 il ji 
. l . I . . . . 
E EUA A ES 4 E $ 
A TI [AAA O E ES 
I lese Í t I i 
Bo 1 Aa 1 i An Ba i Bro 1 1 Bon 


Ejemplo 19 
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E: La matriz suma C = A + B es otra matriz formada por submatrices C, , donde Vi, Yj: 
C; = A. +B. 
y y y 


W El múltiplo escalar æ de la matriz A es otra matriz D formada por submatrices Do 
donde Vi, Yj: D, =a A; 


123456 p200 408 
. 111111 1100 114 E 
Siendo A= y B= , calcular 2A-B | 
2 1 3 1 4 1 «E 2 p 
020309 0203 44 : 
utilizando la partición en matrices de 2 x 2. , 
Solución 
Se particionan las matrices A= La Ade 2 La y B=| -7 4 = ¿Ba , Siendo E 
Aa Aa lia Ba 1 Bag 1 Bas i 


1268 56 

Por último, C = Ca Ci 1 Go E ETA Ed 
> Cn ¡La Us 2 0 4 0 10 0 

0.2.4.3 -<4 14 
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6.5.1.2 


Ejemplo 20 


Sin duda alguna, esta forma de resolver la suma de las matrices resultó más compleja que 
la tradicional. Sin embargo, en algunas circunstancias, este procedimiento ayuda a resolver 
un problema. Este modo de operar forma parte del manejo de la información de varios 
programas computacionales. 


Producto de matrices 


Sean las matrices A „ y B, las cuales se particionan en submairices A, y B, de tal manera 
que la partición de las columnas de la matriz A es análoga a la partición de las filas de B, 


$ 
A 
AB=C Y Eos! 
3L, ( 2.1% 151 Br 
E 1 l 1 
KA RETENEN 
a . 1 a 1 1 ` 
número de columnas i E E A 
L L, E, 4] 18, 3a [M] Be 


L 
Cy i Za Ax By 





Advierta que el producto entre matrices responde a la misma fórmula anterior, cuando 
las matrices involucradas se parten de tal manera que cada submatriz tiene sólo un elemento, 

Este método para calcular el producto entre matrices partiéndolas, puede parecer com- 
plicado, ya que el producto entre matrices sin partición resulta conceptualmente sencillo. 
Este procedimiento de partición se usa fundamentalmente en desarrollos teóricos, donde 
los resultados obtenidos dan origen a nuevos conocimientos (como se verá en el punto si- 
guiente), y cuando se realizan productos entre matrices muy grandes con una herramienta 
computacional que tiene limitado el tamaño de matrices con que puede trabajar. 


Siendo A= , calcular C= AB 


mediante particiones en matrices de 2 x 2 


Solución 


Se particionan las matrices A = 
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Ca E ABa + Aa + AyBa 

Cr = AB + Anda + AB, 

2 AB, + AB, + AgBy, 

Cn = An Bp + AgBy + AB, 


Cy = ABa t ABa t ABa 
Cp = AB +ArBa + 4,B, = 
Cy =41B, +42B, + AB, = 


Ca = AyBy +AyBy +A Br = 


Por último, C= 


Ejemplo 21 Usarelproducto de matrices particionadas y probar que, para todas las matrices cua- 


E i0 
dradas A y B que responden a la forma A d 
pe 


matrices escalares, el producto AB es conmutativo. 
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E, 10 E,E, 0 A aa 
CE |(CE,+ED _EE,) (D |E, J|( DE +E,C EE, 


Dado que E, y E, son matrices escalares, se pueden representar mediante E, =Å, I y 
E, =4, I Luego, los productos donde intervienen son conmutativos, E E = EE, =A, E 


CE, +E,D=C4,1+4,1D=4,C+4,D 


Además, 
DE, +E,C=DA,1+4,IC=4,D+4,C 


l por lo tanto AB = BA. 








da 


6.5.1.3 Matriz inversa por partición 


AiB ' 
Supongamos una matriz M particionada como (E 5 en la cual D es cuadrada y no . 
i 
1 


a 
singular, Su inversa será M =| ~- E , donde q, 8, ô y Á son matrices que se deben deter- 
$12 e 





minar. Dado que MM” = [, resolviendo este producto | 


Aa+Bó=1, 
Ca+Do=0 
AB+BA¿=0 
CóB+DA=I, 


Las matrices œ, $, ô y A deberán ser tales que satisfagan las ecuaciones 


Este es un sistema de ecuaciones matriciales. De la segunda ecuación Ca + Dô = 0 = 
Dô = Ca; y dado que D es invertible, se tiene que ó=-D”"Ca 

Al reemplazar este resultado en la primera de las ecuaciones matriciales del sistema, se 
tiene Aa+Bó=1, =>Aa+B(-D"Ca)=1, =>Aa—BD"Ca=(A-BD”*C)ja=I,. Lue- 
go, a=(A- BDC)" 

De la cuarta ecuación, Cf +.DA=1,, se despeja 4:DA=1,-CB=>4=D” -D"CÉ. 

Al reemplazar este resultado en la tercera ecuación del sistema, Af$+B2=0, se tiene 
AB+BD” (1,-CfB)=0=AP+BD”I,-BD"CB=APB+BD”*-BDUCB=0=> 
AB-BD"CfB=-BD"=>(A-BD"C)B=-BD” =>fB=-(A-BD"CJ BD” => 

a 

B=-aBD" i 


Ejemplo 22 
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En resumen: para calcular la matriz inversa aplicando el método de partición, se ë de- 


bens seguir los siguientes tres pasos: =` 






4 A B ~: m SEN A e e y $ A 
> Paso E se particiona. la matriz M= = E de tal manera a que D resulte invertible. 





e 







aso Se calculan ls matrices 





| Paso 3: Se construye. E matriz zM i El EA 
E MM" =M"M= D 





Encontrar la inversa de 


Solución 


Se particiona la matriz en 


rr HE 


f=-aB =- 


1 


| 
0 


$ 


(sho 


O 


ms A 





—2 10 
g =1 


ro, y quitando las particiones 


Para matrices de tamaño mayor a cinco, suele ser un método útil. Verificar. 
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6.6.1 


Ejercicio 6-10 
Utilizar multiplicación con matrices particionadas para comprobar que el producto de las 
matrices A, B y Ces conmutativo. 


200 0 0 0 400000 3 00009 
020.060 0 040000 Vd 5700600 

de 002.000 B= 004000 c= 0 03000 
-2 2 3-1 0 Q 532100 2 333800 
34% 6 + 0 5790510 7T 326439 
107 0 0-1 -3 3 1001 123948403 








Ejercicio 6-11 
Usar el producto de matrices particionadas y probar que para todas las matrices cuadradas 


o LE 0'E 
escalares, el producto AB es conmutativo. 


E iC LIDI., 
A y B que responden a la forma A=| -23--| y B=| -2-1--- |, siendo E, y E, matrices 
2 





Ejercicio 6-12 
Utilizar matrices particionadas para calcular la inversa de 





1 3 =2 1 0 
1024 
DIAS -6 2 32 4 
a) A= yb) B=| 12 10 0 
2222 
=] 2 Wo Y 
t222 
109 900 
Aplicaciones 


Las matrices se utilizan para modelar innumerables situaciones, En esta sección veremos 
dos que por sus múltiples usos merecen ser desarrolladas. 


Cadenas de Markov 


En el modelo de Markov se utilizan conceptos desarrollados en los capítulos 5 y 6, así como 
otros conceptos que se desarrollarán posteriormente (determinante, autovalores, diagona--- 
lización), así que los problemas planteados de esta manera serán retomados en la práctica 
de otros capítulos, 

Si bien Andréi Andréievich Márkov, matemático y lingúista ruso, desarrolló este mo- 
delo específicamente para el estudio de problemas probabilísticos (en sus orígenes fue para 
estudiar fenómenos meteorológicos), usos más frecuentes en economía y organización de 
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unidades productivas lo emplean como modelo determinístico. Un uso muy práctico es el 
referido al análisis de la preferencia de los clientes de una población sobre un producto o 
mercadería. 

Se desarrollarán las bases del modelo con un estudio de caso. 


6.6.1.1 Un problema 


En una ciudad hay tres empresas de telefonía celular que controlan el mercado, las cuales 
se reparten por partes iguales la clientela, y a las que se llamará E, E, y E, 
Al inicio, t, cada empresa tiene una fracción de la clientela que denominaremos xy, 
Xap Y Xap respectivamente. Así, x,¿+X,y¿+X, =1. 
Si las tres empresas tienen deseos de superación, a través de políticas de mercado bus- 
carán captar clientes de sus competidoras. 
En la figura 6-4 se resume el porcentaje de clientes que se 
Figura 6-4 mudan de la empresa j a la empresa i durante el primer periodo 
(en este ejemplo, un semestre). Se supone que este cambio se 
mantiene constante con el tiempo; es decir, los valores son las 
SL probabilidades de cambio para cualquier tiempo t. 
e En el capítulo anterior establecimos que al generar un 
15% “modelo matemático” resulta esencial aclarar las conjeturas (o 
5% recortes de la realidad) de las cuales se parte. Así, en este modelo 
rea la conjetura es que todos los clientes seguirán siendo consumido- 
10% res de una de estas tres empresas y que no se incorporan nuevos 
clientes al sistema. 
Observemos que E, conservará 70% de la clientela propia, E, 85%, y E, 80%. 
Por lo tanto, al finalizar este periodo, la clientela x,,, x,, y x,, se repartirá de acuerdo con: 








0,70x ,¿+0,10x ¿0,10% ,¿=X ,, 
0,15x,+0,85x% y +0,10x ,¿=X 7, (1) 
0,15% ,¿+0,05x% ,¿+0,80x ,¿=X y, 
La primera ecuación significa que la fracción de clientela de E, estará formada, luego 
de una unidad de tiempo, por 70% de la clientela propia (0,70x,,), por 10% de los clientes de 


E, (0,10x,,), y por otro 10% de los clientes de E, (0,10x,,). De manera similar se forman las 
otras dos ecuaciones. 


0,70 0,10 0,10 Xio Xi 
Sise denomina A=] 0,15 0,85 0,10 |, F =| x, | y E =|% p laecuación puede 
0,15 0,05 0,80 X x 


30 


AF 





escribirse en forma matricial como 






0,70 x ,¿+0,10 x.y +0,10x ;, 
0,15x ¿+0,85 xp +0,10% ¿o 
0,15% ,y+0,05 %,9 +0,80 % ¿0 


0,15 0,85 0,10 
0,15 0,05 0,80 
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0,70 0,10 0,10 Xi 
0,15 0,85 0,10 
0,15 0,05 0,80 2 


— utilizando (1). De manera simbólica, A F, =E. 


La matriz A se denomina matriz de transición o de evolución, dado que cada elemento ; 
a, representa la fracción de la clientela de la empresa j que se mudará a i al cabo de una’ 
unidad de tiempo. : 

La' matriz columna F, representa la fracción de clientes en el tiempo inicial, por lo" 
que suele nombrársele “vector de estado inicial”, y F, es la fracción de clientes luego de. 
transcurrida la unidad de tiempo de análisis, suele nombrársele “vector de estado en el 
tiempo 1”. 

Observemos que A es una matriz cuadrada, con elementos tales que 0<a, <1, y la 
suma de los elementos de cada columna es 1: Wi: Sa =1. Una matriz que cumple con 

bl 

esas condiciones se denomina estocástica, o bien matriz de probabilidad. 

Como la matriz de transición se mantiene para el siguiente periodo (segundo semes- 
tre, por ejemplo), la fracción de clientes para el tiempo t= 2 se podrá calcular con: 


0,70% ,,+0,10x ,+0,10x ,¿3X ,, 
0,15% ,,+0,85% ,+0,10x ,,=x ,,5 o matricialmente 
0,15% ,+0,05x ,+0,80x ¿32 y, 






0,70 0,10 0,10 
0,15 0,85 0,10 
0,15 0,05 0,80 


Luego F, =A F, pero dado que F = A E, reemplazando se tiene F, = A AR = AF, 

Silos porcentajes de cambio de clientela no cambian en los periodos siguientes (matemá- 
ticamente significa. que Á no cambia cuando se pasa del estado n- 1 al estado 1), se puede con- 
cluir que calcular la fracción de clientes en el tiempo nes: F, =A E, =A AAR =A" EF 

reee il 
n veces 

Esta última ecuación nos permite encontrar cómo se reparten los clientes después de n 
periodos sin necesidad de calcular los periodos anteriores, siempre y cuando se posea una 
herramienta que permita calcular la potencia de una matriz. 

Si se desea investigar qué predicciones pueden hacerse mediante este modelo, se puede 
calcular F =A" F para distintos n. 

Los cálculos algebraicos necesarios, si bien no son dificiles, resultan tediosos. Por lo 
que el uso de un sistema algebraico de cómputo facilita¡la tarea. Se presentan a continua- 
ción las matrices de distribución de la clientela en distintos tiempos (£, luego de un semes- 
tre; F, luego de un año; F,, luego de 10 años). 


6.6.1.2 
6.6.1.2.1 
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T 
; ; eS 1d 
Se supone que la fracción de clientela inicial es de TE (al momento de comen- 


zar el estudio todas las empresas tienen igual cantidad de clientes, la tercera parte del to- 
tal). 


07 01 oA (21 (03 
F =| 0,15 0,85 0,1 || 4 |=| 4 |=| 0,366667 
015 0,05 0,8J(4) (4) Lo,333333 
0,7 01 01 (2 (21 (028 
E,=|0,15 0,85 0,1 || 4|=| 2 l=l 0,39 
015 0,05 0,8) j) (2) (0o33 
0,7 01 01 (2) (LY (0,268 
E =|0,15 0,85 0,1 | | + |=| 22 |=| 0,4065 
015 0,05 08) l2) (25) Lo,3255 
5 
0,7 01 01Y(2) (27% (0,25648 
E=|0,15 0,85 0,1 | | + |=| 42% |=| 0,426746 
o15 0,05 0,8) [4) (æ) lo,316774) 
10 
0,7 01 011 (2) f 282 \ (0,250504 
E,=|0,15 0,85 0,1 | |+|=| wwsssum |=| 0,444826 
0,15 0,05 0,8) (3) (zsm j (0,30467 
20 
0,7 01 01 (2 Peas 0.250003 
E — | aneoeormscsonanen | .- 
E, =|0,15 0,85 0,1] |4|=| ¿noazsenazn || 0,449717 
0,15 0,05 0,8) (2) | 2mseunsasaseaz | | 030028 


Se puede observar que a medida que n aumenta, la distribución de la clientela, si bien 
cambia, parece alcanzar cierto equilibrio. 

Las preguntas que pueden plantearse son: 

¿Se estabilizará realmente la fracción de clientes con el paso del tiempo? 

¿De qué depende que se estabilice la distribución? 

Hay varias maneras de contestar la primera pregunta, pero hacen falta conceptos aún 


no desarrollados para dar respuesta a la segunda. Ésta será retomada en el capítulo 6, Dia- 
gonalización de matrices. 


Análisis de la estabilidad del sistema 


Primera forma: Resolver el sistema F,, = AF =F, 


Para lograr estabilidad en el sistema se busca que F,,, =F.; es decir, la distribución de pro- 
babilidades en el tiempo n + 1 debe ser igual a la del tiempo n. 


360 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


Entonces, si planteamos que F,, = AF, =F., luego se tiene 
AF -F =0= AF -I1F =0=>(4- DF, =0. 
La ecuación (A—D)F, =0 representa un sistema homogéneo de ecuaciones lineales: 
—0,30x,,+  0,10x, +  0,10x, =0 
S=4 0,15x, + -—0,15x, + 0,10x, =0 
0,15x,,+  0,05x,,+  —0,20x,,=0 


Por lo tanto, $ admite al menos una solución (la trivial x,, =x,, =x,, =0). Esta solución 
no es para este problema (ya que la suma de las fracciones de clientela debe ser uno). 
Se encontrarán soluciones no triviales de S escalonando la matriz 
0,30 0,10 0,10 0 
0,15 -—0,15 0,10 ¡0 
1 
0,15 0,05 -0,2010 


i 
Ly 
6 lo 
j i -3 | i i 5 
Resolviéndolo se tiene | 0 1 = 0 |. Luego, la solución será x,, rá 
i 
o0 0i? 


Xa = > Y X,, =1. Agregando la condición X,,, + X,, + Xy, =1 (el porcentaje total de los clien- 


; : 5.3 3 
tes del sistema es de 100%), se tiene que x,,+X,,+x,, =1==t+=t+t=1>3 t=—, 


6 2 10 
: 53 1 33 9 3 
y reemplazando en los anteriores, resulta x,, ==-===3 X,, == Y X=. 
610 4" 210 20” 10 
1 
S 0,25 
La fracción F, = AB 0,45 |. Observe la similitud de ésta con F, yY Fy 
3 0,30 
10 


6.6.1.2.2 Segunda forma: Diagonalizar la matriz 
Esto es, demostrar que existe una matriz diagonal D y una matriz invertible C tales que 


S.A z 1 1 
5 2 6 6 
i a 3 sde E id Piin dial 
A=C"DC, siendo D=0-=-04 C=t= — —1] Si se realizan los cálculos 
4 5 15 45 
001) [a 323 
10 10 10 


se obtendrá la C^. 
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Además, es posible verificar A=C""DC como se muestra en la siguiente operación. 








2 6 6 
CDC 3 1 7 2 
4 3 do 15 
0 3 3 3 
10 10 10 












| 
l 


0,15 0,85 0,10 
0,15 0,05 0,80 


m v] aju 
njue aju 





o 
Blu alo 


Al reemplazar A=C”'DC; en F, =A" F, se tiene: 


n pe ba 
E=AA.AR =A" E =[C DC) R,=C?DCC*DCC” DC o. DC E, 
n veces n veces 


E=C“DIDI.....1DCE,=C" DD...DCR =C*D'CE => FE.=C"D'CF, 


n veces 


Recordemos además la propiedad de la potencia n-ésima de una matriz diagonal: 


aà 0 0 ly Y 
0 a, 0|=| 0 a,” 0 |entonces 
0 0 1, 0 0 af 
z3 a A E 
y * <Hile 2 6 6 3 
E » 1 7 8 1 
E= 1 3 3 0 AR a Ses 
2 ona £) 5 15 15113 
l l1 1l A 53 3 3/]1 
0 o jlo 10 10) G3 
E 3y aN 3 
Y sin E > 3 FA >0,y i =L 
A 1 15a 
3 0 3 a a E T 
parar li 
Por consiguiente, sin —> o, F =| 1 alo © ols =s =l l> 
p =l a 0.0 3 15 15 3 
3 1 
TE EN da 
10 10 10 3 


para una n lo suficientemente grande, 
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z 11f1 
2 6 3 
EE 1 8 1 
5 15113 1 
3 3 1 A 
= Sis 4 | (0,25 
10 10) (3 9 
LA Ra ro 
-3 5 sì = -j+ i 
3 0 z 6 3 4 4 4 a 0,30 
E Ha 2 22 10 
= ef e S 20 20 20120 
2 2 2 3 3 3 3 
1 11 LJ IS = == 
10 10 10)/J110 


para una n lo suficientemente grande. 


Esta tendencia se observa al calcular los distintos estados con un programa computa- 
cional. En este ejemplo sólo se mencionó que la matriz se puede “factorizar” como CDC. 
En el capítulo 10 se desarrollarán los conceptos y el algoritmo que permiten determinar las 
matrices C y D. Este proceso (encontrar una C tal que A = CD C) se denomina diagona- 
lización de una matriz. 


Ya se puede resolver el problema inicial de la unidad. 


Ejercicio 6-13 

Tres empresas controlan el mercado de las autopartes de un país por segmentos iguales, 
Cada empresa necesita tener como mínimo 20% de la clientela total para subsistir. A tra- 
vés de un estudio, un organismo especializado aconseja a una de las empresas vender al 
precio de costo para quitarle la clientela a las demás. Bajo estas condiciones, cada mes 20% 
de la clientela de una de las empresas competidoras y 15% de la otra clientela los preferirá 
como proveedores, mientras que ningún cliente propio los abandonará. El departamento 
contable advierte que la empresa, vendiendo al costo, sólo puede subsistir tres meses, ¿Lo- 
grará su objetivo de ser monopólica? 





Ejercicio 6-14 

Tres provincias vecinas utilizan exenciones impositivas para lograr la radicación de empre- 
sas de sus provincias colindantes. Así, todos los años, 8% de las empresas radicadas en la 
provincia A prefiere mudarse a la provincia B y otro tanto a la C. Por otro lado, 7% de las 
empresas ubicadas en la provincia B se trasladan ala A y 11% a la C. De la C se mudan 9% 
ala A y 6% a la B, ¿Cuál será el porcentaje que tendrá finalmente cada provincia? 





Ejercicio 6.15 


¿Cuáles de estas matrices son matrices de transición? 
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0,9 0,3 0,1 100 -0,8 03 01 0,8 0,3 0,1 
A=[0,5 0,5 0,2|, B=[0 1 0|, C=| 0,1 -0,5 0,2|, D=|0,1 0,5 0,21 
0,5 0,2 0,7 001 0,1 0,2 -0,7 0,1 0,2 0,7 





6.6.2 Uso de mínimos cuadrados en el estudio de los sistemas lineales 


Se han planteado hasta aquí varios modelos lineales. La mayoría de los sistemas resultantes 
son compatibles, ya sean determinados o indeterminados. Sin embargo, hay muchos casos 
donde los sistemas resultan incompatibles. Para algunos de éstos, una solución aproxima- 
da puede ser útil y resolver el problema. 

Tal como hicimos con otros modelos, el uso de mínimos cuadrados se desarrollará a 
través de situaciones problemáticas. 


6.6.2.1 Una industria sin mercado 


Ejemplo 23 Cierta industria tiene cuatro secciones de producción. El departamento de ventas en- 
frenta problemas para colocar la producción, ya que luego de una debacle económica los 
mercados tradicionales se han cerrado. Se han buscado nuevos compradores, los cuales 
podrían ser ganados a través de una política adecuada de precios. Cada unidad de com- 
pra de los tres mercados factibles usará la siguiente cantidad de horas de los distintos 
sectores de la industria. 


Sección 1 Sección 3 
A 


El sindicato del ramo y las empresas acuerdan que la producción para cada uno 
de los nuevos mercados se planeará en forma apropiada con el propósito de mantener 
todas las secciones ocupadas el mayor tiempo posible. Cada sección trabaja 21 horas 
durante 7 días a la semana, y se desea mantener el nivel de ocupación lo más semejante 
posible (147 horas a la semana). 

La industria desea planear las toneladas que puede producir por semana cada em- 
presa, ya que con dichos datos podrá armarse una política de precios acorde a la situa- 
ción para tentar a los potenciales compradores. 

Dentro de las alternativas planteadas está la de producir para un solo mercado. Sin 
embargo, resulta evidente que no se le podría vender sólo al mercado I o al IH, pues se 
tendrían que cerrar algunas secciones. Vender sólo al mercado H tendría el inconvenien- 
te de que dos sectores trabajarían a plena ocupación, mientras que dos lo harían con 
semiocupación, i 

La solución ideal será la de máxima ocupación, analizando qué cantidad vender a 
cada uno de los tres mercados. 
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Plantear y resolver el sistema de ecuaciones que permita determinar la cantidad de : 1 
unidades a producir para cada mercado con el fin de lograr la ocupación plena de todos a e 
los sectores de la industria, i 


Solución 


Si x,, x, y x, son las unidades vendidas a cada mercado, la situación ideal se plantea con E 


x, Fx, +3x, =147 (ocupación de la sección 1) 
2x, +3x, =147 (ocupación de la sección 2) 

el sistema lineal T anp À , 
3x, +x, +x, =147 (ocupación de la sección 3) 


x,+2x,  =147 (ocupación de la sección 4) 


El cual se resuelve utilizando el método de eliminación de Gauss, 


31147 y 1] 3 | 147 l 1 3) 147 
31147 0 2 3! 147 0 1-31 0 
! uE 1 > l — 
11147| R>R-3R|0O 2 -8 ! -294 0 2 -8!-29 
0:14) R>R-Rlo 13) 0) Rerlo 2 31 147 


q f 3i 147 

44 g! 9 
1 —> R, 
R,>R,+2R,|0 0 -14!1-294] R—o—]|0 
dð —14 


E, + R 28, 91 147 0 


147 


21 


1 
1 
1 
1 
> 
i 
1147] R, —>R,-9R, 


O Omm 


Como se puede observar, el sistema es incompatible. 





6.6.2.2 Sistema normal asociado y mínimos cuadrados 
El problema anterior se puede replantear buscando alguna solución aproximada, 
x tx, t3x, =147 
Esto es, 2x, +3x, =147 
3x +x, +x, 147 
x, +2x, 147 
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Con conceptos del capítulo 8, Espacios vectoriales, se podrá demostrar que el sistema 
normal asociado siempre es compatible. 





Ejemplo 24 Resolver el sistema normal asociado al sistema incompatible del ejercicio anterior. 





Solución 





113 147 
02.31% 1 |14 
El sistema Ax=B es x, |= 
> du 147 
X; 
t 29 147 





El sistema normal asociado ATAX =A"B es 










1 
21 f en 
2 DN 147 
Xx |=[1 2 1 2 
in 147 
Xx, 33 4d 4 
2 0 147 
11.6 612,1 (735 
Luego de realizar los productos matriciales, el sistema se reducea| 6 10 10 || x, |=| 882 
610191 x% 1029 





w 





-1 






X 11 6 6 735 
Entonces, la solución del sistema normal será | X, |=| 6 10 10 882 
X. 6 10 19 1029 





u 










3, 1029 
” a el pp | pre 
z lsi 2 —] | 382 |. [2] 55,18 
2212137 666 11 

-i 








Ejemplo 25 Calcular la ocupación de los distintos sectores de la industria con las unidades de pro- 
ducción calculadas a través del sistema normal asociado del ejercicio anterior, y compa- 
rar los resultados con la ocupación ideal. = 70o 


Solución 
Se adoptan los valores encontrados para las incógnitas, y resulta que la ocupación de los 
sectores es como sigue: 





366 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 





6.6.2.3 


147 
147 
1147 

147 


1 
0 
3 
1 


O =e UW w% 


Advierta que si bien AF +B, se observa que AF =B. | 
A la diferencia entre las ocupaciones previstas (matriz B) y las determinadas (AX) sele E 
denomina matriz de errores (o desviaciones); es decir, 1 


147) (131,99 15,01 
147 | |159,36| |-12,36 
147 | | 154,95 | | -7,95 
147 ) (138,17 8,83 


Bs 


De aceptar esta alternativa para la producción, llamada solución por mínimos cuadrados ` 


. del sistema Ax = B, los sectores 11 y IN tendrán que trabajar algunas horas más de lo espe-.: 


rado (12, 36 y 7,95 horas, respectivamente), mientras que los sectores 1 y IV lo harán unas - 
horas menos (15, 01 y 8,83 horas, respectivamente). 


¿Por qué se le denomina solución por mínimos cuadrados del sistema? 


Para responder a esta pregunta se comparará la matriz de errores con otras alternativas 
de producción; esto es, adoptar otros valores para las ventas destinadas a cada uno de los 
posibles clientes (arbitrarios, elegidos al azar de los infinitos posibles o incluso con algún 
criterio válido). Por ejemplo, si 


145 147) (145 2 
Xx 30 
j 170| , 147| |170| |-23 
€ V: |x, |=|55 |, la ocupación será de , siendo E, = sl = 
16 147 | |165 —18 
Xx, 20 
140 147) 1140 7 
200 1471 (200) (-53 
r~ 200 147| |200| |-53 
O V: |x |=] 40 |, la ocupación será de , Siendo E, = — = 
40 200 147 | |200| |-53 
x 


i 120 147) {120 27 
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112 112 35 
y ps 146 _|l46,5| [0,5 
E Vii lx [=160,5 » la ocupación será de| , "| siendo E, = MA]? 
E? w 1147 0 
2) 18,5 
147 0 
49 49 
ape 0 0 
E V,: [x,|=| 0 |, la ocupación será de , siendo E, = a gr 
3 0 
49 49 
147 73,5 73,5 
“g [9 147| | 147 0 
Ed V,: |x,|=/73,5 |, la ocupación será del, * | siendo E, 5 ~ z 
147 79,9 73,5 
X, 0 
147 147 0 
a 0 147 147 0 
1 
147 147 0 
E V: |x,|=| 0], la ocupación será dal | siendo E = -= = 
147 49 98 
E, 49 
147 0 147 
112,4 147 112,4 34,6 
$] pun 147 147 | 1147 0 
ES V,:|x, |=|60,52 |, la ocupación será de , Siendo E, = = = 
147 147 147 0 
Xx, 8,64 
147 147 147 0 


V> Vp y V; son las producciones que se obtendrían al trabajar sólo para uno de los 
mercados (I, II y MI, respectivamente). 

V, responde a las producciones obtenidas a través de la programación lineal, maximi- 
zar la función objetivo; esto es, la suma de las horas de trabajo de los distintos sectores: 


x, +x, +3x, = ocupación sector I 
2x, +3x, =ocupación sector II 
3x, +x, +x, = ocupación sector II 
x, +2x,  =ocupación sector IV 
5x, +6x, +7x, = función objetivo 


Advierta que las matrices E son matrices columna de dimensión 4 X 1. 
Se llamará e, a su elemento genérico, ubicado en la fila į (e,,). 
En la última columna de la tabla siguiente se muestra la suma de los cuadrados de los 


4 
elementos e, S, e; ) para cada una de las matrices E de las alternativas evaluadas. 
i=l 


368 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


ed | 
í b, os ye ; e 


$ 
K 
E 
a 
3 
$ 
da 
o 
T 
> 





Al comparar los valores obtenidos en la última columna se aprecia que el último valor 
es el menor de todos. Éste es el motivo por el cual se le denomina solución por mínimos 
cuadrados del sistema Ax = B. 

Si bien aquí sólo se le compara con otras siete alternativas, cualquier otra de las infini- 


n 
tas posibles arrojará una Ye, mayor. La demostración de este postulado se podrá realizar 
il 


mediante conceptos que se desarrollarán en el capítulo 8, Espacios vectoriales. 


Al Hlamar X a la solución del sistema normal EPE al sistema a IE se aa 
yan x esla solución aproximada por mínimos cuadrados de Ax= B, Simbólicament 





El nombre de mínimos cuadrados proviene del hecho de que esta elección hace que la 


suma de los cuadrados de todos los elementos de la matriz columna E= Ax- AX +y e) 
p > i=] 
sea minima, 
Se mencionó que el sistema normal es siempre compatible. Esto no significa que ne- 


cesariamente sea determinado, 
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6.6.2.4 Ajuste de datos 


En muchos problemas científicos resulta útil describir la relación entre las variables del 
problema por medio de una expresión matemática. Muchas veces se cuenta con datos 
experimentales que permiten intuir la relación que liga a dos variables. 

Dependiendo de la naturaleza del experimento y de la configuración de puntos de 
datos localizados en RR”, es posible decidir acerca de un tipo apropiado de función y = f(x): 
lineal, cuadrática, exponencial, etcétera. 


Figura 6-5 





y =a+bx y =a+bx+ cx y =a + bx+cx + dx 


Por ejemplo, se tienen mediciones de cierto fenómeno, las cuales se presentan en la 


siguiente tabla de valores, y para comenzar a resolver el problema se representan los datos 
en un sistema cartesiano. 


Figura 6-6 





Aquí, la disposición de los puntos en el plano sugiere que se encuentran sobre una 
recta. La ecuación será y =ax+b. Se deben determinar los coeficientes a y b. 


370 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


ax, +b= y, 
i y ax, +b=y, 
Se sabe que Vi => a x,+b= y,. Se genera así el sistema lineal S= 
ax,+b=y, 
% 1 Y, 
eS e 1 a E 
En su forma matricial Ax = B, donde A =| * . dos p yo Be]? 
Xa 1 Ya 
b= 1,9 0 1 1,9 
a+b=5,1 1 1 51 
a 
En este ejemplo 4 2a+b=8 . Su forma matriciales | 2 1 (s) =| 8 
3a+b=10,9 2 E 10,9 
4a+b=12,8 4 1 12,8 
0 1| 19 1 0j0 
1 1j 5,1 o 1lo' 
El cual se resuelve escalonando la matriz ampliada | 2 1| 8 |, yseobtiene| 0 0|1 
3 1/10,9 0 0j0 
4 1/12,8 0 0/0 


lo anterior muestra que el sistema de ecuaciones es incompatible. 

No hay entonces una función lineal y=f(x)=ax+b que verifique los cinco datos 
anteriores. Pero esto no significa que la ley adoptada no sea válida. 

En la práctica siempre se espera tener algún error en las mediciones de los fenómenos 
(por ejemplo, por limitantes en la precisión del observador o de los instrumentos de medi- 
ción). Comúnmente, con la expectativa de que se compensen los errores, se efectúan más 
mediciones de las estrictamente necesarias. 

Así, existiendo más datos (experimentales o de observación) que los estrictamente 
necesarios, los sistemas resultan sobredimensionados y, en general, se espera que resulten 
inconsistentes. 

El objetivo será encontrar valores para las incógnitas a y b que estén lo más cerca po- 
sible, en algún sentido, de satisfacer las cinco ecuaciones. 

De manera gráfica, esto significa elegir una recta donde los cinco puntos de datos, si 
bien no sobre la recta, estén muy próximos a la misma. 


b=19 
a+b=5,1 
Entonces se considera que para cada dato y =ax+b. Luego 32a+b=8 
3a+b=10,9 
4a+b=12,8 
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Existen muchas funciones lineales que “aproximan” los datos. En la figura 6-7 se 
muestran dos de estas funciones. A la izquierda vemos la gráfica de la función lineal 


É 5 ` 
y= San que satisface los dos primeros datos, pero no los tres restantes. A la derecha, 


la gráfica de y= E „5 verifica los datos segundo, tercero y cuarto. 


Figura 6.7 
y 





En la figura 6.8 se muestran tres rectas usadas como ajuste. La primera recta, 
y=1,9x+5,2, satisface los dos últimos datos; la segunda, y =2,725x+1,9 satisface los 
datos primero y último, mientras que y =2,76x+2,22 no verifica ningún dato. 

| 
Figura 6-8 





¿Cuál de todas las rectas se elegirá como la “que mejor se ajusta a los datos”? ¿Cuál es 
el criterio usado para la elección? 
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Al igual que en el ejemplo anterior, se adoptará como solución aproximada del siste 
ma Ax= B la solución del sistema normal consistente asociado: ATAX =A”B, denominada 
solución aproximada por mínimos cuadrados de Ax = B. 

No olvidemos que esta elección minimiza la suma de los cuadrados de los elemento; 
de la matriz columna E= Ax — AX =B- AX. l 

Observamos que el elemento genérico de la matriz B es y, mientras que el de AX ey; 


f(x,)=4x,+b, luego e,, =f(x,)-y, y Ye, = Èl- y) 


i=l isl 


Figura 6-9 En resumen, este procedimiento minimiza y( Fx,)- y, y 
is] 

Para analizar el significado gráfico, en la figura 6-9 se represen- 
tan los puntos de datos y la gráfica de la función f (x). 

Tal como se ilustra, d, está definida como la distancia vertical 
entre el punto dato (x,; y,) y la función y= f(x), en este caso lineal 
y =ax-+b, Esta distancia es una medida del “error” localizado en el 
punto (x,;y,) que resulta del ajuste de y=a x+b alos datos: 


=|f(x,)- y,]=|ax, +b- y,| 





Luego Y (f(x,)-y, =Ylfa)- nf =a 


i=l des] 


Esto significa que a través de la solución del sistema normal se obtiene el ajuste por 
mínimos cuadrados que, en la práctica, significa minimizar la suma de los cuadrados de las 
desviaciones verticales entre los puntos datos y la gráfica de la función. 

Existen otros métodos de ajuste, pero el procedimiento descrito es uno de los más 
utilizados, fundamentalmente por la sencillez de su aplicación. 


Dado un conjunto de n puntos del plano, se denomina ajuste lineal por mínimos cuadrados a la función y = 
a x+ b donde los coeficientes a y b se obtienen a partir de la solución del sistema normal asociado a Ax= B; 


Este sistema normal es A”Ax=A”B. Además, si la matriz cuadrada A”A es no singular, la matriz de 
las incógnitas x se puede calcular con x=(47 4)” A*B, 
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6.6.2.5 Uso de mínimos cuadrados en los sistemas lineales y matriz seudoinversa 


Ejemplo 26 











e Laiiatrlzá que i tisie el sistema Ax= Ben términos delos cuadrados : mínimos recib Y 
- el nombre de matriz seudoinversa de A, y se le simboliza c coñ A*. Luego, X =A*B. 
Si la “matriz : SAL A es no singular, la solución par: mínimos cuadrados € es: 

E=(ATA AJTATB, luego e: (ATA ia | : 





El nombre “matriz seudoinversa” es porque ésta opera como una especie de matriz 
inversa de A, ya que X=A*B resuelve el problema por mínimos cuadrados de Ax = B 
(AX =B), en la misma forma que x= A”'B resuelve Ax = B, donde A es cuadrada y no 
singular. 

Cabe destacar que si (47 A)* es singular, la matriz seudoinversa está definida pero 
se necesita trabajar con conceptos que escapan a los objetivos de este texto. La fórmula 
A*=(A7 A)” A” es un caso particular de una definición más general. Sin embargo, resuel- 
ve la mayoría de los problemas de ingeniería que necesitan de una solución aproximada 
para sistemas lineales sobredimensionados e incompatibles. 


Calcular la matriz seudoinversa del ejemplo anterior. Utilizarla para determinar la fun- 
ción lineal buscada. 


Solución 


3 
1 
1 

10 


1 
s% y 
5 


La solución aproximada por mínimos cuadrados se obtiene utilizando X= A*B, 
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Figura 6-10 
y 





11,69% 


EA 


; 69 
Luego, reemplazando en y =4 x+b se obtiene y = ye + z, 
Esta es una de las rectas que se representó al momento de analizar 
el problema (la recta no verifica ninguna de las ecuaciones, aun- 


que visualmente es la que más se aproxima a los datos). 


Ejercicio 6-16 
Encontrar la seudoinversa de cada matriz, y verificar para cada caso que A*A =]. 


$ 2 L X= A 1 
L3 E 2 0 1 -l 2 

a b c d 
) Joa 3) lora 21 
4 0 1l 0 -i 4 


Ejercicio 6-17 


Realizar un ajuste de datos con una función lineal a los datos 
£10 05 1 2 2 34 5 
y13 35 35 4 43 5 6 7,2 


Calcular la suma de los cuadrados de las desviaciones. Graficar. 





Ejercicio 6-18 
Mostrar que si A es invertible A* = A`. 
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Ejercicio 6-19 


Determinar la función polinómica de segundo grado que ajusta los datos 


ds Utilizar un sistema algebraico de cómputo para graficar 


los puntos datos y la gráfica determinada. 


Ejercicio 6-20 
Si el sistema de ecuaciones Ax = B es compatible, ¿qué relación habrá entre su solución y la 
solución de su sistema normal? 





Ejercicio 6-21 

Se atribuye la disminución de la capa de ozono a la emisión de ciertos compuestos quí- 
micos. Por esto la cantidad del ozono está en la mira de los investigadores y de toda la 
humanidad. La cantidad de ozono tiene su propia unidad de medición, unidades Dobson. 
Para simplificar la tarea, los datos se presentan utilizando los del año 1980 como patrón o 
referencia y los de los demás años se dan como porcentaje de ésta. Utilizando un software 
ajustar los datos ficticios a una función: 


a) lineal b) cuadrática  c)tipo y=e***” (usar ln y = ax + b). 


Graficar y analizar la factibilidad de cada modelo. 
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Ejercicio 6-23 . 
01.0 
Determinar los posibles valores para los cuales la matriz A=| 1 0 k | tiene inversa calculada y verificarla. 
k 2 4 
Ejercicio 6-24 
Demostrar que si A es antisimétrica, A?, A*, y Aó son simétricas y A?, A? son antisimétricas. 
Ejercicio 6-25 E 


t 2 2 ; 
Determinar, si existe, la matriz X = : ;) tal que XX" + of 5 i =0. siendo 0 la matriz nula 
5 = > ia 








Ejercicio 6-26 ET 
Determinar, si existe, la matriz X,,, =(x,,) definida por: si i=1>x,=s, ysii=2=>x,=1, teR 


3 15 
tal que xx >| ) 
$ 15 75 





Ejercicio 6-27 


: 3 -15 
Determinar, si existe, la matriz X, tal que X TY (. a 





Ejercicio 6-28 


104 e 

, La 1 3 3 

Calcular la inversa de la matriz A = is e 
6 2 1:32 p ža 1 

a) Utilizando el método de Gauss. Aa poe o a > l 
b) Por partición. Sa, a] l 
c) Utilizar el resultado aiot para ela ý ecuación matricial. E 


A A 
a BF 7 ia 
TE -j i X=0, 
72 24|]5 113]. 


las 48) l0 2 1 2 





x+z+2w=0 e x+z+2w=0 E 
x-y+2+3w=0. ayer o 


-d) Resolver el sistema 4 €) “Resolver el sistema 


|5x+y-2-3w=0" [Say =z-3w=0 
2y+2+2w=0 2y+z+2w=0 
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Ejercicio 6-29 

Una empresa frutícola tiene un contenedor cargado de frutas listo para ser enviado. La carga consiste en 
900 cajones de naranjas, 700 de pomelos, 400 de mandarinas, 200 de frutillas y 100 de ciruelas. Los precios 
de mercado por caja cotizados para los distintos tipos de fruta en diversas ciudades están dados en la matriz 
A, donde las filas representan ordenadamente las ciudades de Santa Fe, Mendoza, San Luis, San Juan, Mi- 
siones, Rosario y Buenos Aires, y las columnas son para naranjas, pomelos, mandarinas, frutillas y ciruelas, 
respectivamente, 













4 2 3 2 6 1500 

223506 900 2.500 

32452 700 3000 0 satiin 
A=|3 3 4 5 5], C=]400]. El costo del transporte es T=| 4300 | (las ciudades están dadas 

532258 200 i 4200 TN 

42255 100 3500 

35676 3500 


en el mismo orden que en la matriz A). Interpretar ACy AC—T,y(0 0 0 10 0 oac- Dm. 
Por métodos matriciales, encontrar el lugar a donde es conveniente € enviar la mercadería. A 





Ejercicio 6-30 
Escribir en forma matricial: a) xy+1=0; b) x?+2xy+y*+3y=0, 





Ejercicio 6-31 
Dos compañías de televisión por cable compiten en una ciudad de 10 mil abonados. La empresa: dl tiene , 
actualmente el triple de la clientela que tiene la empresa 2. El cambio de OS Erre (tomado 
el último) está dado en el n diagrama.. ; i 


20%: AZ 
mere p E TV CABLE 


1 natación des 
25% 


Suponga que en los próximos años estos porcentajes se mantendrán y determine: 


a) El porcentaje de abonados a cada empresa de cable dentro de dos años.. 
b) Elestado estacionario, si existe. 















Ejercicio 6-32 


Dados los datos de la tabla siguiente, determinar una función lineal que los s ajuste por míni- a 
mos cuadrados. Graficar el resultado. 
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Ejercicio 6-33 ca E i y : 


1 2 -~l -11 0 30 10 0 ie ll 
Para B=| 0 1 1| A=| 4 1 -10| yD=|0 1  0|mostrarque: tl 
-2 0 5 -4 0 1 0 0 -1 o 

a) DB=BA 


E 
i 
b) VneR/nes par, A” =] A P, C: BET », l 
c) VneR/nesimpar, A” =A a g | 






























Ejercicio 6-34 


Si A y B son dos matrices cuadradas, se dice que B es semejante a A cuando existe un matri z invertit 
tal que CAC =B. Demostrar que: aei 





a) La matriz A del problema anterior es semejante a D. a : 
_b) A es semejante a B <> B es semejante a A (luego se afirma que A y B son. semejantes) 
c) SiA y Bson semejantes, => 3CEeR”” invertible / AC=CB. | 

Nota: Si una matriz Á tiene una matriz semejante diegopalg se e dice e quee e dig 
del ejemplo Aa es diagonalizable. 


sa 6-35 


simétrica, Pemer la proposición recíproca tainbién € es cierta, aung 
lector, luego A es diagonalizable ortogonalmente > > A es simétrica, E 





Ejercicio 6-36 
Determinar por mínimos cuadrados la solución más aproximada P 
x+2y+22=0 


2 y -3z=1 . PES A 
7 . Calcular la suma de los cuadrados de los EETOLeS, 











4x+3y-z=1 

3x+y-3z=3 
Ejercicio 6-37 
El sindicato de trabajadores de la industria A está realizando un oli de datos que prétend: 
sueldo promedio de los empleados de la industria A con el monto de exportación , Re 


en los archivos de aduana y del propio sindicato, se han determinado los a dato 


Año 
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se Graficar los datos, (Sueldo promedio de un obrero en función del monto de exportación de esta indus- 


e a ¿ueldo promedio de un obrero es función del monto de exportación de la industria A, 
geiermine < entonces una ley. lineal y otra cuadrática que ajusten dichos datos y grafíquelas junto a los 


Si para. el ai año 2007 se proyecta exportar 15 millones de pesos, ¿cuánto sería el sueldo promedio d de un 
ro stimativamente para cada función determinada? 





Glosario 





Matriz: Arreglo rectangular de números. 

Matriz antisimétrica: Matriz cuadrada que es opuesta a su transpuesta. 

Matriz columna: Matriz que tiene una sola columna. 

Matriz cuadrada: Matriz que tiene la misma cantidad de filas que de columnas. 


Matriz diagonal: Matriz cuadrada que tiene elementos nulos en las posiciones donde el 
número de fila no coincide con el número de columna. 


Matriz elemental: Matriz que resulta de aplicarle una operación elemental a una matriz 
identidad 


Matriz escalar: Matriz cuadrada que tiene elementos nulos en las posiciones donde el 
número de fila no coincide con el número de columna, y tiene elementos iguales donde las 
posiciones coinciden. 

Matriz fila: Matriz que sólo tiene una fila. 

Matriz idempotente: Matriz cuadrada que, elevada al cuadrado, es igual a sí misma. 


Matriz identidad: Matriz diagonal cuya diagonal principal está formada sólo por un 1, 
siendo los demás elementos nulos. 


Matriz inversa: La inversa de una matriz cuadrada es otra matriz cuadrada tal que el pro- 
ducto entre ambas es conmutable e igual a la matriz identidad. 


Matriz involutiva: Matriz cuadrada que, elevada al cuadrado, da la matriz identidad. 
Matriz nula: Matriz cuyos elementos son todos nulos. 

Matriz ortogonal: Matriz cuadrada cuya inversa es igual a su transpuesta. 

Matriz rectangular: Matriz cuya cantidad de filas no coincide con la cantidad de columnas, 
Matriz regular: Matriz cuadrada que posee matriz inversa, 

Matriz simétrica: Matriz cuadrada que es igual a su transpuesta. 

Matriz singular: Matriz cuadrada que no tiene matriz inversa. 

Matriz transpuesta: Matriz que se obtiene al cambiar las filas por las columnas de otra 
matriz. 

Matriz triangular inferior: Matriz cuadrada que tiene elementos nulos en las posiciones 
donde el número de fila es menor que el número de columna 

Matriz triangular superior: Matriz cuadrada que tiene elementos nulos en las posiciones 
donde el número de fila es mayor que el número de columna. 








Determinantes 


Cálculo y propiedades 


SITUACIÓN INICIAL 1: 


Figura 7-1 





En la figura 7-1 se muestra una estructura formada por tres barras, las cuales descom- 
ponen y transmiten al suelo una fuerza variable F. Los puntos están ubicados, con 
respecto a un sistema de referencia con origen en O, en: P, = (2; 0; 0); P, =(-1,43;0); 
P, =(-1; ot 0) y P, = (0; 0; 0). Las longitudes de las tres barras son iguales entre sí 
e iguales a la distancia que hay entre sus puntos de apoyo; esto es, forman un tetraedro 


regular. 


a) Mostrar que sea cual sea la fuerza, su descomposición es única en las tres direcciones. 

b) Determinar los distintos estados de cargas para una fuerza F, de módulo F, que 
forma un ángulo 6; 0 < 6 < 71/2; con la vertical y con un eje horizontal y. 

c) Considerando y = 2/2, determinar el máximo ángulo 9 para el cual todas las fuer- 
zas sobre las barras apuntan al suelo. 


El tratamiento de la existencia y unicidad de las soluciones de los sistemas de ecuaciones 
lineales es inherente a la mayor parte de las ramas de ingeniería. En este capítulo se mos- 
trará la existencia de una función que permite analizar si un sistema de n ecuaciones con 
n incógnitas es compatible determinado. 
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Desde luego, no es el único uso que tienen los determinantes. De hecho, en este 
sin efectuar un análisis exhaustivo de su definición, ya fue utilizado, a modo de regla 
tica, para calcular FX y U-(Y XW), para verificar si cuatro puntos son coplanare 
calcular áreas y volúmenes, etcétera. É 

Es probable que el lector haya utilizado en alguna oportunidad, para obtener la ¿fig 























b A a b 
m g a.x+a.y=b b, Aso a b 
ción del sistema S=3 0 RITA , la regla x= y= a, a cual iy 
AX +09 y =b, 1 % Pi A, di 
An Ay an Ay 
(a 
lucra el cálculo de determinantes y es aplicable si | M #0. 
a 
21 22 








El estudio de los determinantes se remonta al siglo xv, cuando matemáticos notablég 
realizaron trabajos referidos a ese tema y de manera previa a la formalización. del álgebiz 
de matrices. Sin embargo, fue hacia 1772 cuando Vandermonde publicó el primer escrit 
donde estudió en forma sistemática el tema. 





o AZON: 








FAN 


Al finalizar la lectura comprensiva y activa del presente capítulo, el lector podrá: 


$ Obtener el valor de un determinante de orden n. 
g Reconocer y aplicar las propiedades de la función determinante para su obtención; 


Él Utilizar determinantes para reconocer la existencia de la matriz inversa y determin 
narlos a través de la matriz adjunta. 


£d Decidir sobre la existencia de una solución única para un sistema de n ecuaciones 
con n incógnitas y utilizar la regla de Cramer para determinarla. 


Determinante. Definición y propiedades 


introducción 


En este libro ya se ha hecho uso de los determinantes. Así, por ejemplo, en la definición del 


producto mixto entre vectores, capítulo 1, se enunció la regla de resolución del producto 
mixto aplicando determinantes: 




















U u, i 
Sit Y, Y, YY * Ya * 
úl exm)= Y Y” v|l= u, u, 
w, W, w, w, w, wW, 
w w w 


Se usó el nombre “determinante” como una funçión que asocia a matriz cuadrada 


un escalar (si los elementos son escalares), aungue en dicha oportunidad aún no se tenía 
formalizado el concepto de matriz. 


Capítulo 7 Determinantes 383 


y E W 
Calcular ú-(Y xw) implica resolver un determinante de orden tres | y, v, v,| y 
w, Wi W, 


: v 
tres de orden dos ? |, entendiendo por orden del determinante al tamaño de la ma- 








2 m 
triz cuadrada a la que se asocia el número. 
El determinante de una matriz A e R”*" se simboliza con (A!, det(A) o Det(A). 


Observación: 1Al no guarda relación alguna con el valor absoluto de un número real. 












Las definiciones serán retomadas, modificando la notación para generalizarla a ma- 
trices. 


a, a 
ad H ni ek 2x2 
IA |= Er alp — liy con A, ER 
21 22 
Gu fu 4% a a 
E ES 2 Bl_ 21 23 21 Bia 
la,|= fa ly Az Ay a Ao a a FA, a a mT 
32 33 31 33 31 32 
43, A, 833 


3x3 
=A anly + 4,4,4,, + 0,04, — 44,0, — 44,30, — 40,4, con Á ER 


Otra manera de calcular los determinantes de orden 3 es aplicando la regla de Sarrus. 


Esquemáticamente: 
la a Pe 
| Al a, S fa la 
aa La 3 
| a, x an „a | | Seagregan las 
dos primeras 
LS das filas 








A idéntico resultado se llega si se agregan, lateralmente, las dos primeras columnas. 
IMPORTANTE: Tenga presente el lector que la regla de Sarrus sólo es válida para 


calcular determinantes de orden 3. 
A continuación abordaremos conceptos que nos permitirán enunciar cómo calcular el 


determinante asociado a cualquier matriz de orden n X n. 
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7.2.2 Algunas definiciones necesarias 


7.2.2.1 Matriz menor 


Recordemos que se denomina submatriz de una matriz A, a la matriz que se obtiene 
suprimiendo de A una o más filas, una o más columnas, o ambas cosas. 





Por simplicidad, ctiiónás se pu como My, Sólo se faii uso de la ainia 
M,(A) cuando se trabaje con más de una matriz, 
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Ejemplo 2 Dada la matriz A= , determinar todos sus cofactores. 
Solución 
Usando C; = (-1)+/ det(M,) conií=1,...,3yj=1,...,3, 


Cy =D" A Cp =(1)” 7 72 G =(-1)” 


556 4 6 4 
T 


2 3 13 
8 0 7 


Ca =D =2 — Co=(-D”” y 2 


2 2 


Cy =D 5 6 


> 





7.2.3 Determinantes de orden n 


El determinante de orden asociado a una matriz A e R”, se definirá a través de una fun- 
ción recursiva: 





Es posible observar que esta definición incluye los tres determinantes ya mencionados, 
Para un determinante de orden n = 1 se usa el primer renglón de la definición, luego: 


det(A,) = det(a,,) = a,,. 


Para los determinantes de orden n > 1 se usa el segundo renglón de la definición, 
luego: 


2 
det(A,)= Y, ACi = 4C HAC =A pgr det(a,,)+4,, a" det(a,,) 
pa Cu Cr 


54% "Aya 
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3 
det(A,)= ZE =a Cn tEn talp = 
1 


























a a a. a a a 
111% fz 2141 În 1311 fn 
=a (1) +4, (1) +a, (~}) 
aa y ly fa lx Ay 
A O 
Cu G2 Ci; 
o n în u îs e 2 în 
=h 2 az 
ly Uy Gr ly Ga Uy 











Ejemplo 3 Calcular el determinante de la matriz A 
zando la definición dada. 


Solución 
Al usar cofactores: 


4 6 4 5 
=42 C =(—-1}” =-—3 
7 ol e do , 


E 
c=” q Ey al 


3 Sa 
det(A)= Y a,,C,, =a,,C,, +4,,C, +9,C,, =(1)(-48) + 2(42)+3(3) =27. 
k=1 


Al usar la regla de Sarrus: 





La definición permite calcular el determinante de cualquier orden, reduciendo el cálc 


lo a determinantes de orden inferior. 
Así, por ejemplo, para calcular un determinante de orden 4 se deben calcular cua: 


determinantes de orden 3, como lo muestra el siguiente ejemplo. 





Ejemplo 4 Dada la matriz A = j , calcular det(A). 





Ejemplo 5 
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Solución 
Al utilizar la definición de determinante: 


4 
det(A) = AE, = A C taO EAC +9,C, = 
k-i 


a 0 0 3| 2, 2 03| % 2 03|) 4, 200 E 
pr, pu, panes pi, e 
= 1 (7 ae 364 0 IPS 3 6H] 4 reas 4 3 E 
331 031 421 023 
Syaa A Naenae 


C, 


u 12 13 


det(A) =1(18)+0(-D(05)+(-D04)+(-2)012) = 28 


Dada la matriz triangular inferior A= 


Solución 


Al utilizar la definición de determinante, para calcular un determinante de orden 5 hará 
falta calcular cinco determinantes de orden 4. 


5 
det(A) = Ca = AiCi T hg Cya + hg Cig tag Cu Fas Cis = 
ka O FTO TF T 


En este ejemplo, dado que cuatro de los términos a,, son nulos, sólo se deberá calcular 
un determinante de orden 4. Así, 


9 Az 
o 0 

de4)=a, yapa e => deA)=a, |” 

Eo Fa 0 Gu 


a a 


52 a 54 55 a 


32 


De nuevo, se utiliza la definición recursiva para el determinante de orden 4: 


“a a 0.0 


33 
a 
de(A)=a, | aja, (1) a, a, 0 |+0+0+0|= 


42 
As Usa Ass 


52 
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a 0 0 


33 


det(4)=a,2,|4, 4, 0 | luego se vuelve a usar la definición (aunque también es E 


a, 


a 54 


53 
posible aplicar la regla de Sarrus): 


ss 


Ay 


det(A) =a, A4; [en 


0 
+0+ o) = qA falll 
45 85 





Si bien en este ejemplo se particularizó con una matriz de 5 X 5, es oportuno que el 
lector analice la validez del resultado del ejemplo anterior para una matriz triangular infe- 
rior o superior de cualquier orden n, y por lo tanto es extensiva a matrices diagonales (pues 
éstas son triangulares superiores e inferiores simultáneamente). 












123 
Ejemplo 6 Dada la matriz A=(a,)=|4 5 6 | del ejemplo 2, y siendo C, el cofactor de 4,, calcular: 
780 


3 
¿tía para los distintos valores de ¿. 
k=l 






3 
b) "Y a,C,, para los distintos valores de j. 
pa 


c) Compararlos. 







Solución 
En el ejemplo 2 se calcularon los cofactores de la matriz A: 


C,=-48 C,=42 C,=-3 
C, = 24 C,¿=-21 C,=6 
(4-3 Cy4=6 C,=-3 
3 
a) Sii=l => Ya,C,=a,C,+a,C,+a,C, =1-48)+ 2(42)+3(-3)=27 
k=l 


3 
Si=2 = $ a,Cy =a Cy ta Cp +a, Cy =4(24)+5(-21)+6(6)=27 
k=l 


3 
Sii=3 => Ya,C, =4,C, +a,C,+8,C, =7(-3)+8(6)+0(3)=27 
k=i 


7.2.4 


Regla de Laplace 
La regla de Laplace (o teorema del desarrollo de un determinante de una matriz de orden n X n 
por los cofactores de una línea), formaliza los resultados obtenidos en el ejemplo anterior. 

Esto es, “el determinante de una matriz de orden n x n se puede calcular sumando los 
productos obtenidos entre los elementos de una línea (fila o columna) por sus respectivos 
cofactores”. 
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Ha 21” 21 a 3 


3 
Sij=1 => Ya,C, =a,C, +a,C, +a,C,, =1(-48)+4(24)+7(3)=27 
k=1 


: 3 
Sij=2 => Ya,C,,=4,C,+4,C, +8,C, =242)+5(21)+8(6)=27 
k=1 


3 
Sij=3 => Ya,C,,=a,C,+a,C, +a,C, =3(3)+6(6)+0(3)=27 
k=1 


Todos son iguales. El número obtenido con la primer sumatoria es Al. Nótese que 
los restantes son iguales. Como ilustrará la próxima regla, el resultado obtenido no 
es una coincidencia o una particularidad de la matriz dada. Esta propiedad es válida 
para toda matriz de orden n x n. 








SeaA=( as) una matriz de orden n xn, |A| desarrollado por los elementos de la fila k-ésima 
es la suma de los productos entre cada elemento de la fila por su respectivo cofactor. 


A A, As, A, 
Aa An a A 
14|=| cid” da E atte, 
A t in Wa 
i : ? : Fila k-ésima 
Aa Ana E Anh üc An 


Entonces, |A [=> aC, representa el desarrollo de la] por la fila k-ésima. 
i=l 


De manera análoga, expandiendo por la columna h-ésima: 


A 4 o Asp e a 
An An toag U Aaa 
|aļ= |54, Ca ap Cap Hetan C 
Aa La Aia 
a a a 
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Entonces, |A [=$ a,,C,, representa el desarrollo de |A} por la columna h-ésima. 


i=l 


La demostración de esta regla escapa a los objetivos del presente texto. 


0 1 
Ejemplo 7 Dada la matriz A= s .calcular det(A) usando el teorema anterior. 


Solución 
Para hallar el determinante de A, consideramos la segunda columna para expandir por 
cofactores, y se obtiene: 


4 
det(A) = Ftp 5 aC; + ACn E 47 Ca + AC =0- Cr +0: Ca +A: Cs +0- Ca m 
kal 


1 2 
=4C,, =4(-1*|2 1|=4-1)(-13)=52 = |A|=52 
0.3 1 


Observe el lector que se eligió la segunda columna porque es la línea que tiene más 
elementos nulos, luego se necesitan calcular menos cofactores. Sin embargo, el valor |A] 
es el mismo si se utiliza otra columna u otra fila. Es una buena práctica verificarlo. 





7.2.5 Propiedades de los determinantes 


A continuación se estudiará un conjunto de propiedades, haciendo hincapié en aquellas 
que luego permitirán simplificar el cálculo de un determinante. 


7.2.5.1 Propiedad 1 


Sea A e R”. 
El determinante de A es igual al de su transpuesta, 
En símbolos: LA”|=(A] 


Demostración: un enfoque sencillo para comprobar esta propiedad puede hacerse a través 
del determinante asociado a una matriz de 3 x 3 


a a. a a a 


11 13 11 12 
Si A=| 4, 4y Gal > [Al =a, lr Ay 


13 


a a 


31 32 a Az G7 45 


=> lla 41€; A, Cy) +9,C,, desarrollando el determinante por la primera fila utili- 
zando la regla de Laplace 


a 2 Az 4, 3 4 4 4 an 4 
=> lAl=a,(-1) +0, (0) +0, (1) 




















32 33 31 4 31 Uy 


Ejemplo 8 


7.2.5 2 
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pues permutar los fac- 




















a, a a a a, a 
> lA=a y? "ra y? Pla. yA? | tores del sustraendo 
la Ay Az Uy A ĉj decada cofactor no 
modifica el valor del 
determinante 


. Podemos interpretar la expresión anterior como el desarrollo del siguiente determi- 
nante, en el cual a, ,, 2,, y a,, forman la primera columna: 


fa an A 

LAT 
An a fy =ļ|A | 
fa ly lg 


En consecuencia, |Al = LA], lo que puede generalizarse para matrices de orden n x n, 
por ejemplo, a través del Principio de Inducción Completa. 

Esta propiedad es relevante ya que permite hacer extensiva cualquier otra propiedad 
demostrada para un renglón a columna o viceversa. Por ello se hará mención a “línea”, 
entendiendo por esto fila o columna. 


Calcular A= 


Solución 

La transpuesta de la matriz triangular superior es una matriz triangular inferior. Utili- 
zando la propiedad anterior se tiene que |4]= la] y, por el ejemplo 5, el determinante 
de una matriz triangular inferior es el producto de los elementos de su diagonal princi- 


pal, Es decir: |A| = a, a „ayayay. 


Recuerde el lector que: “Si A e R”” es una matriz triangular superior o inferior, el 
determinante de A es igual al producto de los n elementos de la diagonal principal.” 





Propiedad 2 


Sea A E lR”", 
Si la matriz A tiene una línea (fila o columna) de ceros, entonces su determinante es 
nulo. 


Demostración: Desarrollando el determinante por la fila (o columna) cuyos elementos 
son todos cero. 
Supongamos que se trata de la h-ésima columna: 


[A] = Y a,C, =4,, Cy, +0, Cay h0o*+9,y Cy =0:C,, +0*C)y +=" +0:C,, =0 


j=l 
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7.2.5.3 Propiedad 3 


Ejemplo 9 


Sea A ER", 

Sea B <RR”" la matriz que se obtiene por multiplicar una línea (fila o columna) de la 
matriz A por un escalar k (k e R), entonces el determinante de la matriz B es un múltiplo 
del determinante de la matriz A. 

En símbolos: |B|= kl Al 


Demostración: Sea la matriz, 


Ar a a; A, 

Ga Ay Aj An 
Ami... 

Ay a ajj 5 a; Ain 

ai ds TF A, ae An 





Observemos que cada cofactor del renglón i (C; j= 1, ..., 11) de A es idéntico al de B, 
ya que en los cofactores intervienen los elementos que no pertenecen al renglón i. Resulta 
entonces que: 


[A|=2,9,C, y |B|= 2, = 2 aC; =k 24C, =k |A| 
j= j= = j= 


por definición por propiedad 
Entonces: |Bl=k]A] de B de sumatoria 


Esta propiedad permite extraer un factor del determinante. 


Corolario Propiedad 3 


Sean A E R”" y k eR, entonces |kal=k"]Al. 
La demostración del corolario se propone como ejercicio para el lector. 


a b g -2a -b < 
Siendo|d e f|=3 calcular usando propiedades: 104d 5e 5f 
g hi de los determinantes 2g h i 
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Solución 


factor del factor del factor de 


fact 
—2a —b —c| tenglón1 tenglón2 |2a b c columnalla b c abc 
pana, rta] 


10d 5e 5fl= (1) (5) |2d e f|=(-5) (2) de f[=-101d e f|=-30 
2g h i 2g h i ghi ghi 





7.2.5.4 Propiedad 4 


Sea A e R”. 
Si en la matriz A se intercambian dos líneas (filas o columnas), el determinante asocia- 
do a dicha matriz cambia de signo. 


Demostración: En la matriz A se intercambian dos renglones consecutivos obteniéndose 


una nueva B: 
f A la 11 12 la 
21 A 2n Aa A An 
A=l Ga: a Bn do Bf rra Okan Orrin 
Akai kna Airin Agyi o Aga Akn 
fa An e A Aa Ana dí An 


Para calcular los determinantes de A y B desarrollándolos por los renglones sombreados 
se deben calcular los cofactores, Se puede observar que los menores de cada elemento son 
iguales (en ambas matrices, eliminando la misma columna y los renglones sombreados 
se obtienen iguales submatrices). Para cada sumando de la sumatoria del determinante 
sólo cambiará el signo, ya que los elementos y los menores, por ende sus determinantes, 
son iguales. En cambio, el exponente de (-1)*% cambiará en una unidad porque es de dos 
renglones consecutivos, lo cual significa que cambiará de signo. Si cada sumando cambia 
de signo, la sumatoria (|B|) también. 


En símbolos: 


la|=N ay 





M, y 


M,|=-1A| 








j= La, ye 
ial 





M E Y M,,| = Ha 


Por lo tanto |B| = —|A] 


Si el cambio se realiza entre dos filas (o columnas no consecutivas), es posible consi- 
derar la realización de cambios sucesivos. Así, para cambiar el renglón 1 por el 3 se puede 
proceder como sigue, 
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Ejemplo 10 


renglón 1 renglón 1 renglón 3 renglón 3 
renglón 2 renglón 3 renglón 1 a renglón 2 
renglón 3 renglón 2 renglón 2 renglón 1 


nenargrnoaosa Jl uararancanasa JŲ ssececosoceso Ý Ñ seoposcoeonoo 


En cada cambio el determinante cambia de signo. En este caso tres veces; es decir, el deter- 
minante se ve afectado por (-1) =-1. 

En forma genérica, si se cambia el renglón h por el k (k > h + 1), se deben hacer 
(k — h) cambios para llevar el renglón k a la posición h. Con estos cambios el renglón h 
se ubica una posición por debajo de la original, luego hacen falta k— 1 — h cambios para 
ubicarlo en la posición de k. 

En total, la cantidad de cambios es igual a k—h+k-1-h=2k-2h-1. 

En el caso ejemplificado, k = 3; h = 1, hicieron falta 2k — 2h — 1 = 6 — 2 — 1 = 3 cambios. 

Para cualquier par (k; h) el número de cambios (2k — 2h — 1) es impar, luego el deter- 
minante cambia de signo sea cual sea el par de líneas que se permuta. 


2 © 2 
Sea A=| 0 3 0 |, encontrar el determinante de: 
00 1 


a) La matriz A. 
0 0 


b) La matriz B=| 2 2 | que se obtiene por intercambiar la fila 1 por la fila 2. 
0 1 


0 1 


La matriz C=| 2 2 | que se obtiene por intercambiar la fila 1 por la fila 2 y 
0 0 
luego la fila 1 por la fila 3. 


Solución 
a) lAl=6. 


b)  |Bl=-6 (Observe que |Bl=(-1)'LA)). 
ce)  Icl=6 (Observe que lcl=(-1? A). 





El resultado del determinante de una matriz M e |R”", obtenido a partir de intercam- 
biar filas (columnas) de una matriz A e R”” está relacionado con la cantidad de cambios. 
efectuados. Si la cantidad de cambios es un número par el determinante no varía, y si la. 
cantidad de cambios es impar el determinante cambia de signo. 

Al. 


pien 


En símbolos: ImMl=(-1) 
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De modo esquemático: 


fila 1 fila 1 fila 3 
fila 2 fila 3 fila 1 
= -53 
fila 3 fila 2 fila 2 


Ejemplo 11 Mostrar que si A= 


A åO A UG 


Solución 


, extrayendo factor del segundo renglón lA] =2 


, extrayendo factor de la cuarta columna |B| =2 


permutando los renglones segundo y tercero, y luego el tercero y el cuarto, se obtiene: 


1 2 4 
[B|=-2 O 1 1 
a b d 
12 2 


4 


¡ 1B]=2 (2) 


2 
d 


1 
0 
1 
a 


Comparando (1) y (2), se tiene que: |A| = |B|. 





Como corolario de la propiedad 4 se deduce la siguiente propiedad. 


Corolario Propiedad 4 


Sea A ER", 


Si la matriz A tiene dos líneas (filas o columnas) iguales, entonces su determinante es 
nulo. 


Demostración: Para demostrar esta propiedad, basta con permutar las líneas iguales. Por 
un lado, el determinante no cambia, porque sigue siendo el mismo. Por otro lado, debe 
cambiar de signo por el cambio de líneas. Luego |Al=-lA]= 2lal=0=lAl=0. 
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7.2.5.9 


Del corolario anterior y de la propiedad 2 se deduce la siguiente propiedad. 


Corolario Propiedad 4 


Sea A ER”, 
Si una matriz A tiene dos líneas (filas o columnas) proporcionales, entonces su deter- 
minante es nulo. 


Demostración: La demostración de esta propiedad se propone como ejercicio para el lector. 


Propiedad 5 


Sea A ER”, 
Si a una línea (fila o columna) de una matriz cuadrada A se le suma un múltiplo esca- 
lar de otra línea, el determinante de la matriz no cambia. 


Demostración: Dadas dos matrices A y B tales que B difiere de A en la k-ésima fila, por 
sumársele a cada elemento de esta fila un múltiplo escalar de la h-ésima fila. 





GA Az U A, 41 


con LER 


Al calcular los determinantes de ambas matrices, desarrollándolos por la k-ésima fila, 
puede advertirse gue los cofactores homólogos son idénticos porque el valor de |M e no 
depende de los elementos de la k-ésima línea. Así: 


det(A) = Y es y det(B) = Y ía, $ da, i jer . 
i=l 


151 
Usando propiedades de la sumatoria, 
det(B)= Y a,, C,¿+4D 8, Cpi 


i=l i=l 
det(A) det(C) 
La segunda sumatoria puede interpretarse como el determinante de una nueva matriz C, 


A An A, 
a y *“ Hin 
a a á 
4 hi h2 hn 
siendo C = ; 
Gai az Ayn 


Ejemplo 12 





7.2.5.0 
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Dado que tiene dos filas iguales, |C|=0 
Por lo tanto: det(B) = det(A)+0=>|Al=|1B! 


Calcular lA|= i i utilizando la propiedad anterior. 


Solución 
La propiedad 5 asegura que un determinante no varía si a una fila (columna) se le suman 
o restan múltiplos de otras filas (columnas). 

En este caso, aplicamos la propiedad con el objetivo de transformar en cero a los 
elementos a, p 9,, Y Ap: 


1 


por ser una 
matriz 
triangular 
superior 


Propiedad 6 


Sean A E R”"y BeR”", 

El determinante del producto entre las matrices A y B es igual al producto entre sus 
respectivos determinantes, 

En símbolos: |AB|=LA]|Bl, 


La demostración de la propiedad enunciada escapa a los fines del presente texto. 


Lema 
Sea A ER”: 
1. Existe A” si, y sólo si, LAl=0 


2. Si A es regular, entonces la mn I=lal” 
3. Si heN, entonces lA"|=|Al' 


Demostraciones: 


1. La demostración se propone como ejercicio para el lector. 


2. Sea A eR”" una matriz regular, entonces existe 47! tal que A - A7*= I, siendo I eR” 
la matriz identidad, 
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Entonces, 
1 


E a =a] = lal” 


|aa>l islaam 


Por la propiedad 6, por (1), por ser la matriz identidad una matriz triangular 
superior e inferior simultáneamente. 


3. La demostración se propone como ejercicio para el lector. 


Observación: 


Sabemos que |AB|=|AllB] cuando A eR” y B eR”*"; sin embargo, no sucede lo mismo 
para la suma de matrices cuadradas. Esto es, en general, LA + Bl+|41+ÍBl, como lo muestra 
el siguiente ejemplo. 




















i 2 -3 4 -2 6 
e JE HEF 
3 4 -5 2 -2 6 
ael; i e 
3 4| |-5 2 
Por lo tanto, A+ B| £ |A] + |B]. 
7.2.5.7 Propiedad 7 
Sea A ER”", 


Si los elementos de una línea (fila o columna) de A son suma de m términos, entonces 
el determinante asociado puede descomponerse en la suma de m determinantes. 


Demostración: La demostración de esta propiedad se propone como ejercicio para el lector. 


a+b c+d e+f| ja c e b d f 
Ejemplo 13 2c 2e |=|2a 2c 2e|+|24 2c 2e 
-b -d -f| |-b -d -f| |-b -d -f 


p 2 
e 3 


a 2 a 2 


f 3 


Como la fila 1 de la matriz A es suma de dos términos, el determinante puede descom- 
ponerse en la suma de dos determinantes. 

Como la columna 1 de la matriz B es suma de tres términos, el determinante puede 
descomponerse en la suma de tres determinantes. 


a+b+c 2 


Det(B)= - + 


+ 
d+e+f 3| |d 3 | 





7.2.6 Combinación lineal y determinantes 


Si en una matriz cuadrada existe algún vector fila, o vector columna, que es combinación 
lineal de los vectores restantes, entonces dichos vectores serían linealmente dependientes 
y, por lo tanto, el determinante de la matriz es nulo. 
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Según vimosen elscapítulo, 1, un conjunto devectores estinealmantedependiente si: 


a) Uno de los vectores del conjunto es el vector nulo. 
b) Al menos hay un par de vectores proporcionales. 
c) Al menos uno de los vectores es combinación lineal de los vectores restantes. 


Observemos que estos casos se correlacionan con las propiedades de los determinan- 
tes que hemos analizado: 


Æ El caso a) se corresponde con la propiedad 2. Si la matriz A e R”" tiene una línea (fila 
o columna) de ceros, entonces su determinante es nulo, 

El El caso b) se relaciona con un corolario de la propiedad 4. Si una matriz A e R“ tie- 
ne dos líneas (filas o columnas) proporcionales, entonces su determinante es nulo. 

Él El caso c) se desprende de la propiedad 7 o bien se reduce a los casos anteriores por 
aplicar la propiedad 5, y su demostración se propone como ejercicio para el lector. 


3 
Ejemplos 14 0 = AN puesto que Vje fi; 2 3) :a,,=0 
j=} 


1 


Z 3 5 Z 3 $5 
i L L Iii 1 1 +] 0+0=0 
F¿=R +2F, 235 a Existen dos filas 
aplicamos 


Ei o iguales y dos flas 





7.2.7 Resumen de los efectos sobre el determinante 
de una matriz cuadrada cuando se aplican 
operaciones elementales sobre sus líneas 


Sea A e R”*, 


Bl Si se permutan dos filas (columnas) de A, el determinante de A cambia de signo. 

E Si una fila (columna) de A se multiplica por k, el determinante de A también se mul- 
tiplica por k (k +0). 

ZE Si a una fila (columna) de A se le suma el múltiplo escalar de otra fila (columna), el 
determinante de Á no varía. 
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7.2.8 Resumen de los efectos de las operaciones 
entre matrices en sus determinantes 


Sean A E R”", BER” y ke R”=, 


ea LaT|=|A] 
3 lkal=x"|4] 


a la 1 8]=|4 8| S 
Zi Siendo A e R”" una matriz regular, |A”|=|A] 
El En general, |A+B|«*|A |+| B| 


7.2.9 Resumen sobre evaluación de un determinante 


Al evaluar un determinante, el determinante asociado a A e RR”, es posible: 


a) 


b) 


Desarrollar por los cofactores de una línea (regla de Laplace). En este caso, conviene 
elegir el renglón con más ceros. Un determinante de orden n se transforma así en otros 
determinantes de orden n— 1. 

Utilizar operaciones elementales para obtener otro determinante de cálculo más sim- 
ple. Si las operaciones elementales que se aplican son permutar dos líneas o multiplicar 
por k una línea de la matriz, debe tenerse el cuidado de recordar que tales operaciones 
modifican el valor del determinante, ya sea cambiando su signo o quedando el deter- 
minante multiplicado por k, respectivamente. La operación restante, sumar a una fila 
(columna) el múltiplo escalar de otra fila (columna) no cambia el determinante, Estas 
operaciones se utilizan ya sea para llevar la matriz a una forma triangular superior o 
inferior (acción denominada cálculo por triangulación) o para anular n — 1 elementos 
de una línea cualquiera, y reducir así el cálculo de un determinante de orden n a otro de 
orden 1. —1 (acción conocida como regla de Chio). 
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Ejercicio 7-2 
Siendo los vectores ú,Y y w del espacio R?, y a: y f números reales, analizar si las siguientes afirmaciones ' so À 
verdaderas o falsas. En el caso verdadero, demostrar utilizando determinantes, de lo contrario, ofrecer: un E 
contraejemplo. 
a) Sialguno de los vectores es ds vector nulo, entonces w-(ú x7)= 0 
b) Si w(uxT)=0, alguno de los vectores es el vector nulo. 
co) "(4xv)=(0xw):“u' l 
d) Si Y y * son paralelos, entonces w x)= 0, : 
e) (aŭ+ß7)(ŭüx7)=0 ep 
fj (aŭ). xw. Ka? x5) 
g) (añ). PEN apl axo] 








Ejercicio 7-3 eco e 
po 05075 10 0 a 







Dadas: A=} 
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Ejercicio 7-5 | 
Sean A eR?*? y B e R?* tales que: |A]=5 y |B|=10, aplicar propiedades de los determinantes para calcular, E 
de ser posible, el valor de los siguientes: 





a) |A-B| b) |2A| co) |AB| 

a) l|a”.B?| e) |(2A¥ -{(3B)| o lay.r ay | 

y |AB+B-A| h) laa |+|B-B"| i) [slæ 
6D 





k -l T 
an| ) |A ar] 


A RA ra 


ima) 





Ejercicio 7-6 


Demostrar que el determinante de una matriz ortogonal es 1 o —1. 





pa 








Ejercicio 7-7 
Demostrar que el determinante de una matriz involutiva es 1 o —1. 


poe 





Ejercicio 7-8 
Demostrar que el determinante de una matriz idempotente es 1 0 0. 





Ejercicio 7-9 
Resolver las siguientes ecuaciones: 





i 
= 


321343 
¡Jl 12147 10000 
a) det aR a b) det A e) 10517 a 
Sea 43. istiall” 
SAR A 4323 «lso 1) 


Ejercicio 7-10 


Encontrar el valor de (k e R) para que el determinante de A sea igual al doble del valor del determinante de: 


2 i 0 
su inversa AÁ=|k 1 0 
3 K 
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Ejercicio 7-11 
Si A ER” y ke R, demostrar que lkAl|=k"LAl. 


A E av 





A a a A A O AAA R A A 








> 





Ejercicio 7-12 


Demostrar que si una matriz A eR”" tiene dos líneas (filas o columnas) proporcionales, entonces su deter- 
minante es nulo. 


A A A eaaa A A A A e 


A A TRE a AAE RARE TA 














Ejercicio 7-13 


Sea A €lR”“”, Demostrar que A”! existe si, y sólo si, lAÍ=0. 








A ES AA NAA AAE A A E AE A TA A SASA 














o 





- Ejercicio 7-14 


Demostrar que si heN yA es regular, entonces la*|= Ial’ a 





Ejercicio 7-15 ] 
- Demostrar que si los danon de una línea (fla o golampa) de A e R”” son la suma de m términos, enton- y 
.. ces el determinante asociado puede descomponerse en una suma dem determinantes. - 


| Sugerencia: Considere que la fila h-ésima de la matriz A € R™" es suma de m términos y hugo aplique la regla 
. de Laplace. > 








Ejercicio 7-16 
:' Demostrar que si una línea (fila o columna) se Ac cs es combinación lineal de ™ líneas restantes, entonces 
el determinante es nulo. Ji g 3 


; Sugerencia: Considere que la fila h-ésima de la matriz A € R es combinación lineal de al menos dos filas de l 
_ la matriz y aplique la propiedad que sé demostró en el ejercicio 7-15, 





Usos de los determinantes 





7.3.1 Matriz adjunta 


Sea A eR”, Se llama matriz adjunta de A a la matriz que se obtiene por trasponer la. 
matriz A y reemplazar cada elemento de A* por su correspondiente cofactor. Se sim- 
boliza: adj(A). 
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3 
Ejemplo 15 Sea la matriz A= 6 |, considerada en el ejemplo 2, calcular: 
0 


a) adj(A) 
b) A.adi(A) = adj(A).A 


c) Mostrar que gi (A)= 4" 


d) Relacionar |adj(A)| con lAl 


Solución 
a) En el ejemplo 2|se calcularon los cofactores de los elementos de la matriz A; esto 


Luego adj(A)=| 24 -21 


Por lo tanto, se verifica la igualdad. 


1 5 2 
Para mostrar que la matriz A verifica la igualdad q (A)=A”, del ítem anterior 


se tiene que: A.adj(A) = adj(A).A = 27.1 (donde T es la matriz identidad de orden 
3 x 3). Además, el lector puede verificar que: LA|=27. 


1 
Como LA] * 0, si se multiplica miembro a miembro por lA] = =, resulta: 


A AO ; 
PAIA AAA e) 





Capítulo 7 Determinantes 405 


1 
Jal 
ficándose la definición de matriz inversa. 


Definiendo B=,—adj(A), y reemplazando en (*) se tiene que: A.B = B.A = I veri- 


Por lo tanto, se tiene para la matriz A, que A7 = gaa 


Del ítem (c), sabemos que: A.adj (A) = adj (A). A = IAL 
Entonces: 
|A.adi(A)=lAl] = lAllađ(a|=lA}.lI| pues 7 e R? 


Luego, como |A|#0 sucede que: 


ladi(A)]=14l 





Por lo tanto: ladj(A)] =27 


7.3,1.1 Relación entre las matrices adjunta, inversa y los determinantes 


En el ejemplo anterior se multiplicó una matriz cuadrada A por su matriz adjunta y se 
obtuvo una matriz muy particular: la matriz diagonal. Con seguridad el lector se preguntó: 
cualquiera que fuese la matriz, ¿se obtendría una solución similar? La respuesta para esta 
interrogante la encontraremos en el presente apartado. Para ello se planteará el producto: 





De la definición del producto entre matrices se tiene que: x; = $ apadj(Ay) 
k=l 


Luego, al tener en cuenta que el elemento tj de la matriz adjunta es el cofactor ji, su~ 
cede que: 


x= y ACh (1) 
k=1 
Si į = j (elementos de la diagonal principal) se tiene, reemplazando en (1), 


X= 200, = |A | (por la regla de Laplace). 
p | 
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Luego, en el ejercicio anterior, no fue coincidencia que todos los elementos de la dia. 
gonal principal resultaran iguales a 27. 
n 
A continuación se analizará AE para los i + j. Esto es, la suma de los productos 
k=l 


de los elementos de una línea por los cofactores de una línea paralela. 


7.3.1.2 Propiedad 


Sea A ER”, 
La suma de los productos de los elementos de una fila (columna) multiplicados por los 
cofactores de los elementos de otra fila (columna) es cero. 


Demostración: Se demostrará considerando una fila, pero recordemos que la propiedad: 
A*|=|Al permite hacer esto extensivo a una columna. 


Ar Az An Gr Az in 
ta Ba 2n Ga a fon 
ig aa As Ain aa “a Ain 
; Aaii š . 
ı Filaf : 
Ari tn Ayn A Rs ENS Ais Ar An 
As Ana de An Aa ; Ana ; An 


Las matrices A y B anteriores difieren sólo en la línea f. La matriz B tiene dos filas igua- 
les (la fila Fes idéntica a la h), luego su determinante es nulo. 
Desarrollamos [B| por la f-ésima fila para obtener: 


[B|=a,,CB,, +0,,CBy2 +...+0,¿CB, =D /0CB¿=0. (2) 


j=l 


Los cofactores del renglón f de las dos matrices son iguales, CB, = CA ya que las 
matrices sólo difieren en los elementos de esa fila, y para el cálculo de los cofactores no 
intervienen. 


Luego, reemplazando en (2), si f4 h, entonces Say CA, = 0. 
j=l 


Queda así demostrado que la suma de los productos de los elementos de una línea 
multiplicados por los cofactores de una línea paralela de una matriz cualquiera es nula. 

Reuniendo esta propiedad junto a la regla de Laplace se tiene que la suma de los pro- 
ductos entre los elementos de una línea y los cofactores de una línea paralela: 


n lAl sii=j de lA] sii=j 
AiO A Epa ; (D 
2, o diej T Lodo ia 
A nl 


por filas por columnas 


Ejemplo 16 
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Verificar la propiedad anterior para la matriz A = 


Solución. 

=( 1 hi =(14111=1 
Los cofactores de la matriz A son: E [2l=2 E al 
C, =-D"0=0 €, =(-1* HB] =3 


La matriz de los cofactores de los elementos de la matriz A es C= j J 


03 
30 2 1 
Entonces, as{ i J y col 3] 


Cuando se suman los productos de: 


El primer renglón de A y el primer renglón de C: 3:2+0:1=6, 
El segundo renglón de A y el segundo renglón de C: — (1):'0+2:3=6. 
La primera columna de A y la primera columna de C: 3:2 +(-1)'0=6. 
La segunda columna de A y la segunda columna de C: 0:1+2:3=6. 
El primer renglón de A y el segundo renglón de C: 3:0+0:3=0, 
El segundo renglón de A y el primer renglón de C: (1):2+2'1=0. 
La primera columna de A y la segunda de C: 3-1 +(-1)'3=0 
La segunda columna de A y la primera de C: 0:-2+2:0=0, 


Los cálculos se simplifican si se efectúan en productos ACT o CTA: 





7.3.1.3 Adjunta e inversa 


Con base en (1) se tiene que: 
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7 a 


Adj(A).A eo r 





Por lo tanto, para toda matriz A € R" se cumple que: 


A.adj(A)=adj(A).A =| A|I (donde Ies la matriz identidad de R”) 


Si sucede que |A]#+0, se puede multiplicar miembro a miembro por el escalar Ll 
entonces: 

1 1 
¡—A.adj(A) =;adj(A).A=1 
ap ae 
Y al utilizar propiedades de las operaciones matriciales, 
E T TE, 

|A] LA] 

a pa naas 

B B 


Entonces AB = BA =I 
Podemos advertir claramente que la matriz B verifica la definición de matriz inversa 
de A, luego es su matriz inversa. 


Ea 


Por lo tanto, lAl+0=> A” = Al adi( A) 


2 3 
Ejemplo 17 Dada la matriz A= 5 6 | calcular la inversa de A”, 
8 0 


Solución 
El lector puede comprobar que: LAl=27, y que: 


-48 24 3 
adj(A)=| 42 -21 6 
-3 6 3 
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L 
O 


vj L jE wo | 
viv sji wio 


48 24 
1 


1 
E A`” =—adi(A)=—| 42 -21 
uego 14 (A) 57 


= 6 


| L vix ejh 


Aconsejamos al lector verificar que: A.A* =1 





7.3.1.3.1 Condición necesaria y suficiente para la existencia de la matriz inversa 





Sea A ER”, 
Existe la matriz inversa de A si, y sólo si, el determinante de A es no nulo. 
En símbolos: 34” lA] x0. 





Se debe demostrar que a) lAl+0=>34”, y b) 34” =l4lx0, 


a) Del apartado anterior se sabe que lAl+0=> A” = q, luego no sólo se sabe que 


existe la inversa sino también cómo se calcula. 


b) Si HA”, entonces AA” = A” A=1; y por la propiedad del determinante de un pro- 
ducto de matrices se sabe que det(A4”*') =det(A” A) =det(A”) det(A)=1 (1) 


Para que el producto (I) sea no nulo, es necesario que tanto det(A) como det(4”!) sean 
no nulos. Entonces, LA|0. 


12 3 
Ejemplo 18 Dada la matriz A=|4 5 6 
7 8 k 


a) Calcular los valores de k para los cuales la matriz es regular. 
b) Calcular la inversa. 


Solución 


12% 
a) [Al=[4 5 6|=5k+96+84-105-48-8k=27-—3k. Luego para que A sea inver- 
78k 


tible, es condición necesaria y suficiente que |Al=27—3k#0=k£9. 
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b) Para calcular la inversa, se determinará la adjunta. 


56 nit 6 4 5 
Cy =D" i =5k-48 C,=(-1)” TH =42—4k; C, =(-1)" n =-3; 


2 3 $ 3 E 2 
Ea 1 2+1 = 24 — 2k; C = ll 2+2 =k-21; E pa A 2+3 =6 
(1) 5 2 2 =D) 4 e y = (1) e $ 


3 ape! 2 


: E 
Cy =D" =-3; Cy = (y 
„sel 3l col, ss 4 5 


eR 5k—48 42—4k 
A7 24—2k k-21 
i | adj( A )= 273k 
—3 6 


5k-48  24-2k 


= k 42-4k  k-21 
27 —3k 
-3 6 


siempre que k + 9 
Sugerimos al lector verificar el resultado. 


Ejemplo 19 Dada la matriz A= k A 
c 


a) Bajo qué condiciones es regular esta matriz A. 
b) Calcular la inversa. 


Solución 
a b 
a) |aļ= 4 =ad—bc. Luego para que A sea invertible, es condición necesaria y 
¢ 
suficiente que |A]=ad-bc +0. 


C,=(=0|d]=d  C,=(-)*|c]=-c E =) [d > 
C, =(-1)|b]=-b C, =(-1”|a|=a -b a =< a 


1 d -b 
a” dilA)= 
=g% je li 2) 
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7.3.1.4 Sistemas de ecuaciones lineales y determinantes 


La forma matricial de un sistema de n ecuaciones con n incógnitas, Aaa = Barr 
X „ı €S matriz de las incógnitas y B „ es la matriz de términos independientes. 


Si A eR” es tal que |A|+0 se tiene que: 3 A7! 
Luego: AX =B 


donde 


A” A.X =A°B 
raa 
LX =A7.B 
poli 
X=A"B 


Dado que la inversa de la matriz es única, entonces el sistema A.X = B tiene sólo una 
solución: X= AB, 

SiBXO... y LA|=0, puede concluirse que el sistema no es compatible determinado y 
caben dos posibilidades: que sea compatible indeterminado o incompatible. 

Si el sistema es homogéneo y LA 0, la solución única es la solución trivial: 


AX=0. > X=A4"0. > X=0 
nxi o nxi nxl 


si lAl<0 
Luego, como los sistemas homogéneos son siempre compatibles, si LA]=0, el sistema 
es indeterminado. 
En resumen: 


] , B =0; Sistema homogéneo = Solución trivial (X= A”) 
|A| = 0 Única solución 


B + 0; Sistema no homogéneo = Solución X = AB 


Ana = Biar B=0; Sistema homogéneo => Infinitas soluciones 
Infinitas soluciones 
Al n B 0; Sistema no homogéneo o 
Incompatible 


x+2y+3z=0 


Ejemplo 20 Dado el sistema de ecuaciones 44x+5y+6z=0 


7x+8y+kz=b 


a) Calcular los valores de los parámetros k y b para los cuales el sistema es compatible 
determinado y calcular la solución. 
b) Mostrar que si k = 9 y b = 0, el sistema es compatible indeterminado. 


Solución i 2 3f xi (0 


La forma matricial del sistema AX=Bes| 4 5 6|| y |=|0 |. Para analizar la existencia 
7 8 kz b 


de solución única, se debe examinar el valor del determinante de la matriz A, Dado que es 
1 2 3 

la matriz del ejemplo 18, usando los resultados 14] =|4 5 6|=27-3k 
7 8 k 
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Si lal=27-3k+0 = kx9 el sistema es compatible determinado, y la solución 
1 


xY (1 2 3) [0 
se calcula como X = AB; esto es, | y [=[|4 5 6] /0|. Usando la A~ determinada 
g 78k b 


en el ejemplo18: 


24-2k 
27—3k 
k-21 
27-3k 
2 
9-k 


Luego el sistema es compatible determinado siempre que k + 9 (no depende del 


b À b 
5 1 j à A = a iaaea b j 
valor de b), y el conjunto solución es jo yz) ( Looi 5) con beR 


b)  Sik=9=>lA|=0, y si h=0 se sigue que el sistema es homogéneo. Luego es indeter- 
minado. Se deja a cargo del lector mostrar que el conjunto solución es 
fx; y,2)=(t;-2£; t)}, conteR. 
Observación: 
El lector puede comprobar que si k=9 y bx0 el sistema de ecuaciones lineales es in- 
compatible, 





Ejercicio 7-17 
Usar determinantes para identificar cuáles de las siguientes son matrices singulares 


12 ı 2 1 ERS 
ds B= gal” D=l0 3 1 
35 2 Y 4 

ia 


10 a 0. 2 
2 002 2 00 4 
03 00 0 
0 10.0 0. 10 0 l 
E= Fs G=]0 0 4 0 -4 
5. 030 1.03 0 
00, 05 0 
2 «3 7 1 2 =3 7 1 i 
00 00 7 





7,32 
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Ejercicio 7-18 


Determinar, usando determinantes, los valores de los parámetros para los cuales los si- 
guientes sistemas lineales son compatibles determinados. 


4x-2y+22=1 4x-2y+22=0 


4x-ßy=0 
a) {x+2y-z=2 b) a c) 3x+2y-z=0 
x+7y+ßz=3 > x+7y+8B2=0 
x+2y+4w=2 
x+2y+3z=1 Bx+y+z=l 
=x +4z-2w=0 
d) x+PBy-3z=2 €) f) <a+fBy+z=1 
x+2y-22+4w=2 
6x+7y+ßz=3 x+y+pz=2-ß 


2x+10y+k'w=k°-3k+4 





Ejercicio 7-19 


¿Cuál es el valor del determinante de una matriz A y cuál el de su adjunta si A.adj(A) = 0 
con 0 e R"? 





Ejercicio 7-20 


¿Existe una matriz A tal que su adjunta sea B? 





22 3 12 9 3 2 2 3 «2 9 =] 
a) A=ja 1 3| B=|-3a 6 -—3| b) A=ja 1 1| B=; 0 6 -2 
0 S a 5a -10 4 03 3 0 0 2 
Ejercicio 7-21 
-13 11 3 
¿Cuál es la matriz A si adj([A)=] —2 4 3 
5 -10 0 





Regla de Cramer 


La regla de Cramer es un método que permite resolver sistemas de n ecuaciones lineales 
con ⁄ incógnitas compatibles determinadas. 
Existen en la ingeniería diversas aplicaciones para las cuales dicho método resulta útil. 
Para deducir la regla de Cramer se parte del análisis de un sistema de n ecuaciones 
lineales con n incógnitas. 
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Sea $ un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas compatible determinado: 
8%, +0,X, + +0, % +: a, x, =b, 


AX 450 Ha x o +a,x =b, 
Ax Papx tata ota, =b, 


aX tAk, HHA A HH A nAn =b 


En símbolos: 


Ann Swa = Bua de modo tal que |Al+0 por ser compatible determinado. 
Entonces, como existe la matriz inversa de la matriz de coeficientes del sistema, se: 


tiene que 
X=4°B= aaa =>X= as => Al X= adj(A).B 
Así b 
sí: b, 
Adi(A).B o |A| = 2, Cab, 
b. kal 


| Ax, = $ Cab, 
k=1 
=> n 
| Alx; =$ Cuh, 
kal 


|A 





Ka T 2 Crab; 
k=1 





n 
Esta solución puede expresarse de manera genérica como |A |x; => Cubo y como 
k=1 


2 Cub 
por hipótesis |A| #0 = x, = = (1) 


|A| 


Observemos que el numerador de la ecuación anterior responde a la fórmula de algún 
determinante (en el sentido de que se suman elementos por cofactores). 
El propósito será encontrar las 1 matrices A, cuyos determinantes se evalúen mediante 





1 


l4.|=3C,2, E C,¡b, +C,¡b, ++ Cb, qe i 
1 


Ejemplo 21 
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Para ello se forma, a partir de la matriz de coeficientes A, otra A 


dy y o. yes d, ls Ba c D us ia 

la ay A lan la îy b, Aay 
A= Äy= l 

Aa an a, i Ay Ba Aaa b, Aan 


Columna 1 


La segunda matriz se obtuvo a partir de la primera, sustituyéndole la columna i por la 
única columna de la matriz de términos independientes B. 

Al calcular el determinante de Ay 1 desarrollado por la ¡-ésima columna, se deberán 
calcular los cofactores de la columna 1, la matriz A. Pero estos cofactores son idénticos a 
los de la matriz A ya que las demás columnas, que intervienen para calcularlos, son idénti- 


|A, 


cas. Luego [Aal = £a ¡b,. Reemplazando en (1) se tiene x, = Tal 
=] 


Este resultado se resume en la siguiente regla conocida como regla de Cramer: 


dela matriz de pei As” 





Desde luego, esta regla es de uso aconsejado para sistemas de ecuaciones no homogé- 
neos, Si el sistema es homogéneo, la regla arrojará la única solución del sistema, la solución 
trivial, El uso de esta regla es una manera “complicada” de resolver un problema trivial, 


x+3z+3w=0 
y +4z+2w=2 
2y+z2+2w=0 
x+y+w=0 


Aplicando la regla de Cramer, resolver el sistema 


Solución 


La forma matricial del sistema es 
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Para saber si el sistema tiene solución única, se calculará el determinante de la 
matriz de coeficientes desarrollándolo por la primera columna por ser la que más ceros 
presenta: 


1 4 2 0 a 3 
la=(-y) "m2 1 20m 1 4 2[=1-0-(1)+-1-(-15)=14%0 
1 0 1 2 12 
Se concluye que el sistema tiene solución única. 
Al aplicar la regla de Cramer: 


Matriz columna de términos independientes 


£ 
l 


03 
l4 
a 4 
1 0 
0 3 
1 4 
2 1 
1 0 


h NN N Wj N N a 
= oo O mje O 0 m 
o v =e olo o N or 
O = $> jo mm A Qu 
m V bB je N N uy 
= o O mje O OD m 
AR v = Oj y = Q 
= Y Y WUje N N U 
— O © mjm 0O O ke 
he N = Oje N -e O 
O = A WFO m= A uy 
= yy joonis 


En todos los casos, el denominador es |A]=14, entonces: 





Capitulo 7 Determinantes 417 


3 
7 
4 
7 
£ 
7 
1 


O SS P a 





Ejercicio 7-22 
Resolver la situación inicial 1. 








Calcular, si es posible, la solución utilizando la regla de Cramer, ¿x+5y+15z=0 
7x+8y+92=-1 
Ejercicio 7- 
RURU as 3x+4y+5z+w=l1 


-x +3y+5z=0 
x+5y+15z+3w=-1 
7x+8y+92+4w=0 


Calcular, si es posible, la solución utilizando la regla de Cramer, 





Ejercicio 7-25 
-x +3y+5z=0 
x+5y+15z+3w=0 


7x+8y+9z+4w=0 


Calcular, si es posible, la solución utilizando la regla de Cramer, 
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Ejercicio 7-26 
3x+4y+t5z+w=0 


-x+3y+5z=0 
x+5y+15z+3w=0 
l0x+4y+10z+5w=0 


Calcular, si es posible, la solución utilizando la regla de Cramer, 








Ejercicio 7-27 
Proponer y justificar, empleando la regla de Cramer, lo siguiente: 


a) Las ecuaciones de dos rectas del plano cuya intersección sea un único punto. 
b) Las ecuaciones de tres planos cuya intersección sea un único punto. 











Resumen y relación de los principales conceptos 
Dada una matriz A elR”", son equivalentes las siguientes proposiciones: 


a) lAlx=0 

b) JA” 

c) La forma escalonada de A tiene n unos principales. 
d) La forma escalonada reducida de A es I. 
e) El sistema lineal homogéneo A nX na = 0 
f Elsistema lineal A, X,,=B,,, con B,,, *0,, es compatible determinado. 
g) El rango de la matriz A es n. 

h) Los n vectores fila o columna de la matriz A son linealmente independientes. 


es compatible determinado. 


nxi 


1 
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a+b+c 4b c-2b 54 5d 5g 
c) |d+e+f 4e f-2e d Se -5f 51 
g+h+i 4h i-2h|: 5b+a 5e+d  5h+g 





Ejercicio 7-29 


6 3 9 
=-5, calcular |-3b -—3a -—3b 


$ 
d e d 


Si 
c 





Ejercicio 7-30 





Determinar, si existen, los valores reales de 4 de as tal que los’ s siguientes determinantes sean los 


(fi-4 5 j-å -1 AR o s p iie 2 0 s a i 











Ejercicio 7-31 n AE ETE 
Determinar los valores de los parámetros para los cuales las matrices dadas son invertibles. Mea 











i -l ) > a E el 
k 2 h 2 ARA ERA. 


Ejercicio 7-32 


Calcular la inversa de a) a-f 3) by B= naa 3 = *oOC=A=B A cd LAEE EA 








Ejercicio 7-33 > 


Determinar el valor de la variable zen la solución de los siguientes sistemas, utilizar a método más expedi: 
tivo. pa K $ e : a 


100 4 cOn 


10 4 fx) [0 | 
a) 1 9 20 ||y|=|1 b) 
4 500 7j\z} {3 
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Ejercicio 7-34 


Determinar la matriz solución de las siguientes ecuaciones matriciales siendo: 


1.0 1 -2 1 2 
A=|1 3 1 B=1 0 1 1 
1 4 0 0.1 0 
a) SXA+I=B b) AX +A" =BX +B" 








Ejercicio 7-35 


Demostrar que si una matriz es antisimétrica de tamaño n X n y eln número de columnas es impar, su deter 
minante es nulo. sa 





Ejercicio 7-36 


Calcular el determinante de la matriz adjunta de una matriz invertible A e R” si ¡el determinante de s su in 
versa es 4. E 


Ejercicio 7-37 


E A 
ni qa q 


Se denomina determinante de Vandermonde de orden n a VA =|? 


El: TRS iia 
de sumatoria), pero € en lugar k sumar se multiplican los elementos que se generan ai variar E contador. 


; a) Escribir v, | utilizar esta fomil pan calculrlo, y verificarlo calculando el determinante: x k E e 
, b Escribir v, | a esta fórmula para calcularlo, y verificarlo calculando el determinante. : 

i o) Mostrar qu , [sos sa, £a. 

l d). Mostrar que , [+ 0 2. los a;son todos distintos, con ¿=1,2, 3. 


E e Réldciónás los resultados del ítem d con la existencia de una única función de segundo grado que ajusta 
de datos, PE 2 : gii 
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Lectura optativa. Determinantes de orden n 





Aquí se verá otra forma de definir el determinante asociado a una matriz cuadrada 
de orden n X n, por supuesto que es equivalente a la forma ya presentada en el capítulo. La 
primera definición tiene la virtud de la sencillez, pero no es adecuada para justificar 
las propiedades fundamentales de los determinantes. Es por ello que introduciremos una 
segunda definición que, si bien no es simple, permite mostrar las propiedades fundamen- 
tales, entre ellas la regla de Laplace. 


Analicemos nuevamente, desde otro punto de vista, los determinantes: 


det(A, )= a, 
det(A,)=4 a,~ a 


12 ây 


det(A,)= AAA t Ahaha + 4,4, 4, — 94,4; 7 AA, Ly Fe 44,4, 


donde 4, € R* con i e N 


Puede observarse que en todos los casos el determinante es la suma de productos de 
elementos. Cada sumando es un producto de n elementos de la matriz, y en cada sumando 
no se repiten los subíndices i y j de los elementos, lo cual significa que los elementos de 
cada producto no pertenecen ni a la misma fila ni a la misma columna. Es más, la cantidad 
de sumandos es tal que aparecen todos los productos distintos posibles. 

Por otra parte, algunos productos aparecen con el signo cambiado. 

Para justificar estas observaciones y arribar a la definición de determinante se introdu- 
cirán algunas definiciones previas. 





Permutaciones de elementos de un conjunto, número de permutación 








“Upa permutación « del conjunta. de a núm a 
estos enteros en cierto orden, sin omisiones ni repeticiones. 


Ejemplo 22 Permutaciones de (1) = (1). 
Permutaciones de (1, e =((1,2):(2, 1). 
Permutaciones de (1, 2, 3) = (1, 2, 3); (1, 3, 2); (2, 1, 3); (2, 3, 1); (3, 1, 2); (3, 2, 1). 





EE Número de permutaciones 
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Ejemplo 23 El número de permutaciones de (1) es 1. 
El número de permutaciones de (1, 2] es 2. 
( 
( 


El número de permutaciones de {1, 2, 3} es 6 = 3.2.1 = 3!. 
El número de permutaciones de {1, 2, ..., n) es n.(n—1)...2.1 = 





Observación: 
n! se lee: factorial de n o n factorial, se define como la función: 


l=] 


Fo ON > =1.2.3.....(n—1).n 





Inversión de una permutación 


Se ga que ocurre una inversión en una permutación de (ap a, Sa, 
‘uns subíndice mayor preceda a un ı subíndice ı menor: 





; inay siempre que A 





Ejemplo 24 3 De(1, 2), la permutación (1, 2) no tiene inversión o tiene el orden natural, mientras 
que (2, 1) está en inversión. 
De (1, 2, 3), la permutación (1, 2, 3) no tiene inversión o tiene el orden natural, 
mientras que (1, 3, 2) y (3, 2, 1) están en inversión. 


Ejemplo 25 De las permutaciones de (1, 2, 3), 
¿3 (1,2,3) tiene cero inversiones. 
(1, 3, 2) tiene una inversión, ya que 3 precede a 2. 
(2, 1, 3) tiene una inversión, ya que 2 precede a 1. 
(2, 3, 1) tiene dos inversiones, ya que 2 precede a 1 y 3 precede a 1. 








z producto si elementale con signo des La ¿es es cualquier producto de n oe tomados : ! 








Ejemplo 26 
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«fila. o de la misma columna, multiplicado por 1.0.1 según sea que Jos sul abino lices sj 
Juego de ordenados los ¡, tengan número del inversiones ee permutación par o impar, 
: Tespectivamente, add eas 


Por ejemplo, para una matriz A € R”? 


a,,4,,4,, es un producto elemental tomado con signo de A. 


a,,A,,4,, no es un producto elemental tomado con signo de A porque los dos prime- 


ros elementos pertenecen a la misma fila. 

a zân% nO es un producto elemental tomado con signo de A porque si bien los 
elementos pertenecen a distintas filas y distintas columnas, su orden de inversión es 
impar. De modo que para que sea un producto elemental tomado con signo de A 


deberá ser Gi 





Determinante de orden n 





n! 
De esta forma, | A| = > pe; siendo pelos productos elementales tomados con signo de A. Es 
i 


decir, pe=(E)4 ; A; ao donde j, j,» »-» j, son todas las distintas permutaciones de los 
elementos del conjunto (1, 2, ... n), y el signo se elige de acuerdo a si el número de inversión 
de la permutación j,> j,» .»., Í, es par o impar. 

Esta definición abarca la primera que hemos dado en el presente capítulo y justifica la 
regla de Laplace (que a su vez engloba la primera definición). 

Justificar la regla de Laplace no es sencillo. Al respecto, se puede mencionar que cuan- 
do se desarrolla el determinante asociado a una matriz cuadrada mediante una línea, cada 
determinante de la matriz menor M, contiene, por definición de determinante de orden 
(n= 1), los (n— 1)! productos elementales con signo de orden (n — 1) generados por todos 
los elementos que no pertenecen a la fila į ni a la columna j. Al multiplicar por a, se tendrán 
(n — 1)! productos elementales, pero ahora de orden n, provenientes de n filas distintas 
y de n columnas. Además, al multiplicar cada producto elemental por a, se le cambia el 
orden de inversión, al multiplicar (-1)Y se tiene en cuenta si el nuevo número de orden de 
inversión tendrá la misma paridad (i + j es par) o cambiará (i + j es impar). 

Al sumar los nuevos productos elementales, (n — 1)! por cada a, (Juego n(n — 1)! = nl 
en total), se calcula |A|} bajo la definición dada en este apartado. Queda así explicada la 
regla de Laplace. 


424 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


Glosario 





Cofactor o adjunto del elemento a, : Producto entre el menor complementario del ele- 
mento a, y el factor (-1)*%, 


Determinante: Función que asigna a cada matriz cuadrada un número. 

Línea de una matriz: Cualquier fila o cualquier columna de una matriz. 

Matriz adjunta: Transpuesta de la matriz de cofactores. 

Menor: Menor ij de la matriz A „„ es la submatriz de A de orden (n —1) x (n —1) obtenida 
al eliminar la fila į y la columna j de A. 

Menor complementario del elemento a, : Determinante de la matriz menor. 


Regla de Cramer: Método que permite obtener el conjunto solución de un sistema de ecua- 
ciones lineales normal compatible determinado a través del cociente de determinantes. 


»Regla de Laplace: Método que permite obtener el valor del determinante de una matriz 
sumando los productos entre los elementos de una línea de la matriz y sus correspondien- 
tes cofactores. 





Espacios vectoriales 


Ingeniería y vectores 


SITUACIÓN INICIAL 1: 


La salida de una fuente de información es una secuencia de dígitos binarios: O y 1. En la 
codificación de bloque, esta secuencia de información binaria es segmentada en bloques 
de mensaje de longitud finita; cada bloque de mensaje, llamado u, consiste en k dígitos 
de información que se forman con ordenamientos de ceros y unos. 

Por ejemplo: a 

Si los mensajes u són de un dígito, tendremos dos (posibles) mensajes distintos: 
(0; 1). 

Si los mensajes u son de dos dígitos, tendremos cuatro mensajes (posibles) distin- 
tos: [00; 01; 10; 11). 

Si los mensajes u son de tres dígitos, tendremos en total ocho mensajes (posibles) 
distintos: (000; 100; 010; 001; 110; 101; 011; 111) 

En general, si el mensaje u tiene k dígitos, tendremos 2* posibles mensajes. 

Un codificador traduce cada mensaje en un vector de n componentes llamado pa- 
labra código, y el conjunto de palabras código se denomina código de bloque. 

Para que un código de bloque sea útil debe haber una correspondencia uno a uno 
entre un mensaje y su palabra código. ¿Por pé 

Pero ¿qué es un código lineal de bloque? 

Un código de bloque de longitud n y 2* palabras código se llama código lineal (n; k) 
si, y sólo si, sus 2* palabras código forman tun quiosco k-dimensional del espacio vec- 
torial (F +; F;*) conneN. A 

Donde las operaciones suma de vectorés y producto por un escalar en F, son: 


(asa, 50, +(b5b,53b,)=(a +b 0, +b,3-3a, +b,) 
aa; 0,554,)=(04,04,5*""304,) 
y 
siendo a,b, y œ únicamente los valores del conjunto F = {0;1} que se efectúan como 
está descrito en las siguientes tablas: 





Tabla 2; Producto 
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En la tabla 1: Suma, las flechas nos muestran el sentido de la lectura; de esta forma: 
tenemos, por ejemplo, que la operación 1 + 0 = 1. 

De manera análoga, leyendo la tabla 2: Producto, resulta por ejemplo que 1-0 =0, 

A partir de la lectura del presente capítulo será posible que el lector demuestre que el: 
conjunto de palabras código: 


F, = (000; 100; 010; 001; 110; 101; 011; 111) es un subespacio vectorial de (F,;+;F3) con 
neN. 


SITUACIÓN PROBLEMÁTICA 2: 
Consideremos el sistema de masa-resorte mostrado en la figura 8-1. 


Figura 8-1 










Masa sujeta a un resorte 
en la posición de reposo 


Masa sujeta a un resorte 
en la posición de no 
equilibrio 


Si el cuerpo de masa m se desplaza con respecto a la posición de reposo y luego se suelta 

o comprime el resorte, lo que resulta es un movimiento oscilatorio. Si esto se hace en ` 
_ ausencia de fuerzas externas ignorando la fricción, el desplazamiento f(t) del cuerpo, con 

respecto a la posición de reposo, está dado por la función f(t)=C, cos(wt)+C,sen(wt) 


con W= JE siendo k la constante del resorte, y las constantes C, y C, pueden determinarse 
si se conoce la posición y la velocidad iniciales (incluyendo dirección) del cuerpo. 

Desde el punto de vista algebraico, el conjunto de las funciones que representan al 
sistema físico señalado puede definirse como: 


V=(f(0)/ F(t)=C, cosíot)+C,senlot) AC, EeRAC, ER] 


Con base en la lectura del presente capítulo el lector podrá comprobar el conjunto V, 
junto a las definiciones usuales de suma de funciones y de producto de una función por un 
número real es un subespacio vectorial de (F(R); +; R;-). 

Demostrar que una base de Ves [cos(wt); sen(wt)). ¿Cuál es la dimensión de V? 





En este capítulo trataremos conceptos relativos a una estructura algebraica denominada . 
espacio vectorial, Esta estructura permite justificar conceptos que ya hemos aplicado en la 
presente obra y es el punto de partida para abordar los restantes capítulos. 

Antes de definir qué es un espacio vectorial resulta oportuno abordar, aunque de ma- | 
nera breve, algunos conceptos que nos permitirán comprender el objetivo del presente 
capítulo. 


Ejemplo 1 


8.1.1 
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Conceptos previos 


En el capítulo 1 se enunció que una propiedad de la suma de vectores geométricos es que 
dicha suma es una ley de composición interna, pero ¿qué es una ley de composición in- 
terna? 


Sea A un conjunto no vacío; una operación que podemos simbolizar de manera ge- 
nérica mediante “*”, es una ley de composición interna si al operar cualquier par de 
elementos del conjunto A el resultado es un único elemento perteneciente al mismo 
conjunto. PE 

En símbolos: i 
*:AXA> A (Advierta que %*” es una función que tiene como dominio al producto 
cartesiano de A con A.) Es decir,“*” será una ley de composición interna si y sólo si 
arb=cAcEA. 





Ejemplos de leyes de composición interna, en el conjunto de los números reales, son la 
suma y la multiplicación de números reales. Si pensamos en la definición de suma de vec- 
tores de los espacios R? o ¡R*, tenemos que dicha suma es una ley de composición interna, 
y la suma de matrices de ¡R"*” es también una ley de composición interna. 

La definición previa nos permite formular algo interesante como definir operaciones 
entre los elementos de algún conjunto elegido libremente. Pero si deseamos que la opera- 
ción definida sea una ley de composición interna, debemos asegurarnos que la composi- 
ción de dos elementos del conjunto sea un elemento de dicho conjunto. 


En el conjunto de los números reales definimos la operación “*” como sigue: 
a*b=a+b+a:b, donde “+” y “-” son la suma y el producto ordinarios de números 
reales. ¿Es “*” una ley de composición interna en R? 


Como la “+” es ley de composición interna, (a+b) =c (donde c e R). 


Como el “:” es ley de composición interna, (a-b)=d (donde d e€ R). 
Luego, a+b+a:b=c+d=m (donde meR). 

Entonces resulta que a*b=m (donde meR). 

Por lo tanto, **” es una ley de composición interna. 





¿Cuál es la importancia de una ley de composición interna? 

La importancia de una ley de composición interna radica en que sólo en operacio- 
nes que son leyes de composición interna puede analizarse si se verifican las propiedades 
asociativa o conmutativa. Además, únicamente en este tipo de operaciones tiene sentido 
plantearse si la operación tiene elemento neutro, y de existir éste entonces tendrá senti- 
do preguntarse acerca de la existencia de elementos inversos. 

Por ejemplo, en los capítulos 1 y 6 se definieron y analizaron las propiedades de la 
suma de vectores geométricos y la suma de matrices, respectivamente, y, como ya esta- 
blecimos, estas operaciones son leyes de composición interna y verifican las propiedades 
asociativa y conmutativa. Además, en ambos casos existe elemento neutro: el vector nulo, 
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la matriz nula; así como para cada vector y cada matriz existe el inverso aditivo: vector 
opuesto o matriz opuesta, respectivamente. 

Retomemos el capítulo 1, en el cual se definió que la operación de producto de un 
escalar por un vector es una ley de composición externa, pero ¿qué es una ley de compo- 
sición externa? 


h Sean Ay Q dos alas] no vacíos Y donde, por lo general, a d a se E de 
nomina conjunto de operadores. Diremos que la operación +” es. una ley de compo 


-sición externa en A sial operar. un elemento de A con un lemento del. conjunto « 
- operadores Q se obtiene ı un 1 elemento de : 





Conocemos ejemplos de leyes de composición externa, un caso es el producto de un 
número real por un vector de R? o de R’, o bien el producto de un número real por una 
matriz de R*”., 

En estos casos, el conjunto de vectores es el conjunto donde se define la operación, y el 
conjunto de los elementos llamados operadores, Q, es el conjunto de números reales, 

Una vez establecido cuándo una operación definida sobre un conjunto es una ley de 
composición interna o externa, estamos en condiciones de contestar la siguiente pregunta: 

¿Qué es una estructura algebraica? 

Si pensamos en la suma de números reales, la igualdad 2 + 3 = 3 + 2 podemos aso- 
ciarla con un ejemplo de la propiedad conmutativa de la suma de números reales. De ma- 
nera análoga, la igualdad 2 - 3 = 3 - 2 puede entenderse como un ejemplo de la propiedad 
conmutativa de la multiplicación de números reales. 

El lector puede pensar que estos ejemplos son triviales; sin embargo, durante la evo- 
lución de las matemáticas ha llevado tiempo entender los conceptos que estas igualda- 
des encierran, hasta que se enunciaron de manera general como ser a+b=b+a o bien 
a:b=b-a, donde a y b son dos números reales cualesquiera. O más general aún, llegar a 
establecer que una ley de composición interna *” definida sobre un conjunto no vacío A es 
conmutativa si, cualesquiera sean a y b pertenecientes a A, se cumple que a+b=b+*a, 

Lo anterior tuvo como consecuencia la sistematización de las propiedades que cumple 
una operación, como ser una ley de composición interna, definida sobre los elementos de 
un conjunto. 

Esta sistematización es lo que da lugar a las llamadas estructuras algebraicas. Es decir, 
lo que define a una estructura algebraica son las propiedades matemáticas que verifica una 
operación definida en un conjunto de elementos y, según sean las propiedades que verifica 
la operación, se tendrán distintas estructuras algebraicas. 

Una de las estructuras algebraicas más sencillas e importantes es la estructura de grupo -- 
(pudiendo este grupo ser conmutativo, abeliano,' o no abeliano). 


1 Abel, Niels Henrik (1802-1829), fue un matemático noruego, cuyas investigaciones realizaron aportes de im- 
portancia tanto para el análisis funcional como para el álgebra, 
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Sea G un conjunto de elementos y sea * una operación definida e en a G. El par (6 5 E 
es un grupo si: : z 


+ es una ley de composición interna. 
* es asociativa: VaeG, VbeG,VceG:ar(b*c)= Epa ¡A 
Existe un elemento e en el conjunto G que compuesto a dilendi y derecha con h cials. 
quier otro elemento de G no o lo altere: Nas € G: exg= ig *e=4; donde e se denomina 
elemento neutro: F n 
- Si x* es una ley interna con Atii neutro e, existe para cada: elementi 
:" elemento inverso a' que pa a izquierda y ‘derecha con a dé por resul 


E VaeG, deeG: a ta= ara= ie, 












¿Qué son los elementos de G? ¿Qué es +? 

No importa demasiado cuáles son los elementos de G; pueden ser números, vectores, 
polinomios, funciones continuas, matrices, sólo basta con que se verifiquen las cinco pro- 
piedades enunciadas una vez que se ha establecido el conjunto G y definido la operación 
“e” en él. 

Algunos ejemplos de grupos son los siguientes: 


— El par (R;+), conjunto de números reales con la suma de números reales. 

— El par (R-(0);-), conjunto de números reales sin el cero (neutro de la suma de núme- 
ros reales) y el producto de números reales. 

— El par (R?;+) y el par (R?; +), pares o ternas de números reales con la suma usual, 

— El (R”*”;+), conjunto de matrices de orden nXm con la suma de matrices usual, 


Otro ejemplo de grupo, es el par (F,; +) que se expone en la situación problemática 1. 
Digamos como inquietud para el lector probar que (F,;+) es un grupo abeliano. 

Observemos que todos estos grupos son conmutativos (o abelianos). 

Otra de las estructuras algebraicas que nos interesa presentar, antes de definir la es- 
tructura de espacio vectorial, es la estructura algebraica denominada cuerpo; en este caso, 
necesitamos establecer un conjunto de elementos y dos leyes de composición interna. 


| Diremos que la terna (65% ) 'es un cuerpo 
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Por ejemplo: 


Las ternas (R;+;) y (C;+;-) (donde R es el conjunto de números reales junto a la. 
suma y la multiplicación de números reales, y C es el conjunto de números complejos : 
junto a la suma y multiplicación de números complejos que abordaremos en el capítulo 
11) son cuerpos. 

¿Qué importancia tienen las estructuras de grupo y cuerpo? 

Entre las variadas razones que podemos dar para justificar la importancia de estas 
estructuras algebraicas, una es que sistematizan el estudio de las operaciones y sus propie- 
dades sobre los elementos de un conjunto. 

Una situación concreta es que en el marco de estas estructuras se sustentan las reglas 
que aplicamos para resolver ecuaciones lineales. Por ejemplo, sabemos que en el conjunto 
de números reales, la ecuación lineal ax+b=0 en la variable x, siendo a un número real 


à : i b 
no nulo, tiene la solución única x=-—-—, pero ¿por qué? 
a 


En virtud de las propiedades que verifican las operaciones + y : definidas en el conjun- 
to de números reales, surge la solución de la ecuación planteada. Esto es: 

Por ser (R;+) un grupo conmutativo, tendremos que, para cada elemento de RR, existe 
su opuesto: a-x+b+(—b)=0+(-b)>a:.x+0=-b. 

El cero es el elemento neutro de la suma en R, entonces a-x=-—b. 

Luego, por ser (R-—(0);-) un grupo conmutativo, cada elemento de R-—(0] posee 


é T" 1 1 
inverso multiplicativo: a-x-—=(—b).— 
a a 


a a a 
Entonces, como 1 es el elemento neutro para « en el conjunto R-—(0), se tiene que: 


; iaf l b b 
Y como - es conmutativa y asociativa: (e+) x= =>l.x=-- 






Así, en general, una estructura algebraica constituye un marco té: 
los procedimientos que se pueden aplicar en la resolución de diversas sift 
algebraicas, de otros campos de la ciencia matemática, o de otras ciencias. 


o que justifica 
nes, ya sean 





Como consecuencia de los ternas tratados en la introducción, estamos en condiciones de 
definir la estructura algebraica que nos ocupa en el presente capítulo: el espacio vectorial. 
Estudiaremos sus características y propiedades, y esperamos que al finalizar la lectura acti- 
va y comprensiva de esta unidad usted pueda: 


3i Reconocer cuándo una cuaterna (V; +; R;-) es un espacio vectorial. 





Determinar bajo qué condiciones, un subconjunto no vacío de un espacio vectorial 
es un subespacio vectorial, 





Resolver operaciones de intersección y suma de subespacios Papo 


3 Analizar cuándo un vector de un espacio vectorial es combinación tineabde un con- 
junto finito de vectores del propio espacio vectorial. 
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2 Identificar cuándo conjuntos finitos de vectores de un espacio vectorial son linea]. 
mente independientes o dependientes y qué propiedades cumplen. 


3 Encontrar una expresión analítica del subespacio vectorial generado por un conjun- 
to finito de vectores de un espacio vectorial, 


2 Analizar cuándo un conjunto finito de vectores es un sistema de generadores del 
espacio vectorial. 


Edd Determinar cuándo un conjunto de vectores es base de un espacio vectorial y, en 
consecuencia, encontrar la dimensión del espacio vectorial. 





Describir los vectores de un espacio vectorial en función de sus coordenadas relativas 
a una base ordenada de dicho espacio vectorial. 


Resolver problemas de cambio de base en un espacio vectorial. 





EE 
a 


Encontrar los espacios fila, columna y nulo asociados a una matriz, una de sus bases 
y sus dimensiones. 





Expresar el conjunto solución de un sistema lineal no homogéneo en función del 
sistema lineal homogéneo asociado. 


¿£ Describir las características de un espacio con producto interior. 





Analizar cuándo una base de un espacio con producto interior es ortogonal y cuándo 
es ortonormal. 





Encontrar, a partir de una base cualquiera de un espacio con producto interior, una 
base ortogonal. 


£ Establecer el complemento ortogonal del subespacio de un espacio con producto 


interior. 


E Descomponer un vector en sus proyecciones sobre el subespacio vectorial de un es- 
pacio con producto interior. 


8.1.2 Espacios vectoriales 


A continuación definimos la estructura algebraica denominada espacio vectorial, teniendo 
en cuenta los conceptos dados en la introducción de este capítulo. 

Sea V un conjunto no vacío de objetos que se denominan vectores y sobre el cual están 
definidas dos operaciones: una ley de composición interna denominada suma de vectores 
y una ley de composición externa llamada producto de un escalar por un vector; y sean los 
escalares elementos de un cuerpo denotado como K. Entonces: 


Ley de composición. interna: Si 7 y Y son vectores de V, entonces (4 +7) está en V. 
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Axioma 2 

Propiedad conmutativa: Si u y Y son vectores de V, entonces ü+y 7+8 
Axioma 3 = 
Propiedad asociativa: Si 1, Y y son vectores de V, do u+(9 + »)=( +7) + 
Axioma 4 | A E AP A 





Existencia de demento neutro: Existe un vector « en v, denominado vector nulo 
que para cualquier vector ñ, dey v: 0 + q = = - z 0= e à psy 


Axioma 5 





Existencia de elemento i inverso aditivos P Pará a todo vector: ï de y existe u un a vector 
en V, denominado opuesto’ de ii, tal que += tas 0. 


Axioma 6. 








Ley de Wapin exteria: Sio a es es cualquier número rèaly i U cualquier yecto 
entonces (an) está en iV; qa 


Axioma 7-' 


Propiedad distributiva del E Te de. un. escalar. por. un Y 
la suma de vectores: Si di es cualquier escalar, : yuy Y: son vectores de Ve ento 
a(ŭ + 7) = aü + av : 


Axioma 8 












Propiedad distributiva: del. producto. de un escalar pi 
suma de escalares: Si œ y£ son cualquier pa e escalares 
entonces (a + B)d = au + pi- 


Axioma 9 


Asociatividad mixta: Si ay Bs son cala 
aN entonces a(Bú) = A = AO 


Axioma 10 
Identidad: Sid ü es cualquier yector de V, on 


“vector con r sp 
yú es cualquier. vector d 





















` 







estamos trabajando con un espacio vectorial, se abusa del a o simplera 
que V es un espacio vectorial, o bien no sería “L,” como V, (donde V es el ipb 
vectores y K nos indica el cuerpo sobre el cual ati definido. dicho espacio vectorial) 
embargo, al lector debe quedarle claro que este abuso de lenguaje da por sobrentend 4 
que V es un conjunto no vacío de objetos que llamamos vectores; que en V está definida -. 
una operación llamada suma de vectores y una operación producto de escalar por vector; 
que los escalares son elementos de un cuerpo (números reales o complejos), y que se veri- 
fican los diez axiomas de la definición anterior. 


Ejemplo 2 


Ejemplo 3 
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En particular, en este capítulo trabajaremos con espacios vectoriales que se denomi- 
nan espacios vectoriales reales (V;+;R; -) , pues los escalares que utilizaremos sólo serán 
números reales. A pesar de esta restricción, lo temas desarrollados son válidos si conside- 
ramos como escalares a los números complejos. Siendo este el caso, se afirma que V, es un 
espacio vectorial complejo. Este tema será analizado brevemente en el capítulo 11. 

En particular, y con fines didácticos, al enunciar definiciones y propiedades conserva- 
remos la notación de vector geométrico para diferenciar claramente cuándo nos referimos 
a un vector y cuándo a un escalar. 

A partir de los siguientes ejemplos, los vectores con que trabajaremos no serán úni- 
camente los vectores geométricos tratados en el capítulo 1. De aquí en adelante, un vector 
puede ser o no un segmento orientado, esto dependerá del espacio vectorial que estemos 
tratando. A pesar de ello, frecuentemente nos referiremos a los vectores geométricos y a 
las rectas y planos tratados en el capítulo 2, ya que nos permitirán interpretar conceptos 
propios de la estructura algebraica. 


Las cuaternas (R; +; R;-), (R%; +; R;-), (R°; +; R;-), ..., en general (R”; +; R;') con n21, 
tienen la estructura de un espacio vectorial, 
¿Cuáles son los elementos de R”? ¿Por qué (R"; +; R;-) con n21 tiene estructura 
de espacio vectorial?. 
Los vectores de R” son arreglos de n coordenadas reales, donde n21; se les deno- 
mina n-uplas ordenadas de números reales, o bien vectores generalizados, cuya suma y 
producto por un escalar se define de la siguiente manera: 


d+ = (u5 a HIY y) = (U HyU, EYU, HY) 


(D 


ag =0(4 54,5 u) = (au; au; au) ask 


Si observamos cómo se efectúan las operaciones definidas en (I) y las comparamos 
con las operaciones dadas en el capítulo 1, nos daremos cuenta que son iguales y el lector 
podrá comprobar que, por lo tanto, se cumplen las mismas propiedades. Por eso afirma- 
mos que la cuaterna (R";+;R;-) con n21 tiene estructura de espacio vectorial. 


En particular, el elemento neutro se denomina vector nulo o vector cero, y está 
definido por la 1—upla ordenada 0 =(0; 0; ---; 0) ; además, cada vector ú e R' tiene como 
py 


opuesto al vector simbolizado con —1, de tal manera que —ú=( e u) 


n 


Si revisamos las propiedades de la suma de matrices y de producto de un escalar por una 
matriz en R”” estudiadas en el capítulo 6, también podemos afirmar que (R””; +; R;») 
es un espacio vectorial real. - 

En este caso, al elemento neutro de la suma de matrices se le denomina matriz nula 
o matriz cero, y se simboliza con O= O 
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Ejemplo 4 


Ejemplo 5 
















Sean P, el conjunto formado por los polinomios en una variable con coeficientes reales 
de grado menor o igual a 1, con 120, y el polinomio nulo, es decir: 


P. ={p(x)=a, x" +a, x" + +ax+a,[griplix)<n a p(x)=0] 


Y considerando la suma de polinomios y el producto de un número real por un po- 
linomio usual, se tiene que (P,;-+;R;-) es un espacio vectorial real. 
Es decir: 
Si p(x)=a,x" +0, tax ta, y g= b,x" tb xT batb, 
la suma usual de estos polinomios es: 
pix) +a) = (a, +b x" +a tb 


n=l 


jx +e (a, +b, e+ (a, +b) 
y el producto usual entre un número real y un polinomio es 
a plx) = (aa )x" +(aa, x" ++ (aa )x + aa 

Estas definiciones verifican los axiomas 1 y 6 porque tanto la suma como el pro- 
ducto por un escalar son polinomios de grado menor o igual a n. Los axiomas 2, 3 y de 
7 al 10 se derivan de las propiedades de los números reales. Luego, el polinomio nulo 
p(x)=0x" +0x" +. -+0x+0=0 actúa como vector nulo, el cual indicaremos como ` 
0,, cumpliéndose el axioma 4; por último, se cumple también el axioma 5, ya que ` a 
el polinomio — px) =(—a, Ja" +(—a, 0” ++ +(—a)x+(-a,) actúa como el opuesto 
del polinomio p(x). 


El conjunto de todas las funciones continuas definidas en el intervalo cerrado [a; b], es ` 
decir: E. =1f 1D = [a;b] a f es continua en [a; b]) con las operaciones suma de funcio- 
nes (f + g)Mx)= f(x) +g(x) y producto de un escalar por una función (af Mx) = af (x), 
con a e R, es un espacio vectorial identificado mediante (F,.,y5+5KR;-) 

Por ejemplo, si consideramos dos funciones continuas del intervalo cerrado [a;b]: 


Figura 8-2 


La suma de las funciones verifica el axioma 1; es decir, la suma de funciones conti- E 
nuas en el intervalo [a;b] es una función continua. 


Figura 8-3 





Capítulo 8 Espacios vectoriales 435 


Si consideramos una función continua en el intervalo cerrado [a;b], se cumple tam- 
bién el axioma 6. El producto entre un número real y una función continua es una 
función continua en el mismo dominio. 


Figura 8-4 


En este caso, el elemento neutro, axioma 4, es la función constante f(x)=0 (ver 
figura 8-5); también existe elemento opuesto, axioma 5, ya que para toda función f(x) 
existe su opuesto —f(x), y ambas funciones son continuas, caracterizándose geométri- 
camente por ser simétricas con respecto al eje de abscisas (ver figura 8-6). 


Figura 8-5 


Figura 8-6 


` 
` ’ 
-f ` . 
` at 


Lo previo no es prueba rigurosa de los axiomas 1, 4, 5 y 6. Dicha prueba requiere 
conocimientos del análisis matemático. 

En general, ŒR); +; R;-) es un espacio vectorial real, donde F(R) es el conjunto de 
las funciones continuas en R junto con las operaciones usuales de suma de funciones y 
producto de un escalar por una función, 
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Ejercicio 8-1 

En los siguientes Ítems se define un conjunto de vectores, junto con las operaciones de 
suma y de producto por un número real. Determine cuáles de estos conjuntos son espacios 
vectoriales bajo las operaciones enunciadas. 


a) El conjunto de números reales, con las operaciones usuales de suma y producto. 

b) El conjunto de todos los pares ordenados de números reales de la forma (x; 0), con 
x ER, y las operaciones usuales en R?. 

c) El conjunto de todos los pares ordenados de números reales de la forma (x; y), tal que 
y > 0, y las operaciones usuales en RR, 

d) El conjunto de todas las ternas de números reales con la suma usual en R° y el produc- 
to por un número real no usual definido por 


a (x; y;z)=(0;0;0), con eR 


e) El conjunto de todas las cuaternas de números reales con el producto usual entre un 
número real y una cuaterna de R* y la suma no usual definida por 


532 3WI+0,57,2)W,)=(2, +43 9 +9,+332, +2, +33 w, +w, +3) 


A A A A A AA A A a aC a RN CR A AS ERES REO UMSS 


8.1.3 Algunas propiedades de los espacios vectoriales 


Sean (V; +; R;-) un espacio vectorial, ï un vector de V, y æ un número real, entonces: 





1. Se puede escribir que 04 +04 =(0+0)4 =05, por el axioma 8. 

Por el axioma 5, el vector 0% tiene su opuesto —04. Al sumar este opuesto a ambos 
miembros de la última expresión se obtiene: 04 + 0% +(-0ú) = 04 +(-01) 

Aplicamos los axiomas 3 y 5, y resulta: 04 +[04 +(—04)] =0 

De nuevo, por el axioma 5, se tiene 04+0=0 

Entonces, por el axioma 4 resulta 07 =0 

2. La demostración de la propiedad 2 se solicita en el ejercicio 8-2. 

3. Consideramos, por el axioma 8, por el opuesto en K, y por la propiedad 1, que 
ci+(-aOi=[a+(=a)ú=004=0 
aú+(—ai+(-ad)=0+(-añ) 

Por axiomas 4 y 5: (-a)ú4=(-ad) 
En particular, sí a=-1=>(-D)4 =-(14) m —ú, entonces (-1)4 =-ú, 
por Ax.10 
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Ejercicio 8-2 
Completar cada una de las siguientes demostraciones utilizando los axiomas o las propie- 
dades enunciadas acerca de los espacios vectoriales. 


l. a0=0, 





Sa v; +; R: ) un espacio vectorial. 


00=a(0+0) por el axioma...... PEN RSS 

00=a0+a0 a E MA 

Por el axioma 5, existe el opuesto del vector 0% y, al sumar este vector miembro a 
miembro 

20+(-a0)=00+0a0+(-a0). 

Luego 

0 =00+[a0+(-00)]  porlos axiomas....... ia 

0=00+0 porel ax: ranas 

POLLO O. sr cs AR O 100 


2. El elemento neutro de un espacio vectorial es único, 





Sea (V;+;R;-) un espacio vectorial; y supongamos que 7 y Y' son dos elementos neutros 
de la suma en V, entonces, por el axioma, 4 
VieV:ú+9=0.ú+7'=0. 


En consecuencia, 4+V=44V". (1) 


Luego, por el axioma .......... a , existe un —4 eV, que al sumar el elemento 
opuesto miembro a miembro en (1) resulta en 
E Ri POLOS GA AAA 


Por lo tanto, el elemento neutro es único. 


3. El elemento opuesto de un espacio vectorial es único. 





Sea Y +;R;-") un espacio vectorial; y supongamos que existe un weV tal que 
u+w=0. (1) 





8.1.4 Subespacios vectoriales 


4 Un subconjunt "no vacío. odos un n espacio i>e (v 
- pacio: vectorial de (V;+; R; si (W; BR; esun 


: producto de un escalar por un vector definidos en | 
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V  Prestemos atención a la definición anterior; en ella se considera un subconjunto W del 
espacio vectorial V, esto es como si recortásemos el espacio vectorial —aunque en sentido 
amplio un subconjunto puede ser el conjunto mismo—, pero claramente se solicita que no 
sea un subconjunto vacío; ¿por qué? 

Por otro lado, es importante recordar que la suma y el producto restringidos al sub- 
conjunto W son las mismas operaciones que se han establecido en V. Bajo estas condicio- 
nes, la definición plantea que pueden existir conjuntos incluidos en un espacio vectorial 
que son, en sí mismos, espacios vectoriales. 





Observación: 
Salvo que señalemos lo contrario, se trabajará con espacios vectoriales (V;+;RR;*) donde 
las operaciones serán las usuales de acuerdo con el conjunto de vectores V considerado, 


Ejemplo 6 El subconjunto W=(w=(w,;w,)eR*/w, =2w,), ¿es un subespacio vectorial de 
R’; +; R;-)? 


Solución 
Los axiomas 2, 3 y del 7 al 10 se verifican, pues sabemos que son válidos para cualquier 
vector de R?, entonces son válidos, en particular, para los vectores de W. 

En consecuencia, nos resta analizar si se cumplen los axiomas 1, 4, 5 y 6. 


Figura 8-7 
V= R? 





Comencemos por los axiomas 1 y6. 

De manera geométrica, es claro que el axioma 1 se cumple; ya que si sumamos dos 
vectores colineales (ver figura 8-7) el vector suma conserva la dirección de esos vectores. 
Sin embargo, al demostrarlo de modo formal resulta que: 

Sean 4=(2a,;a,) eWab= (2b,;b,) e W, entonces 


G+b=(2a,;0,)+(2b,;b,)=(2a, +2b,; a, +b,)=(2(a, +b,); a, +b,) 


donde, si llamamos c, = a, +b,, sucede que c, =2c, =2(a, +b,). 
En consecuencia, d+b=C a CEW. 
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De la misma forma, el axioma 6 se verifica porque el múltiplo escalar de un vector 
conserva invariante la dirección del vector (ver figura 8-7). De modo formal: 

Sean 4=(2a,;a,) e WAaeR, entonces gå = a(2a,;a,) = (2aa,; &a,) 
donde, si llamamos c, =*2,, sucede que c, =2c, =24a,. 

Por lo tanto, añ =% at EW. 

Ahora analicemos si se cumplen los axiomas 4 y 5. 

Ya que se cumple el axioma 6, entonces para cualquier escalar ge lR el vector 
adas W; haciendo a=0, tendremos que 04 e W , y por propiedad de los espacios vec- 
toriales sabemos que 04=0, en consecuencia eW, y esto significa que se cumple el 
axioma 4. 

Por otra parte, si consideramos un vector 4 € W, como se verifica en el axioma 6, 
resulta que el vector —14 e W, y sabemos por propiedad de los espacios vectoriales que 
1d =-d, así que -ğe W y entonces también se verifica el axioma 5. 

De esta manera, concluimos que al conservar las operaciones de suma y multiplica- 
ción por un escalar usuales en I¡R?, Wes un subespacio vectorial de (R?; +; R;-). 





Observemos que, en realidad, únicamente fue necesario demostrar la validez de los 
axiomas 1 y 6, pues los restantes se heredan del espacio vectorial que incluye al subcon- 
junto W. 

Este hecho no es exclusivo del ejemplo tratado, también es válido para cualquier sub- 
conjunto W no vacío que sea un subespacio vectorial (V; +;|R;+) y se denomina como: 


> Condiciones necesarias Y “suficientes para que un subconjuntos no vacio de un espa- 
cio vectorial s sea un subespacio vectorial EE i ' : 
K mE Si Wes un subconjunto no vacío det un “espacio “vectorial v; +; R; »), entonces 
W es un: a o vectorial de (V; TR T:s si, y ra si, se cumplen las siguientes 
s condiciones: ER E 













i i El vector dev hai en Ww. Faa 
2.: La suma en Wes ley de composición interna: * 
Si u y Y son vectores de W entonces, (4 +1) e W. 
3, El producto de un escalar por un vector en Wes ley de composición externa: 
Sid es cualquier número real y 4 es cualquier vector de W, entonces (añ) eW. 





Las condiciones (1), (2) y (3) garantizan que W es, en sí mismo, un espacio vectorial (con 
las operaciones de V restringidas a W). En particular, estas condiciones aseguran que se 
verifican los axiomas 1, 4 y 6. Luego, como los axiomas 2, 3 y del 7 al 10 son válidos en 
(V;+; R;:) para cualquier vector de V y para cualquier número real, entonces se cumplen 
en particular para los vectores de W. Esto es, los axiomas 2, 3 y del 7 al 10 son heredados 
por W. Por último, se cumple el axioma 5 ya que si U está en W, —u está en W según la 
condición (3). 

De manera recíproca, si W es un subespacio vectorial de (V;+;R;+), se verifican los 
axiomas 1, 4 y 6, que son las condiciones (1), (2) y (3). 
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Ejemplo 7 


Ejemplo 8 


Ejemplo 9 


El conjunto W =((0;0;0)) es un subespacio vectorial del espacio vectorial (R?; +;1R;.) 
con las usuales operaciones de suma y multiplicación por un escalar, 


Demostración 


1. Se cumple, pues W sólo tiene como elemento al vector nulo de R°. 
La suma en W es ley de composición interna, ya que (0;0;0)+(0;0;0)=(0;0;0) 
El producto de un escalar por un vector en W es ley de composición externa, pues 
a@(0; 0; 0) = (20; a0; 0) =(0; 0; 0) 
Por lo tanto, W es un subespacio vectorial de (R?;+;R;-). 


El conjunto W=R? es un subespacio vectorial de (R*;+;R;») con las operaciones 
usuales de suma y multiplicación por un escalar. 
Demostración 


Es trivial, ya que R? es un espacio vectorial, por lo tanto sẹ cumplen las condiciones (1), 
(2) y (3). 





En general, todo espacio vectorial (V; +; R; -), tiene por lo menos dos subespacios vec- 
toriales que se denominan subespacios triviales W =([0)] a W=V. 
Analicemos otros ejemplos de subespacios vectoriales del espacio vectorial IR*, 


Indaguemos si el conjunto W =((x; y;z)e IR? /x+y-z=0) es un subespacio vectorial 
de (R°; +; R;-). 


Solución 
1. Elvector 0eV está en W, 0eR* >0+0-0=0=>05W. 
2. La suma en W es ley de composición interna: 
Debemos probar que si dl y Y son vectores de W, entonces (4 +7) W. 
Entonces, sean: 
ú=(u;u su )eW=>ou+u, -4,=0y9=[(v,51,51,)€W => +v, -v,=0 
Así, por definición de suma en R?:(G+7)=(u +v,34, +V,54, +1,) 
Luego, proponiendo la suma de las componentes del vector (ú +1), aplicando pro- 
piedades de la suma en R, y por la definición de W, resulta que: 
(u +y tlu, +v) (u, +y) = (u +4, -4,)+(v, +1, -1,)=04+0=0 
Por lo tanto, (4 +7)eW. 
El producto de un escalar por un vector en W es ley de composición externa: 
Debemos probar que si a; es cualquier número real y í es cualquier vector de W, 
entonces (ai4)eW . 
Luego, sean U=(45u,34,) EW =u +u,—-4, =0ya ek. 
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Por definición de la multiplicación escalar, aii =a(4,54,;4,)=(04, 304,3 %u,) 

En este caso, al sumar las componentes del vector aŭ, al aplicar las propiedades de 
la multiplicación R, y por la definición de W, tenemos que 

Qu + aæu,— Qu, =0(u, +4, -4,)=0.0=0 


Por lo tanto, (añ)eW. 


En consecuencia, dado que se cumplen las tres condiciones, W es un subespacio 
vectorial de (R*; +; R;-) 





En el ejemplo anterior, W es el conjunto de puntos (x; y; z) e R? que verifican la ecua- 
ción lineal x+y-z=0. Observemos que geométricamente esta condición analítica es la 
ecuación de un plano que pasa por el origen de coordenadas, lo cual verifica la condición 
(1). Luego, observemos en la figura 8-8 que la condición (2) queda confirmada geométri- 
camente ya que al sumar dos vectores paralelos a un plano, el vector suma también será 
paralelo al plano. De manera análoga, se verifica geométricamente la condición (3); ya que si 
multiplicamos por un escalar a un vector paralelo al plano, la dirección del plano permanece 
invariante. 


Figura 8-8 


Ejemplo 10 Analizaremos que el conjunto W=((x; y;z)eR?/x=y=2) es un subespacio vectorial 
de (R*;+;R;») 


Solución 

1. Elvector 0eV está en W, 
0eR”* =0=0=0>0€W 
La suma en W es ley de composición interna. Esto es, si y Y son vectores de W, 
entonces (4 +7) W. 
Por lo tanto, sean: 
ú=(u,4,34,) 8 W =>4, =4, =4,=4 y V=[(v 1,3v,)8 W => v, =v, =v, =p, con 
AeRyueR 
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Entonces, por definición de la suma en R?, 

(049) =(4, +14, +v,54,+v,)=(U+ 13 A+ p A+ p) = lw ww) 

donde w, =w, =w, =2+p4A(4+p)eR, por lo tanto (4+1)eW. 

El producto de un escalar por un vector W es ley de composición externa. Esto es, si 
a es cualquier número real y 3 es cualquier vector de W, entonces (a) e W. 

Por lo tanto, sean ¿=(4,54,54,) 8 W >u, =4, =4,=1yaeR. 


Entonces, por definición de la multiplicación escalar, 

aú=a(454,4,)=(0u,; 04,5 0u,) =(04; 0d; 04) =(w, ;w,5w,) 

En este caso tenemos que w, =w, =w, =04 A(04)eR. 

En consecuencia, (a) e W. 

Resulta así que se cumplen las tres condiciones, por lo tanto W es un subespacio 
vectorial de (R°; +; R; -). 





¿Qué interpretación geométrica admite el subespacio vectorial W del ejemplo anterior? 
Observemos que la definición de los elementos de W, x=y==z=A, equivale a las 


x=0+14 


ecuaciones paramétricas de una recta y =0+14  (1ER) (ver figura 8-9), y esta recta 
z=0+14 


pasa por el origen de coordenadas [lo cual verifica la condición (1)] y es paralela al vector 
(£1;1D. 

Además, geométricamente la suma de dos vectores paralelos a la recta es un vector 
también paralelo a la recta (condición 2), y todo múltiplo escalar de un vector paralelo a la 
recta conserva la dirección del vector (condición 3). 


Figura 8-9 





¿Cuáles son los posibles subespacios de (R?; +; R;-) y (R?;+;R; +)? 
Dejamos como ejercicio para el lector demostrar que, conservando las operaciones 
usuales de suma de vectores y de producto de un escalar por un vector en R? y R3: 
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Son subespacios vectoriales de RR”: Son subespacios vectoriales de R3: 


+ El origen de coordenadas W = ((0; 0)) + El origen de coordenadas W = ((0; 0; 0)) 
+ Toda recta que pasa por el origen de coordenadas  » Toda recta que pasa por el origen de coordenadas 


x=4d, di x= Ad, 
r: (A eR), donde (d,;d,) #0 Ss 
y=4Ad, r:34y=4d, (AER), donde (d,;d,;d)+0 
z= Åd, 
e El plano R? e Todo plano que pasa por el origen de coordena- 
das pl: Ax+By+Cz=0, siendo el vector normal 
(A; B;C) +0 


» El plano R*? 


¿Por qué solamente las rectas que pasan por el origen son subespacios de (R?;+;R;»)? 
¿Por qué solamente las rectas o los planos que pasan por el origen son subespacios de 
(R?;+R;>)? 


Ejemplo 11 Sea el subconjunto S= ((x; y) ER? /x+y-3=0). 
Observemos que la definición de $ es, geométricamente, una recta que no pasa por 
el origen de coordenadas. 
El vector nulo 0=(0;0)8R? >0+0-3=-3%0=>0€8. 
Entonces no se cumple la condición (1) para que un subconjunto sea un subespacio 
de un espacio vectorial, Por lo tanto, S no es un subespacio vectorial de R’; t Ro). 
Advierta que tampoco se cumplen las condiciones (2) y (3). 


Consideremos, por ejemplo, los vectores de S: UG =(1; 2) y Y =(-1; 4). 

Condición (2): Si sumamos estos vectores obtendremos 4+Y= (0;6) que no perte- 
nece a S pues 0 + 6 — 3 + 0. Por lo tanto, la suma en S no es cerrada, es decir, no es ley 
de composición interna. 

Condición (3) Si efectuamos 34 =3(1; 2) =(3;6) obtenemos un vector que no per- 
tenece a S, pues 3 + 6 — 3 + 0; en consecuencia, $ no es cerrado para el producto entre 
un escalar y un vector (la operación no es ley de composición externa en S). 





Importante 
Si S es un subconjunto de (V;+;1R;-), basta con que no se cumpla una de las condiciones 
necesarias y suficientes para afirmar que $ no es un subespacio vectorial de (V;+;R;»). 

A continuación ofrecemos ejemplos de subespacios vectoriales de otros espacios vec- 
toriales. 


Ejemplo 12 Comprobemos que el conjunto W=([p(x)e P, /a, =0) es un subespacio vectorial de 
(P,;+;R;») con las operaciones usuales de suma de polinomios y producto de un escalar 


por un polinomio. 
(Recordemos que P, significa conjunto de polinomios de grado 1<2, incluido el 
polinomio nulo.) 
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Ejemplo 13 


Entonces: 


El vector 0e V está en W, 

DeV =>0x”+0x+0€P, >a,=0=>0%* +0x+06W 

La suma en W es una ley de composición interna: 

Si ú y Y son vectores de W, entonces (4 +7) e W. 

Sean 

ú=p(x)=0, +4x+0,€W >40,=0y9=q(x)=b,x +b x+b, e W =b,=0 
Entonces, por definición de suma en P, 

(1+7)= p(x)+q(x)=(a, +b,Jx”+(a, +b,Jx+(a, +b,) 

Y por la ley de W, 

a, =b,=0= a, +b,=0. Porlo tanto, (1+7)=(p(x)+ q(x)) e W 

El producto de un escalar por un vector en W es ley de composición externa: 
Si a es cualquier número real y dí es cualquier vector de W, entonces (a) e W. 
Sean Ñ= p(x)=a,x +4 x+a EW =a =0yaeER 

Entonces, 

aŭ =ap(x)= (aa, )x’ +(aa, x+ (aa) EW 

Luego, por definición de W: 

a, =0=>09,=0 VaeR 

Por lo tanto, (a3)=(aplx)) e W 


En consecuencia, como se cumplen las tres condiciones, W es un subespacio vecto- 
rial de (P,;+;R;») 


Investiguemos si el conjunto W =([4E€R”"” / A.M = M.A}, siendo M eR”” una ma- 
triz fija, es un subespacio vectorial de (R””; +; R;+) con las operaciones usuales de suma 
de matrices y producto de un escalar por una matriz. 


1, 


2 


El vector Ú € Y está en W, 
Ó € V = Pii € Ro li MM > Ms o 3 on e ¿e € wW 

La suma en W es una ley de composición interna: 

Si y Y son vectores de W, entonces: (4 +7) e W 

Sean ¿=AeEW=>A:M=M-Ayv=BeEW=>B:"M=M:-B 

Entonces, por definición de la suma en R”” :(U +7) =(4+B)eR”" 

Luego, por la propiedad distributiva del producto de matrices con respecto a la 
suma de matrices y por ley del conjunto W, se tiene 
(A+B)-M=A-M+B-M=M-A+M-B=M-(A+B) 

Por lo tanto, (3+7)=(4+B)eW pe 

El producto de un escalar por un vector en W es ley de composición externa: 

Si a es cualquier número real y ï es cualquier vector ide W, entonces (aŭ) e W. 





Ejemplo 14 
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Sean 

Uú=AGEW=>AM=M-AyaclkR 

Entonces 

aú=a A=>(a A) M=a(A-M)=a(M -A)=(M-AJa=M (a A) 
Por lo tanto, (a4134)=(a A) e W. 


En consecuencia, como se cumplen las tres condiciones, W es un subespacio vecto- 
rial de (R”";+;R;-) 


Analicemos si el conjunto W ={f e F(R)/f(0)=0) es un subespacio vectorial de 
(F(R); +5 R; +) con las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un esca- 
lar por una función. 


l. El vector De V está en W, 
0eEV>f(x)=0;fE F(R)>f(0)=0>feW 


2. La suma en W es una ley de composición interna: 
Si ü y Y son vectores de W, entonces: (4+V) € W. 
Sean 
feW=f(0)=0y ge W => g(0)=0 
Entonces, por definición de la suma de funciones y por ley de W, se tiene: 
+) =0)+ gd) > f + g)(0)= F(0)+ g(0)=0+0=0>(f + g)(x) e W 
Por lo tanto, (f+g)e W. 
El producto de un escalar por un vector en W es ley de composición externa: 
Si a es cualquier número real y ¿ es cualquier vector de W, entonces (au) e W. 
Sean: 
feW=>f(0)=0yaeR. 
Entonces, por definición del producto de un escalar por una función y por ley del 
conjunto W, se tiene: 
(a f Xx)=a f(x) = (a P(0)=a f(0)=4.0=0 => (a Plx) e W. 
Por lo tanto, (a $) W. 


En consecuencia, como se cumplen las tres condiciones, W es un subespacio vecto- 
rial de (F(R); +; R;») 





Ejercicio 8-3 
Determinar cuáles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de IR? con las 
operaciones usuales de suma y producto por un escalar. 


a) W=1(xy)eR*/x=0Ay=34) (AER). 
b) W,=[(xy)eR*/x>0Ay>0). 
cd) W,=(( y) eR”/|x|=| y]). 
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Ejercicio 8-4 
Analizar cuáles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R’ con las ope- 
raciones usuales de suma y producto por un escalar. 


) W, 
b) W, 
c) W ={(x; y z)eR /x+4y-z=1}. 

=( 


a =((x3 yz) R?/x+2y-3z=0). 


tl 


(Gs y zeR?/x=2yAy=4z). 


d) W, 


8 


(x ye R? 1 [x+y+z=0). 








Ejercicio 8-5 

Investigar cuáles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales del espacio vecto- 
rial P, (en cada caso las operaciones de suma de polinomios y producto de un escalar por 
un polinomio son las usuales). 


a) Todos los polinomios a,x*+a,x”+a,x+a, para los cuales a, =0. 

b) Todos los polinomios a,x”+a,x”+a,x+4, para los cuales a,+a,+a,+a,=0. 

c) Todoslos polinomios a,x”+a,x”+a,x+a, que tienen por coeficientes a números na~ 
turales. 





Ejercicio 8-6 

Determinar cuáles de los siguientes conjuntos, con las operaciones usuales de suma de 
matrices y producto de una matriz por un escalar, son subespacios vectoriales de R”” 
según se indica en cada caso. 


a) W=(AcR””/A=A'). 
b) W,=(AcR”/A=-A') 
c) W,=(4EÉR*”* /det(A)=0J. 





Ejercicio 8-7 
Analizar cuáles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de F(R) con las 
operaciones usuales de suma de funciones y producto de una función por un escalar. 


a) W¡=(f(x)e F(R)/f(0)=2). 
b) W,=(f(0)eFR)/f()= fa). 
c) Wax=[fx)eFRY f)=-f0) 
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8.1.5 Operaciones entre subespacios vectoriales 
8.1.5.1  Intersección de subespacios 

Sean A y B dos subespacios vectoriales del espacio vectorial (V;-+;R;-) 

La intersección de los subespacios vectoriales A y B es el conjunto de los vectores 
del espacio vectorial (V;+;1R;-) que ió s opi aata alos anios 
vectoriales A y B. ; E 

. En símbolos: AMB=[V€V/v EAAT eB} 


Figura 8-10 


l Esta figura tiene como finalidad recordarle al lector una interpretación: gráfica de la intersección de 
. conjunto. En este caso, suponemos que A y B son subespacios vectoriales del espacio vectorial (V5+5R;») 


Ejemplo 15 Sean los subespacios vectoriales 


A=í(x y;z)eR*/2=0) y B=([(x;y;z)eR”/x=0) 
Entonces, 


ANB=((x y;z)ER*/x=0Az=0) 


Figura 8-11 





La intersección ade es oni vectoriales A y B del ejemplo anterior es geométri- 
camente el eje coordenado y; el cual, como sabemos, es una recta que pasa por el origen de 
coordenadas. Así, la intersección de subespacios efectuada en el ejemplo anterior resultó 
ser un subespacio vectorial, ¿Esto es un caso aislado o la intersección de subespacios vecto- 
riales es siempre un subespacio vectorial? 
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La respuesta a la pregunta anterior está dada por la siguiente propiedad. 


Propiedad 


Sea (V;+;R;») un espacio vectorial, 
La intersección de dos subespacios vectoriales es un subespacio vectorial del espacio : 
vectorial (V;+;1R;») ; 





Sean A y B dos subespacios vectoriales del espacio vectorial (V;-+;R;*) Probaremos que 
A N Bes un subespacio vectorial de (V;+;R;»): 


1. Elvector De V estáen AMB: 


0, e A por ser A un subespacio vectorial de (V; +; R;-) 
0, e B por ser B un subespacio vectorial de (V;+;R;») 
Entonces 0, e(ANB) 


2. Lasumaen AMB es una ley de composición interna: 


Sid y Y son vectores de AMB, entonces (4+7)e(ANB) 

Sea, ¡de (AMB) A VE(ANMB) entonces 

de Anve Aluego (4+7)E A por ser A un subespacio vectorial de (V;+;R;»); 
le Bave Bluego (+7) € B por ser B un subespacio vectorial de (V; +;R;-) 
En consecuencia, (4+7) e A y (1+7) € B entonces (U+V)E(ANB) ` 


3. El producto de un escalar por un vector en AMB es una ley de composición externa: 


Si a: es cualquier número real y dd es cualquier vector de AMB. (au) e (ANB). 
Entonces, sean ae R y úe (ANB), con lo cual ñe Aate B. 

Luego: 

(añ) e A, por ser A un subespacio vectorial de (V; +; R;-). 

(aŭ) e B, por ser B un subespacio vectorial de (V; +; R;-). 

Por lo tanto, (44) e Aa laï) e B= (aŭ)e (ANB) 


En consecuencia, como se cumplen las condiciones (1), (2) y (3), AMB es un subes- 
pacio vectorial de (V;+;R;»). 


En los ejemplos que siguen se muestra cómo proceder algebraicamente para determi- 
nar el subespacio intersección de subespacios vectoriales, 











Ejemplo 16 Sean los subespacios vectoriales 
W, = {0 = (u; u) ER? /u +u, -u =0}y W, = {ñ= (u; u, u) ER /u —2u, +u, =0} 
Determinar el subespacio intersección entre W, y W,. 


Solución 
Para encontrar el subespacio vectorial intersección, necesitamos determinar los vectores 
del espacio vectorial (R°; +; R;-) que pertenecen a la veza W, y W,. 
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Por lo tanto: 
y +u, -u,=0 


(m 


Sea G=(u ;u,;u,) e R” tal que ¿e W, Ade W,, entonces 


u -24,+4,=0 
Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales (1), mediante el método de Gauss-Jor- 
dan, y obtenemos: 


1.0 


o 1 
Por lo tanto, los vectores que pertenecen al subespacio intersección son: 


de 1 2 
WOW, =(8=(4,5u,54,)8R?*/4, ==u, M4, =54,) 


W, nw,={ū (+:24;4)eR"/2eR) 


Advierta que, geométricamente, cada subespacio describe en forma analítica la ecua- 
ción de un plano que pasa por el origen de coordenadas, y el propio subespacio in- 
tersección describe analíticamente la ecuación de una recta que pasa por el origen de 


4 a 12 
coordenadas, siendo un vector director de la recta el vector 5 qu 


Figura 8-12 


Esta ilustración tiene como finalidad que el lector interprete geométricamente el ejemplo analizado. Des- 
tacamos que no se corresponde con la representación real de los subespacios del espacio vectorial (R°; +; R;-) 
cuya intersección se ha determinado, 
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Ejemplo 17 Sean los subespacios vectoriales: W, = {ñ = (u; u,; u) E€ R° /u, +u, ~u, =0} y 


W, = {ü= (u; u,; u, JER? /u ~ 2u, =0 Au, -u =0} 


Determinar el subespacio intersección entre W, y W, 


Solución 
Para encontrar el subespacio vectorial intersección, necesitamos determinar los vectores 
del espacio vectorial (IR?; +; R;-) que pertenecen a la vez a W, y W,. 
Entonces: 
yu +u, -4,=0 
Sea ú=(u;u,;u,)eR? tal que de W, AU E W,, entonces 4u ~2u,=0 (D) 
u, ~u, =0 
En este caso, a partir de las ecuaciones segunda y tercera del sistema de ecuaciones 
lineales (1) se deduce que 4, =24, A u, =t, 

Al reemplazar en la primera ecuación, se tiene 24, +4, —4, =0=> 2u, =0 = u, =0. 

Por lo tanto, u =u, =u, =0 

En consecuencia, W, ^W, = {(0; 0; 0)} 

Observemos que, geométricamente, W, es un plano que pasa por el origen de co- 
ordenadas, y W, es una recta no contenida en el plano W.. Así, la intersección de estos 
subespacios vectoriales es el origen de coordenadas; es decir, es el vector nulo del espacio 
vectorial (R?;+;R;»). 


Figura 8-13 


Esta figura tiene como finalidad que el lector interprete geométricamente el ejemplo analizado, Destaca- 
mos que no se corresponde con la representación real de los subespacios del espacio vectorial (R; + R;.) 
cuya intersección se ha determinado. 


Ejemplo 18 Sean el espacio vectorial (R??; +; R; +) y los subespacios vectoriales 


W,=[AER” /q,+40,+4, +a,=0) y W,=(AeR””/-a, +9,-4, +4, =0) 


Determinar el subespacio intersección entre W, y W,. 
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Solución 
Para encontrar el subespacio intersección, necesitamos determinar una matriz que cum- 
pla, simultáneamente, con las condiciones de cada uno de los subespacios, es decir: 


a. q s a, +a, +a, ta, 0 
a-( 1 a Jer™iaew naem] 1 12 21 22 


Ga La 74, +4) 74, +0, = 0 


Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales aplicando el método de Gauss-Jordan: 
111130) f111130) fio 10:30] fatat 
i => i => i = 
41130 Plo2 0230) "lo 1010)” la,+a,=C 

Por lo tanto, 


WOW, =[AER”” /a, +a, =054,,+a,, =0). . 


wm. À n eR jreRaaeRr 


Ejemplo 19 Sean el espacio vectorial (P,;+;R;-) y los subespacios vectoriales 
W, =1p(x) e P,/a,+a,+a, +9, =0) y W, =1p() e P,/a,+a,+a, =040,+a, +4, =0). 


Encontrar el subespacio intersección entre W, y W,. 


Solución 
De manera similar a lo efectuado en los ejemplos anteriores, planteamos, 


a ta, tata [=0 
px)=0, +0, +0 +0, EP :p(x)EW, a p(x)eW, >34, +4, +0, =0 
a ta ta =0 


Entonces, 


0 ay+a,+0,+09,=0 
0 |=>39,=0 
0 a,=0 


Por lo tanto, si definimos que a, =AA4eR, entonces a, =-A.; en consecuencia, 
los polinomios de P,, p(x)=-Ax+4xA4ER pertenecen a WA W, 
De modo que, 
WOW, =1p(x)€P, / p(x)=4(=x*+x)A46R) 
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Ejercicio 8-8 


En cada caso, encontrar el subespacio intersección. 


W, =1[(x3y52)eR?*/x-y+2=0) 

le =((x;y52) € R* /2x- y+2=0) 

b) Ala od 
W, =[4ER” / a, —a,, — a, =0) 
W, =1p(x)eP, /a, =0) 
a 

le =[f0) FRI f09)= (0) 

W, =[ f(x) e FR)! f(0)=-f(-0)) 








Ejercicio 8-9 
Siendo (V;+; R;-) un espacio vectorial. 


a) Demostrar que la intersección de dos o más subespacios vectoriales es un subespacio 
vectorial de (V;+;R;-). 

b) Y siendo A y B dos subespacios vectoriales del espacio vectorial (V;+;R;»), compro- 
bar que la unión de A y B, AUB=[V€V/VYe AvY€B), no es en general un subespa- 
cio vectorial, 





8.1.5.2 Suma de dos subespacios vectoriales 


dda A y5 dos subespaciós vectomilés del espacio vectorial. v; +; R;»). 
La suma de los subespacios vectoriales A y Bes el | conjunto que contiene a los vec- 
: tores. del espacio vectorial (V;+5RR;-). obtenidos al sumar. ca da vector, del subespacio 
S vectorial Acon cada vector del subespacio vectorial B. is Mer 
EER ‘En simbelos A+B= US eVa /īū= A +E ¿02 sAni, ea 





- Figuras 8-1 a 


Ejemplo 20 
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Sean 

A=llx3y)eR*/x=y y B=[y)eR*/y=-x) los subespacios del espacio 
vectorial (R?;+;R;-). 

La suma de estos subespacios será el conjunto 

A+B=(úeR”/ú=% +4, 5%, € A AU, EB] 

` Entonces: 

Si , e A, se cumple que Y, =(a;a) con aeR. 

Si ü, € B , se cumple que ú, =(b;-—b) con beR. 

Luego, por definición de la suma de subespacios, tendremos que Ñ € (A+ B), enton- 
ces i=3, +8, =(a; a)+(b;—b) => ü =(a+b; a-b). 

Pero, ¿qué tipo de vectores de R? están representados por la expresión 
Ud =(a+b; a—b)(0)? 

Consideremos un vector cualquiera 4 =(m; 1) e R?; la pregunta es si existirán valo- 
res para a y b en (*) tales que definan al vector %. 

Para responder esta pregunta debemos resolver el sistema de ecuaciones lineales 


eS 


a=b=n 


En este sistema tenemos que el determinante asociado a la matriz de coeficientes es 


1 1 
no nulo: i =-2%0. 


=f 

En consecuencia, por la regla de Cramer, resulta ser un sisterna compatible determi- 
nado; y esto significa que cualesquiera sean m y n, existen elementos a y b que los defi- 
nen. De modo que sea cual sea el vector weR’, existen los vectores ï% e Ay ú, e B 
tales que W=1, +8, 

Por lo tanto, (A+B)=R* 

En este caso, cada subespacio vectorial es una recta de R? que pasa por el origen de 
coordenadas, en la figura 8-15 podemos observar que la suma de estos subespacios cons- 
truye el espacio vectorial en el que estamos trabajando. 

De manera geométrica, este ejemplo nos muestra que a partir de dos direcciones no 
paralelas de R? podemos definir las restantes direcciones de R°. : 

Por ejemplo, sean los vectores 4=(2; 2) y d=(-3;-3) del subespacio vectorial A, y 
los vectores bh =(-3; 3) y ¿=(5;-5) del subespacio vectorial B. Entonces, algunos de los 
vectores que pertenecen al subespacio vectorial suma, además de los cuatro anotados, 
son: 


a+b=(2;2)+9-3;3)=(-1,5) 

a+0=(2;2)+(5;-5)=(7;-3) 

d+b=(-3;-3)+(3; 3)=(-6;0) 
(3;-3)+(5;-5)=(2;-8) 
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Figura 8-15 
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Ya vimos que los vectores considerados de cada subespacio vectorial pertenecen al 
subespacio vectorial suma, verifiquemos si los subespacios vectoriales A y B están inclui- 
dos en la suma. 

¿Qué se obtiene al sumar el vector nulo del subespacio A con cualquier vector de B? 


Se obtienen los vectores del subespacio vectorial B, ya que 0e A=>0+ ñ, =ñ, 
a 


€ 
En consecuencia, Bg A+B. 


¿Qué se obtiene al sumar el vector nulo del subespacio B con cualquier vector de A? 
Se obtienen los vectores del subespacio vectorial A, puesto que 
0eB> y, +0=%, 

hy 


EA 
Por lo tanto, A œ A+B. 





En el ejemplo anterior, la suma de los subespacios vectoriales dio como resultado un 
subespacio vectorial; lo cual es un caso del tipo llamado trivial, pues obtuvimos al espacio 
vectorial en el que se está trabajando. Esto no es casual, es decir, siempre que se sumen dos 
subespacios vectoriales se tendrá por resultado un subespacio vectorial, tal como afirma la 
siguiente propiedad. 


Propiedad 


Sea (V;+;R;-) un espacio vectorial. 
La suma de dos subespacios vectoriales es un subespacio vectorial del espacio vectorial 
(V;+;R;»). 
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Sean A y B dos subespacios del espacio vectorial (V;-+;RR;-). Probaremos que A+ B es un 
subespacio vectorial de (V; +; RR; +). 


1. Elvector Ge V está en A+B. 
0, € A por ser A un subespacio vectorial de (V; +;R;-). 
0, e B por ser B un subespacio vectorial de (V; +; R; <). 
Entonces 0 + 0 =0>30€ A+B. 
EÁ EB 


2. Lasumaen A+B es una ley de composición interna: 
Si ü y 7 son vectores de A+B, entonces (4+7) e (A+B). 
Sea ¿€ (A+B)=>ú=1, +8, donde € A A U, € B, 
Sea Ve (A+B)=>=% +%,, donde Y, € A A Y, € B, 
Luego, 4+V=(3, +4,)+(0, +9,)= (4 +7, ) +(u, +7,) 


SÁ por ser Á EB por ser B 
un subespacio un subespacio 


En consecuencia, (4 +7,)+(4, +7,)€A+B, de modo que 
Na por Na gi 


eAporserA €B por ser B 
un subespaci i 


o un subespacio 
(4+7) e (A+B). 


3. El producto de un escalar por un vector perteneciente a A+B es ley de composición 
externa: 


Sia es cualquier número real y dí es cualquier vector de A+B, (aŭ) e (A+B). 
Entonces, sean ¿ER y 8 =4, +3, e(A+B), conú, e A nú, eB, 

Luego, (a4)=0(4, +8,)=(04,)+(0:4,). 

Donde (a,) e A, por ser A un subespacio vectorial de (V;+;R; +) y (a3,) e B, por ser 
B un subespacio vectorial de (V;+;1R;:). 

Por lo tanto, (a, )+(a4,) e (A+B) => (aŭ) e (A+B). 

En consecuencia, como se cumplen las tres condiciones, A+B es un subespacio vec- 
torial de (V;+;R;»). 


8.1.5.3 Suma directa de subespacios vectoriales 












. : Se v + R: Ju un espacio o vectorial A AyBd dos s subesp à cios y vectoriales 
T V= =A+B: Su $ : 
: Cuando para “k wE Va se tiene que 1 w= =ā+b 





on S Ay b € B, en a fotma 
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Ejemplo 21 


Ejemplo 22 








E los subespacios vectoriales 

= ((x; y) ER? x= yb y B=((x; y) eR? / y =-x) el lector puede comprobar que 
4 +B=R. 

Afirmamos que es una suma directa de subespacios, es decir, ADB=R?. 

¿Qué significa que la suma de estos subespacios vectoriales es una suma directa? 

Silasuma de dos subespacios vectoriales es directa, debe cumplirse quesi Ÿ e (A +B), 
entonces existe un único vector Ze A y un único vector b € B tales que W=á+b, 
Consideremos, por ejemplo, a W=(4:5)eR?. (D) 

Del ejemplo 18, se tiene que si w e (A+B), entonces 

w=(a+b;a—b). (ID) 
a+b=4 


Por lo tanto, de (1) y (ID) se obtiene el sistema de ecuaciones lineales E dass 


1 


compatible determinado, de tal forma que a= - yb= eg 


23 22 
A 


GA €B 
Desde luego, que el sistema (1) sea compatible determinado no depende del vector 
del subespacio suma que se considere; esto es, cada vector del subespacio suma se podrá 
expresar como una única suma, tal como ha sucedido con el vector w=(4;5). Entonces 
podemos concluir que la suma de los subespacios vectoriales dados es una suma directa, 


Así, w se expresa de manera única como w=(4;5)= [3 Hd z) 


Aceptaremos, sin demostrarlo, que la definición de suma directa que hemos dado 
equivale a la siguiente: 





Observemos que esta definición nos ofrece una herramienta algebraica más sencilla 
para comprobar cuándo una suma de subespacios es directa. 


Para los subespacios vectoriales A=((x; y)ER”? /x= y y B=((x3 y) ER” /y=-x), a 
partir de la observación de la figura 8-14, se deduce que AM B=((0;0)), pues geométri- 


«camente los subespacios vectoriales considerados son rectas de distinta dirección. Ade- 


más, en ejemplos previos comprobamos que A+B=R?. 
Por lo tanto, al aplicar la definición previa resulta que la suma de estos subespacios 
vectoriales es directa; entonces indicaremos que AOB=R?,. 
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Encontrar W=S, +S,, y analizar si la suma es directa, 


Solución 
Sean U=(a;a;0)€S, y Y =(—b;b;—b)eS,con a,b e R 
Entonces, w=(x; y; z) € (S, +8,) 
si W=3+7 =>(x% yz) =(0 00) +(—b;b;—b)=(a-—b; a+b;a-—b) 
Desde luego, los vectores del subespacio suma son tales que x=z 
Por lo tanto, S,+S, =((x3y32)ER*/x=2) 
O bien, S, +S, =((x; y;2)eR?/x-2=0) 
Luego, para determinar si la suma es directa, debemos encontrar la intersección de 
estos subespacios; para lo cual planteamos: 


x=y=2Z 
x=-=y D-y= ya y=03x=y=2z=0 
Z=—y 


En consecuencia S, MS, =1(0;0;0)), por lo tanto la suma es directa y lo indicamos 
como sigue: 


W=8,05, =1(x; y;2)eR?/x-z=0) 


Observemos en este ejemplo que el subespacio resultante W (que es en sí mismo un 
espacio vectorial) es la suma directa de los dos subespacios dados. Esto es, cada elemento 
del subespacio W se obtiene por sumar dos únicos vectores, uno del subespacio S, y otro 
del subespacio $, 


Figura 8-16 


W=S,@ S; 


wa na 
Ps ll 


Los gráficos sólo interpretan el caso analizado. Observemos que la situación resuelta en el contexto de la 
suma de subespacios vectoriales se relaciona con el concepto geométrico de cómo obtener la ecuación de un 
plano a partir de conocer un punto y dos vectores de direcciones distintas que son paralelos al plano. 
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Ejercicio 8-10 
Encontrar el subespacio suma en cada caso, y analizar si la suma es directa, 


j n =((y)eR? /x=0) 
S,=((x;y)6/y=0)e/y=0Y 
= yz)eR /x=2yaz= 3y} 

y E S,=[(y;2)eR?/x=y=2) 

L= [Gu yiz)eR?/x+ y-z=0) 
= ={(xy;z)eR /x-y-z=0} 

S, ={AeR” /a, =a, =0} 

5, (AER /0,=0, =0] 

[p(x) e P, / a, =0) 


d) | 
S, 
2 de =[podeR/a <a, =a 


i 


H 


S,=(f(x)e F(R)/ f()= f(x) 


P s, ={f EER) f= -fy 








8.1.6 Combinación lineal 


La definición de combinación lineal se dio en el capítulo 1 y se utilizó en variadas situa- 
ciones como, por ejemplo, la obtención de una ecuación paramétrica de una recta o de 
un plano, el análisis de compatibilidad de un sistema de ecuaciones lineales, el cálculo de 
rango de una matriz, y la obtención de la matriz inversa de una matriz regular. Sin embar- 
go, retomaremos este concepto para desarrollar otros elementos propios de la estructura 
algebraica con la que estamos trabajando. 





En los siguientes ejemplos se analiza el concepto de combinación lineal para vectores 
geométricos del espacio vectorial (R?; +; R; -). 
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Ejemplo 24 El vector Y =(2;0;0) es combinación lineal del conjunto de vectores A= fé, =(1; 0; 0)), 
ya que a,%, =Y=>0,(1,050)=(250;0) >, =2. 
Observemos que, en este caso, la colección A consta de un solo elernento; por esa 
razón, todos los vectores que podenn escribir a partir de dicha colección son los múl- 
tiplos escalares de ï. 


Figura 8-17 


Esta figura no es la representación real, sólo tiene como fin favorecer la comprensión del ejemplo. 


Ejemplo 25 El vector Y =(3;5;7) es combinación lineal del conjunto A = (8, = (5 2; 3); 4, = (131 D), 
puesto que: 
a, +0a,=3 
+a,4,=Y>0,(,2,3)+0,(;111)=(35,7) >420, +0, =5 
30, +0,=7 


ad, 


1 


Que resulta ser un sistema compatible determinado, pues mediante el método de 
Gauss-Jordan obtiene: 


l1 1 3 1 1 3 1 0 2 ai 
aaa sjej a i afela a i jetan (I) 
3 à Q, = 
- 02: 2 00:0 s 
En consecuencia, el vector Y es combinación lineal del conjunto A. 
Observemos que el vector Y se expresa como una única combinación lineal de los 


vectores del conjunto dado, esto es: 24, +14, = 7. 
En forma geométrica, podemos afirmar que los vectores ñ, U, y Y son coplanares. 


Figura 8-18 


Esta figura no es una representación real de los vectores, sólo tiene como fin favorecer la comprensión 
del ejemplo. 
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Ejemplo 26 El vector Y=(3;5;7) es combinación lineal del conjunto 
A=1ú, =(132;3);2, =(131;1);ú, =(4; 6; 8)]. 
En este caso, 


Q ta, t4a, =3 
=> a (L 2;3)+a, (1; l; 1)}+a, (4; 6; 8)=(3;5;7)=42a, +a, +60, =5 
3a, ta, +8a,=7 


Fl sistema de ecuaciones que surge es compatible indeterminado, tal como se obser- 
va al resolverlo mediante el método de Gauss-Jordan: 


1 1l 4 3 1 i 4 3 1 
216: 5laj0 -1 2 : -li>jo0 
3 1 8 7 0 -2 4 : 2 0 
Io in 


a, +20, =1 


O 2 
1 2 
0 0 


(1) 


a, =1-2a, 


Por lo tanto, podemos afirmar que el vector Y es combinación lineal de los elementos 
conjunto A, 

En este caso existen infinitas sumas que describen al vector como combinación lineal 
de los vectores del conjunto. A partir de (1), tenemos que estas sumas son de la forma 


Q-24,(1;2;3)+(1-a,)031:D)+0,(456,8)=(3,5,7), Va, eR 
Aunque el vector no se describa mediante una única combinación lineal, geomé- 
tricamente, se conserva el hecho de que el vector Y y los vectores del conjunto A son 
coplanares, pues como podrá comprobar el lector, el vector 4, es combinación lineal de 
los restantes vectores del conjunto A. 


Figura 8-19 


V=2ú, +15, +05, 


Esta figura muestra una de las posibles combinaciones lineales que definen al vector Y, la cual se obtiene 
al elegira,=0. 





Ejemplo 27 
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El vector Y =(3;5;7) es combinación lineal del conjunto 
A=(1, =(1,0; 0); %, =(0;1;0);%, =(0;0;1)), puesto que 
a, =3 
0%, +0,4, +0,8, =9=>0,(1,0;0)+,(0;1;0)+a,(0;0;1)=(3,5,7) >30, =5 
a,=7 
Es claro que 34, +50, +7, =7V, en consecuencia, el vector Y es combinación lineal de 
los elementos conjunto A. 
En forma geométrica, recordará el lector que los vectores del conjunto A se corres- 


ponden con la expresión analítica de los versores canónicos del espacio tridimensional y 
que, a partir de ellos, es posible definir cualquier otro vector de R?, 


Figura 3-20 


vV= 34, +54, +7u, 


La figura no es una representación real de los vectores, sólo tiene como fin favorecer la comprensión del 
ejemplo. 





A partir de los ejemplos previos, resulta importante notar que la definición de combi- 
nación lineal no exige que los escalares sean únicos, solo es necesario que existan. 
Por otra parte, la diferencia en el tipo de combinación lineal, única o no, que define 


- al vector Y en relación con los vectores del conjunto considerado, será explicada cuando 


diferenciemos a los conjuntos en linealmente independientes o dependientes; y funda- 
mentalmente constituirá un hecho central para comprender el concepto de base de un 
espacio vectorial. Pero antes de abordar estos conceptos, analicemos otros ejemplos de 
combinación lineal. na Es 
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Ejemplo 28 


Sea el conjunto de vectores A=((1; 2; 3); (1; 1; 1); (4; 6; 8)). 
Investigar si el vector V=(3;5;0) es combinación lineal del conjunto A. 


Solución 
Si el vector Y es combinación lineal del conjunto A, deben existir escalares %,3%, y A, 
tales que 


a,(1,2;3)+0,(1; 1: 1)+ 0,(4; 6; 8) =(3; 5; 0) 


Resolvemos la operación vectorial y aplicamos el concepto de igualdad de vectores, 
surge entonces el sistema de ecuaciones lineales 


a, +0,+40,=3 
20, +0, +60, =5 
30, +4,+80,=0 


Que resolvemos mediante el método de Gauss-Jordan: 


11413 [1 1433 Lil 7 
2 16:50 -1 25 -l> 1235 1550 (D 
3138 0 0 -2 4 : -9 00: 7 


En este caso, el sistema de ecuaciones lineales es incompatible; esto es, no existen 
valores para los escalares a,;4, y A, tales que se verifique el sistema de ecuaciones li- 
neales. 

Por lo tanto, el vector Y no es combinación lineal del conjunto A. 

En forma geométrica, si pensamos en la operación vectorial que se plantea, 
a, (1; 2;3)+ a,(1, 1; 1)+0,(4; 6; 8), notaremos que estamos sumando múltiplos escala- 
res de los vectores del conjunto, y como los mismos son coplanares, esta suma dará un 
vector del mismo plano. Entonces, si el vector Y no es combinación lineal del conjunto 
A, significa que no es coplanar con los vectores del conjunto A. 


Figura 8-21 


La figura no es una representación real de los vectores, sólo tiene;como fin favorecer la comprensión del 
ejemplo. 





Ejemplo 29 


Ejemplo 30 
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Sea el espacio vectorial (R”*; +; R;-) 


e Y 
Comprobar que la matriz M = ; ,) no es combinación lineal del conjunto 


adah aha alo o] 


Sin realizar cuentas, podemos dar respuesta al ejercicio planteado. Observemos que el 
elemento de la segunda fila y la primera columna de todas las matrices del conjunto A 
es cero; por lo tanto, a partir de estas matrices sólo es posible, mediante la definición 
de combinación lineal, generar matrices que en dicha posición tengan valor cero, En 
nuestro caso, el elemento de la segunda fila y la primera columna de la matriz M es uno. 
Entonces la matriz M no es combinación lineal del conjunto de matrices A. 

De igual forma, ofrecemos la resolución del ejercicio aplicando la definición de com- 
binación lineal: 


Solución 


QA +0,A, +0,A, +0,A, =M 


1 0 1 1 2 0 2 0 
Q, +0, +0, = 
e atel rola G 3) 


Resolvemos la operación entre matrices y aplicamos el concepto de igualdad de ma- 
trices para obtener el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 
a, +0, +20, =2 
0a, +a, +0, =0 
0g, +0a, +00, =1 
20, +0,+0,=2 
De la tercera ecuación se deduce que el sistema de ecuaciones lineales es incompati- 
ble, por lo tanto la matriz M no es combinación lineal del conjunto de matrices A: 


Sea el espacio vectorial (P,;-+;R;:). 
Analizar si el polinomio p(x)=3x?-—5x+2 es combinación lineal del conjunto 
A=lp (x)=x*-x p(x)=x+2 p(x)=x?-2x+43 p,(x)=2x+3) 


Solución 
Por definición de combinación lineal, planteamos 


2,p (x)+0,p,0)+0,p,(x)+0,p,(x)=p(x) 
a -x)+0,(x+2)+0,(x?-2x4+4)+0,(20+3)=3x? -5x +2 
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Al operar en el primer miembro de la igualdad anterior, resulta 
2 a 
(a, +0): +(a, +0,-20,+20,)x+(00,+4a,+30,)=3x* -5x+2 
Luego, por igualdad de polinomios, surge el sistema de ecuaciones lineales: 

a +0a,=3 
=0, +0,-2a, +20, =-5 
24, +40, +30, =2 

Que al resolverlo presenta el siguiente conjunto solución: 


Q 
Yin 


la 
q ds, con a, ER | 
6 
a 
a,=1+4 


Entonces el polinomio p(x) es combinación lineal de los polinomios del conjunto A, 
ya que, aunque no sean únicos, existen los escalares & , %,, %,, Y Q, 

La expresión del polinomio p(x) como combinación lineal de los polinomios del 
conjunto A es: 


1 
(2 Jas O O rrd ta Ortama -5x+2 


con q ER (1) l 
Por ejemplo, una combinación lineal es la que se obtiene si consideramos que: 
a,=0, luego a, =2,a, =-1 y a, =1; verificándose que: 


Ux =x) HI (x+2)+1(x? -2x +4)+0(2x+3)=3x -5x+2 


Sugerimos al lector proponer otros valores reales para az ¿ Y verificar que se satisface 
la combinación lineal (1). 





Ejercicio 8-11 


Analizar si los siguientes vectores son combinación lineal del conjunto que se define. 


a) En el espacio vectorial (R*;-+;R;-) 
=(1;2;1:—1) y A=((1; 1; 1,03 (0; 1; 15 1); (1; 15 0; 1)5 (2; 3; 03 0); (1; 23 3; 4), 


y 
7 =(2; 2;0;1) y A={(1;1;1; 1); (0; 1; 1; 1); (2; 4; 4; 4)}- 
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b) Enel espacio vectorial (P,;+R;-) 
p(x)=3x?-5x y A=lx? -23x+23x*+x+1x* -3x), 
po0=x +20 -x+4 y A= (+23? +13? +35). 


c) En el espacio vectorial (R?9;-+;'R; -) 
120 0 1 1|(2 O 1/3 3 0 
M= y Az 5 5 , 
¿10 OL 11M 0 1/11 19 
o poa, fina rafa 
slo 00)” “la a ao foar o 


8.1.6.1 Sistema de generadores 





En el contexto de los espacios vectoriales y del concepto de combinación lineal, una de las 
ideas centrales es estudiar cuáles son todos los vectores que se pueden describir o generar 


Por ejemplo, algunos casos son: 


| Ejemplo 31 Todos los vectores que son generados por combinación lineal del conjunto A= {ü}, 
donde el vector ï es distinto del vector nulo, son vectores paralelos con ¡. 


Figura 8-22 


Dejamos como ejercicio para el lector concluir qué vectores del espacio vectorial 
(V;+5K;3») se generan por combinación lineal del conjunto A ={0}c V. 


Ejemplo 32 Los vectores generados como combinación lineal del conjunto de vectores A =(1; 7), 
donde ú y Y son vectores no nulos y no paralelos, son todos aquellos que resultan copla- 
nares con il y Y. 


-Figura 8-23 
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Ejemplo 33 ¿Cuáles son los vectores generados por combinación lineal de los elementos de 
S=((1 2; 3); (2; 4; 6); (3; 6; 9) 


Solución 
Para contestar la pregunta anterior es necesario investigar qué tipo de vectores de R? son 
combinaciones lineales de los vectores del conjunto S. 

Entonces, consideramos un vector arbitrario ¿=(454,;4,) y planteamos la ecua- 
ción vectorial que expresa al vector arbitrario como combinación lineal de los vectores 
del conjunto S: 
2,(52;3)+4,(2456)+0,(36;9)= (4 ;4,54,) 

Al operar obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 


a, +20, +30, =4, 
20, +40, +60, =4, 
30, +60, +90, =u, 


Si el vector Ñ debe ser combinación lineal, debemos exigir que el sistema de ecuacio- 
nes lineales sea compatible. 

Luego, el problema se reduce a determinar para qué valores de u, u, y u, existen 
los escalares œ, æ, y A, entonces resolvemos el sistema de ecuaciones por el método de 
Gauss y obtenemos: 

“j REORR 
a — 
u, = = 
R, R, -3R, 


u, 


1 2 9; 
246: -2u | © 
3 6 9: 


Por el teorema de Rouche-Frobenius, se tiene que un sistema es compatible cuando 
p(A|B)= p(A), y esto sucede en (1) sólo cuando 


u,—24,=0 y u,—34=0 


En consecuencia, el subespacio generado por el conjunto $ es: 
geníS) = gen{(1; 2; 3); (2; 4; 6); (3; 6; D} = {Ü = (u; u, u) E R? /u, = 2u, Au, = 3u} 
Observemos que, geométricamente, los vectores que podemos generar a partir de la 
colección $ son aquellos que pertenecen a la recta cuya ecuación es: 





ES 
H 





À 
24 AeR 
34 


PIU, = 
u 


2 
3 


li 





Supongamos que disponemos de una colección de vectores. Podríamos preguntarnos 
: . d . . . 
si el conjunto de vectores que se pueden generar a partir de dicha colección tiene o no es- 
tructura de espacio vectorial. La respuesta es afirmativa y se trata a continuación. 
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Propiedad 
Sean un espacio vectorial (V;+; K;-) y el conjunto de vectores A=1V,57,5%,5-=57,)V, 


El conjunto gen(A) = genfv, ; V,;7,5**37,) es un subespacio vectorial del espacio vec- 
torial (V;+; K;»). 


Aclaración: Entendemos por gen(A) al conjunto de todas las combinaciones lineales 
posibles con elementos de A. 





1. Elvector 0 V está en gen(A), 


n 
ÖeV =>0%, +07, +07, +--+0%, =0>0=)' 07, 06 gen(4). 


i=] 


2. Lasumaen gen(A) es ley de composición interna: 
Debemos probar que si dl y Y son vectores de gen (4), entonces (+7) e gen(A). 
Entonces, sean 


uegen(A) > ü => añ y Ve gen(A)=> P= S B5, 
i=] i=l 
donde a, y B, (con i= 1, 2, 3, ..., 11) son escalares. 
Entonces, por definición de la suma en V y sea propiedad de sumatoria, 


a a a 
+=) 0,7, +9 b7, =Y (a, + bYe 
izl isl i=l 


Y como 4, +fB,=Y, Ay, ER para todo ¿= 1,2, 3, ..., n, se tiene que (4 +7) € gen(A). 


3. El producto de un escalar por un vector en gen(4) es ley de composición externa: 
Debemos probar que si A es cualquier número real y ğ es cualquier vector de 
gení(A), entonces (412) e gen(A). 


Entonces, sean de gen(A) > ú= Y aj, MES 


i=l 
Por definición de la multiplicación escalar, Aŭ = Zan) 
i=l 
Y por propiedad de la sumatoria, Aŭ = Los J Ya, 
i=l i=l 


Luego, como Aa, = 4, A 1, ER para todo ¡= 1, 2, 3, ..., n, resulta que (44) e gen(A) 


Por lo tanto, a partir de (1), (2) y (3) se tiene que gen(A)= gen(Y, ;V,;7,5"-"5V,) esun 
subespacio vectorial del espacio vectorial (V; +; K;-). 
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1 1) (1 0) (4 3 
Ejemplo 34 Encontrar el subespacio generado por el conjunto A= l h í o h : | en el 


espacio vectorial (R?; +; R;-) 





Solución 





Consideramos una matriz genérica de R?, M= | “a ) y planteamos la ecuación 
21 22 

matricial que expresa a la matriz genérica como combinación lineal de las matrices del 

conjunto A: 





1 1 10 4 3 A A 
Q, +a, +0, = 
Li o 1 3 4j (a da 


Surge entonces el sistema de ecuaciones lineales 





a, +a, +40, =A, 





Q, +00,+30,=4, 





0) 






a, +0q, +30, =4,, 






Q ta, +4, =a, 





Resolvemos aplicando el método de Gauss-Jordan, 













22 11 


114ia, rera p tti 

1U 9m + hat=k 1 -1 i Qy 

103 2 R.OR=R 0 -1 -1 : a,-a, 

1140 a 0 0 0 3 a,-a, a 
1 143 % E 

>R ©R-R => EA ta . 
0 0 0 i a-a, 1 
0.0 0: a.-a 1 





Por el teorema de Rouche-Frobenius, resulta que el sistema de ecuaciones (I) es, 
compatible cuando p(A|B)= p(4), y esto sucede en (I) sólo si: 
4, 74, =0y a, > 4, =0. 
En consecuencia, el subespacio generado por el conjunto A es: 






A A 
a 


mazdu- Jeja, =a nazan] 


21 22 





O bien 


entay= me «Jem 1eno per 
# 












Ejemplo 35 
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Determinar el subespacio generado por el conjunto A={x° +x; x —2x+l;x+3} en el 
espacio vectorial (P,;+;R;-). 


Solución 
Consideramos un polinomio genérico deP,, p(x)=a,x"+a,x+4,, y planteamos la 
ecuación que lo expresa como combinación lineal de los polinomios del conjunto A: 
a (x +x)+a lx -2x+D)+0,(x+3)=a,7+40,x+4, 
Resolvemos, y 


a, +a, =a, IIg: g il +4 
a,-2a,+0,=4=3|1 2 1: a |[>RoR-R=>|0 -3 1 
qa,+30,=4, GS 132508 0 15 
Ll 4% 
>R S3R+R=>|0 3 1 
0 0 10 : 3a,+9,-a, 


En este punto de la resolución del sistema de ecuaciones, resulta evidente que el sis- 
tema es compatible determinado puesto que, por el teorema de Rouche-Frobenius, 
p(A|B)= p(A)=3= cantidad de incógnitas. 


1 
O, AA -Ba ta) 


El lector puede comprobar que: 30, = ia +3a, - 4.) 


1 
a, mera -4, 34.) 


Donde, claramente, existen los escalares ,, A, y 0%, independientemente del valor 
de los coeficientes del polinomio p(x)=a,x”+a4,x+4,. . 

En consecuencia, cualquier polinomio del espacio vectorial es combinación lineal de 
los polinomios del conjunto A, entonces gen(A) = P, 

Por lo tanto, para todo p(x)=a,x*+a,x+a, e P, se cumple que 


p(x)= |- H-a 3a, +a) (x° +x)+|— a, +3a, —a,) ((x? -2x+1)+ 


1 
+l- a —a, —3a,) (x +3) 


Observemos que por cada polinomio p(x)=a,x +ax+a,€ P, que se elija, la 
combinación lineal de los vectores del conjunto A que definen al polinomio es única. 
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Sean el espacio vectorial (V; +; K;-) y el conjunto devectores A= Eur, ri EY 
El conjunto A es un sistema de generadores del espacio vectorial v +K5.) si, y 
sólo si, todo vector Y e V es combinación lineal del elemento de As 
En símbolos: 


A es un sistema de generadores de 


(Vit K; S V7eV, V,=1,2,...,1: Ja, sAr das. 





Ejemplo 36 Analizar si el conjunto de vectores 
A=(7, =(1; 2; 1; 0)%, =(0; 1; 1; 0); 7, =(1; 1; 1; 1); 7, =(2; 031; 0); 7, =(2;1;1;1)) 
es un sistema de generadores del espacio vectorial (R*;-+;IR;-). 


Solución 
Sea ¿=(4;4,54,54,)ER*: 
a, (1;2;130)+0,(0;1,1,0)+0,(:111)+0,(Q;031,0)+0,(251131)=(4,54,54,54,) 


Esta expresión analítica equivale al sistema de ecuaciones 


Q,+00,+0,+20,+20,=4, 
20, +0,+0,+00,+0,=4, 
0,+0,+0,+0,+0,=u4, 

da, +00,+0,+00,+0,=4, 


Al resolver el sistema de ecuaciones lineales (1) se obtiene: 


1 1 
a, q +24, — 2u, -mes 


1 2 
a, A +u, — 4u, PTR, 


Q; =U s 


1l 1 
Za 8 4 FS A, 


a, ER 


A partir del conjunto solución (11) del sistema de ecuaciones (1) se tiene que, inde- 
pendientemente del vector y = (u; u, t; 4,) considerado, existen los escalares ,, %,, U 
Q., y a, que lo definen como combinación lineal de los vectores del conjunto A. 

Por lo tanto, gen(A) = R‘. 

En consecuencia, el conjunto Á es un sistema de generadores de R*, 

¿Qué significa el que A sea un sistema de generadores de R*? 
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Para todo =(u,;u,;u,;u,)e R‘, se tiene que 


la +24, 24, uy Lo, d-eu +4, —4u, tuta, fa +. Me 


1 1 Ppd a as . . . 
qe HA 4) 0, v,+0,V, =(4,54,54,54,) 


Por ejemplo, si ú = (2; 2; 3; 4) y æ, = 0, 
B 427,440, e, +07, =(2;2;3; 4) 
3 3 a” 
Observemos que existen infinitas combinaciones lineales para definir por combi- 
nación lineal a cualquier vector del espacio vectorial, ya que cada combinación lineal 
depende del valor que asignemos al escalar a, ER. 





Los ejemplos previos muestran que si un conjunto de vectores es un sistema de ge- 
neradores de un espacio vectorial, todo vector de dicho espacio queda expresado como 
combinación lineal de los vectores del conjunto dado, sin importar que la combinación 
lineal sea o no única, 


Ejercicio 8-12 
Sea el espacio vectorial (R?; + R; +). 
En cada caso, encontrar el espacio generado por el conjunto de vectores que se de- 


fine. Identificar cuáles de los conjuntos son sistemas de generadores del espacio vectorial 
(R3 +R; >). 


a) A = {(2.3)}. 

b) A,=1(2,3); (4; 6)). 

c) 4,=1(2,3); (1; )). 

d) A,=1(2,3) (1; 5) (2; 16)). 


A A A RR RN A AN RAEN E ENARA AIA AS A AEAEE AAO 


Ejercicio 8-13 
Sea el espacio vectorial (R; + R; +) 
En cada caso, encontrar el espacio generado por el conjunto de vectores que se de- 


fine. Identificar cuáles de los conjuntos son sistemas de generadores del espacio vectorial 
(R3; + R; -) 


a) A, = {(2; 3; 5)}}. 

b) A, = {(2; 3; 0); (4; 6; 0)}. 

c) A = {(1; 1; 3); (1; 2; 4)). 

d) A,=((13 253); (45 13 5); (6; 6; —4)}. 

e) A,=((132; 3) (0; 1; 5); (2; 1; 6)). 

f A¿=1(152; 3); (0; 15 5); (2; 1; 1); (1 1; DJ. 
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8.1.6.2 


independencia lineal y dependencia lineal 


Al tratar el concepto de combinación lineal, vimos que un vector puede ser expresado: 
por medio de otros vectores tanto de manera única como de infinitas maneras. En forma 
análoga, un conjunto de vectores de cierto espacio vectorial, siempre genera un subespacio: 
vectorial o al espacio vectorial completo, también de modo único o no. La distinción entre 
estas dos alternativas es estudiada en este apartado. l 

Entonces, al tratar con un espacio vectorial (V;+;K;-) y un conjunto de vectores 
A=(0, 57,537,357, ) CV, se dice que: 









La colección da es findist independiente Sila ú única a forma de expresar al veci 
“aulo, úe V; como combinación lineal de los yectorés de A es con i todos los calare 

“agaaa, del cuerpo K iguales a cero. l 
En símbolos: A es linealmente independiente 











A partir de estas definiciones observamos que el análisis de independencia o depen- 
dencia lineal tiene el mismo punto de partida, en ambos casos debemos dilucidar qué tipo 
de combinación lineal genera al vector nulo del espacio vectorial es cuestión. 

Esto es, cuando el objetivo es decidir si el conjunto de vectores A=(9, 57,5 7,5-""5V, jes 
linealmente independiente o dependiente, plantearemos la combinación lineal: 


0= Y a, 7,=0 7, +0, V,+0,D, + +0,V,. (D 


Queda claro que si en (I) asignamos el valor cero a todos los escalares, la combinación 
lineal se verifica. Es decir, siempre se cumple que0=07, +07, +07, +++>+0%,. Esta solu- 
ción de la ecuación vectorial (I) a, = 0, = a, = ==, = 0 se denomina solución trivial. 

Entonces, ¿qué es lo que tratamos de determinar cuañdo analizamos la independencia 
o dependencia lineal? 

Cuando se analiza la independencia o dependencia lineal, el objetivo es determinar si 
la solución trivial es la única manera de generar por combinación lineal al vector nulo o si 
existen otras soluciones; tal como se expondrá en los siguientes ejemplos, 






Ejemplo 37 


Ejemplo 38 


Ejemplo 39 
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El conjunto A = (u, = (130,0) es linealmente independiente, ya que 
aŭ =0&a(1;0;0)= (0;0,0)=>a=0;en cambio, el conjunto A'=(1, =(030;0)) es 
linealmente dependiente, pues Va eR:a0=0 


¿El conjunto A =(4, =(1; 2; 3); 4, =(1; 1; 1)) es linealmente independiente o dependiente? 


Solución 
Planteamos la combinación lineal: 


a,4, +04, =0, 


a, (1; 2;3)+ a, (1:11) =(0; 0; 0) 
Efectuamos las operaciones, y obtenemos el sistema de ecuaciones lineales homo- 
géneo 
ga +a, =0 
2a, +a, =0 
30, +0,=0 
Al resolverlo, resulta ser compatible determinado; en consecuencia, la única solu- 
ción es la solución trivial a, = æ, = @, = 0. 
Por lo tanto, el conjunto de vectores de A es linealmente independiente, 





¿El conjunto A=(%, = (1; 2; 3); 2, =(1; 1; 1); 1, =(4; 6; 8)) es linealmente independiente o 
dependiente? 


Solución 
Planteamos la combinación lineal a, 4, + 0,4, +0:,4, =0, entonces: 
a +0,+40,=0 
a,(1,2;3)+4,(1311)+0,(456;8)=(0;050) >320,+0,+60,=0 ` (P 
3a,+0,+80,=0 


En este caso, el lector puede comprobar que el sistema de ecuaciones homogéneo (I) 
es compatible indeterminado, siendo: 


w =a 
a,=-20, (q 
a, ER 


Por lo tanto, la solución trivial no es la única manera de generar al vector nulo como 
combinación lineal de los vectores del conjunto A. En consecuencia, el conjunto A es 
linealmente dependiente. 





474 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


Observemos que a partir de (II) se obtiene 
-2a (l; 2;3)-2a,(1; 1; 1)+0,(4;6;8) =(0; 0; 0) 

Entonces, por cada valor real que se asigne al escalar a, obtendremos una combina- 
ción lineal que define al vector nulo. 

Algunos casos distintos del caso trivial son: 


— Si a, =1=>-2(1; 2; 3) -2(1; 1; 1) +1(4; 6; 8) =(0; 0; 0) 


— Si a, ==>-3(652 3-30 E y 6; 8) =(0;0;0) 


— Si a, =-3>6(1; 2; 3) + 6(1,1; 1) 3(4; 6; 8) =(0;0; 0) 


A O 
AAA NIT SNS 





Propiedades 





Si el lector revisa los ejemplos 25 y 26, notará que los conjuntos de vectores empleados 
coinciden con los conjuntos que se han considerado en los ejemplos de la página anterior 
del presente apartado. 

Nos interesa que, en el ejemplo 25, el lector observe que la combinación lineal de un 
vector con respecto a los vectores del conjunto propuesto es única. Esto es así porque el 
conjunto de vectores propuesto es linealmente independiente, tal como se comprueba en 
el ejemplo superior de la página anterior del presente apartado. 

De la misma forma, en el ejemplo 26, la combinación lineal de un vector con respec- 
to a los vectores del conjunto propuesto no es única. Este hecho se correlaciona con el 
ejemplo inferior de la página anterior del presente apartado, donde mostramos que dicho 
conjunto es linealmente dependiente. 


Sea un espacio vectorial (V; +; K;»). 


Propiedad 1: ([vjes linealmente independiente si, y sólo si, Y no es el vector nulo. 


Si? + 0, entonces aP=0Sa0=0, por lo tanto (v) es linealmente independiente. 


Propiedad 2: Siel vector nulo pertenece a un conjunto de vectores A= (7, ;7,57,5-57,), 
entonces el conjunto A es linealmente dependiente. 





Sea A=(1,;7,57,;"-57,) un conjunto de vectores tal que para algún i=1,2,..., 1: 7, =0, 
entonces se tiene. 
07, +07, +07, +--+0,9,+...+07, =0>0,7,=0. 

Y como Y,=0, no necesariamente a,= 0 (por ejemplo a.= 1, 

Por lo tanto, A es linealmente dependiente. 
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Propiedad 3: Un conjunto de vectores A= (Y, ;V,;V,;"""31_)es linealmente dependiente 


Ea 


si, y sólo si, algún vector de A es combinación lineal de los vectores restantes. 





Debemos demostrar que: 

Condición necesaria: (=>) Si A = (1, ;V,;7,;-*"57,) es linealmente dependiente, enton- 
ces existe un vector de A (por lo menos uno) que es combinación lineal de los vectores 
restantes. 

Sea A=([P,;7,57,5"""37, ) un conjunto linealmente dependiente; por lo tanto, existe 
i(i=1,2,..., 1) tal que a, #0, verificándose que: 4,7, +0,7,+0,9,++0,7,=0 (1). Sin 
pérdida de generalidad, podemos suponer que ,=4.,, (si no fuera ¿= 1 podríamos reorde- 
narlos convenientemente). Entonces, a partir de (1), 9,7, =-(0,7, +0,7, +:+0,7, ) 


Siá le al E a 
Luego, como 4,+0,30,*:9, =| -2 9,4] -—2 [9 ++] -— [5, 
a, a, a, 


Por lo tanto, Y, € A es combinación lineal de los vectores (7,;Y,;*=*5 7, ). 


Condición 


Condición suficiente: (+=) Si un vector de A es combinación lineal de los restantes vecto- 
res, entonces A=(7,;7,;7,3"""37, ) es linealmente dependiente, 

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que Y, € A es combinación lineal de los vec- 
tores (7, ; V,;"="3 1, (si este no fuera el caso los reordenamos convenientemente), entonces 
T =b, +B P, ttp T > BO, + PO, +0 0 +B,0,-7,=0 

Luego, existe un escalar no nulo $, = 1 (donde f, es el escalar que acompaña a v,). 

Por lo tanto, A=14,;V,;V,5'*-3P,) es linealmente dependiente. 


Propiedad 4: Un conjunto de vectores A=(%,;V,;7,5"""57,) es linealmente indepen- 
diente si, y sólo si, ningún vector de A es combinación lineal de los vectores restantes. 





Se deja la demostración como ejercicio para el lector. Sugerencia: utilizar la propiedad 3. 


Propiedad 5: Si A=[W,;V,;V,5"""57,) es linealmente independiente, entonces todo sub- 
conjunto no vacío de A es linealmente independiente. 





Sea B=(0,5,V,53V, CA. 
Diferenciemos en dos casos: 


1. Sik=nla hipótesis se cumple trivialmente. 

2. Sil<k< mn entonces, suponiendo que B es un conjunto linealmente dependiente, 
existen escalares no todos nulos tales que: 
aÑ ta T, +t +07, =0, 
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Luego, considerando que %,,, = %,,, =""*=02, =0, se tiene 
aV, +a, Hota HOW, +0W,, + "+0, =0, 


n 
En consecuencia, Nay, =0 siendo los a, no todos nulos. 
i=} 
Esto contradice la hipótesis de que A es linealmente independiente. Por lo tanto, B es 
linealmente independiente. 


Observación: Proponemos al lector demostrar que la recíproca de la propiedad ante- 
rior es falsa, 


binación lineal es única. 





Sean We V y A=[%,57,5%,5*"37, ) un conjunto linealmente independiente, 
Supongamos que existen dos combinaciones lineales distintas del vector 7: 
a n 

v=Y ar, y 5=Y BN, 
i=l i=l 


n D, 
Entonces, Y a, m Y 87, 


i= i=l 
n j aa n z 
Luego, operando se obtiene Y a;7, -X p7, =0= Y (a, -B,)7,=0 
i=l is] ial 
Pero como el conjunto A es linealmente independiente, sucede que la combinación 
lineal que expresa al vector nulo es únicamente la solución trivial, por lo tanto: 
Viel1;2;3-1):0,-P,=0>0,= 8, 
En consecuencia, no existen dos combinaciones lineales distintas del vector 7, sino 
que la combinación lineal es única. 


A continuación se muestran ejemplos de conjuntos de vectores linealmente indepen- 
dientes o dependientes. 


Ejemplo 40 ¿El conjunto de vectores C=([x"+2x;-3x”—6x) del espacio vectorial (P,;+;R;-) es 
linealmente independiente o dependiente? 

En este caso, advierta que los polinomios son múltiplos: —3(x? +2x)=3x? —6x, por 
lo tanto, se cumple la propiedad 3. Esto basta para afirmar que el conjunto es linealmen- 
te dependiente. 

De modo similar, verifiquemos analíiticamente: 


a (x*+2x)+0,(3x?-6x)=0x* +0x+0 


a, +30,=0 
20,60, =0 
Va, €R, Por lo tanto, el conjunto C es linealmente dependiente. 


Resolvemos la ecuación vectorial para obtener , donde a, =-3a, 
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Ejemplo 41 Para el espacio vectorial (R?*;+;R; -), consideremos el siguiente conjunto de matrices: 


ENE 


Investigar si existen valores de k e R para los cuales A resulta linealmente indepen- 
diente, 


Solución 
Debemos investigar qué valores de k e R implican que la única forma de expresar a 
la matriz nula como combinación lineal de las matrices del conjunto A es la solución 


trivial: 
E CI Ara [E A L 
lr la H e a s kl loo 


Resolvemos las operaciones entre matrices y aplicamos el concepto de igualdad para 
obtener el sistema de ecuaciones lineales: 
0a, +30, +ka,+ka,=0 
ka, +0, +00, +ka, =0 
ka, +0,+00,+30, =0 


(0 


ka, +ka,+2a,+ka,=0 


Veamos que (1) es un sistema de cuatro ecuaciones lineales con cuatro incógnitas y 
además homogéneo. Entonces el conjunto de matrices será linealmente independiente 
si el sistema de ecuaciones (I) es compatible determinado; esto sucede si el determinan- 
te de la matriz de coeficientes es no nulo. 

Entonces, 


+04 k -4k -3k +18kx+ 0 k € [-2;0; 3) 


Por lo tanto, el conjunto de matrices A es linealmente independiente si, y sólo si, 
ke [2;0;3). 





Ejercicio 8-14 

Sea A=(8;7;%]. un conjunto linealmente independiente de un espacio vectorial, Anali- 
zar si el conjunto de vectores que se define en cada caso es linealmente independiente o 
dependiente. 


a) A ={20;30; 40). 
b) A, =(20:10-3504+9+%). 
) A =(2034+390 7-07). 
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8.1.7 


Ejercicio 8-15 
Considere el espacio vectorial (V; + ;K; -) correspondiente a cada caso para determinar. 


el o los valores de - para los cuales los siguientes conjuntos de vectores son linealmente 
independientes. 


a) A =1((50;05-D). 
b) A, ={(2;k;2);(k;—-1;2);(1;1;1)}. 
c) Aj=[p(x)=x?—la—1:q(x)=kx? —x—kir(x)=-x*+x+Kk). 


















Ejercicio 8-16 


Investigar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar su respuesta en 
cada caso. 


a) Sea el espacio vectorial (R?;+;IR;-). El conjunto de vectores (13734 xV+V Xi) es li- 
nealmente dependiente. T 

b) Sea el espacio vectorial (V; + ;K; -). Si los conjuntos de vectores (4;b) y [4;c) son lineal- 
mente independientes, entonces el conjunto (b;c) es linealmente independiente, 

c) No existe vector ¿e R* tal que el conjunto A =((2; 1; 2); (151; 2); (1; 1; 1); 1) sea lineal- 
mente independiente. 

d) Si AelR”” es simétrica y BeR”"” es antisimétrica, entonces el conjunto de matrices 
[A;B;A*;B*) es linealmente dependiente. 








Base de un espacio vectorial 


El concepto de base de un espacio vectorial es quizás uno de los conceptos centrales de la 
teoría de espacios vectoriales; se sustenta en los conceptos que hemos tratado previamente 
y veremos que basta conocer una base de un espacio vectorial para poder describirlo de 
manera completa. 

Consideremos, por ejemplo, el conjunto de vectores A = [(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)). 

Recordemos que estos vectores se corresponden con la expresión analítica de los ver- 
sores canónicos del espacio R?, 

Observemos: 


a) El conjunto A es linealmente independiente, pues lo constituyen tres vectores no co- 
planares, 

b) El conjunto A es un sistema de generadores del espacio R°, ya que para cualquier vec- 
tor arbitrario T =(u ;u,;u,)€ R° se verifica que: 


ü =u (1; 0; 0)+ u, (0; 1; 0)+u, (0; 0; 1) = (t4 5 t35 t4). 
Los conjuntos de vectores de un espacio vectorial que tienen las características de ser 


linealmente independientes y ser un sistema de generadores resultan fundamentales en la 
teoría de espacios vectoriales, y se denominan bases de un espacio vectorial. 
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Entonces, sea un espacio vectorial (V; + ; K; -) y un conjunto finito de vectores 
B= sees pC. 





le vectores B es una base del espacio vectorial (V; +; K; -) si, y sólo si, se 
guientes condiciones: 0 


a::B és un conjunto linealmente independiente en V. 
b) . Bes un sistema de generadores de V. 





Ejemplo 42 El conjunto B=(x*+x-+1;2x;x—1) es una base del espacio vectorial (P,; +; R; -). 
jemp j P 2 


— Besun sistema de generadores de P,, ya que la combinación lineal 
a(x +x+i)+a (2x)+a,(x-1)=4,x +a x +a 
tiene asociado un sistema de ecuaciones lineales que es compatible determinado, 
independientemente de los valores que adopten los coeficientes del polinomio 
p(x)=a,"+ax+a, 


ad 
— 1 2 
a =A 


1 1 
a, +20,+0,=4, > qe + A 


A, -0a,=468 
1 = Gnad 
$ 9 a; 4, A 


— Bes un conjunto linealmente independiente, pues si consideramos 


a (x +x+1)+a (2x)+a,(x-1)=0x"+0x+0, 
a partir de (1) se deduce que a, =0,=4,=0. 





¿Por qué es importante conocer una base de un espacio vectorial? 
La razón fundamental es que si conocemos una base de un espacio vectorial, todo 


vector del espacio vectorial puede ser expresado a partir de esa base de manera única, tal 
como lo afirma el teorema siguiente. 





Si B=(0,51,57,;"""57,) es una base de un espacio vectorial (V; + ; K; +), entonces todo 
vector Y de V se puede expresar en forma única como Y=0,7,+0,7,+0,7, + "+0,D,. 
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Si B=([V,;7,;7,;"*"37,Jes una base de un espacio vectorial (V; + ; K; -), entonces es un 

sistema de generadores del espacio vectorial y, en consecuencia, todo vector del espacio 

vectorial se puede expresar a través de una combinación lineal de los vectores de B, 
Supongamos que un vector cualquiera del espacio vectorial se puede escribir como: 


5=Y ay, y como 7=Y Br. 


i=j i=l 


n n 
Entonces Y aj, =A B7, 


E r n An n PPn 
Luego, operando se obtiene Y 2,7, - Y B,7, =)= ) (a, -fB,)7,=0 
i=l i=l tal 
Pero como el conjunto B es una base, es linealmente independiente y, en consecuen- 
cia, la combinación lineal que expresa al vector nulo es únicamente la solución trivial; es 
decir, Vie{L 233; snj:a, -p =0>0 = Bf, 
Por lo tanto, no existen dos maneras distintas de expresar al vector Y. 


Ejemplo 43 (I) Cada vector 3 =(u ;u,;u,) e R? se puede representar mediante una única combina- 
ción lineal de los vectores de la base A = {(1; 0; 0); (0; 1; 0}; (0; 0; 1)}, es decir 
F = u, (1; 0; 0) + u, (0; 1; 0) + u, (0; 0; 1) = (u; u3; i). 
Algunos casos son: 


7? = (2; 5; 8) = 2(1; 0; 0)+ 5(0; 1; 0)+ 8(0; 0; 1). 
% = (~3; 0; 1) = —2(1; 0; 0)+0(0; 1; 0) -+ (0; 0; 1). 


Ejemplo 44 Anteriormente comprobamos que el conjunto B={x°+x+]; 2x;x — 1} es una base 
del espacio vectorial (P; + ; R; +). De este ejemplo, se tiene que cada polinomio 
p(x)=a,x* +a,x+a, € P, queda definido de manera única a través de la combinación 


lineal p(x)=a,x* taxta = a(x" sarafa — +a Jeor ~a (x-1) 


Algunos casos son: 


plx)=6x° —8x+10=6(x +x +1)-52x)—-4(x-1) 


glx)=-3x? +5x—2=-3(x + x+ 1+2(2x)- Ux—1) 
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8.1.7.1 Coordenadas de un vector con respecto a una base 


n 
(V;+:K.) y a = 0,Y,+0,V,+0,V, + "+0,7Y, es la expresión que describe 


un vector Ve V en términos de la base B, entonces los escalares 2,50,;0,5:*"30%, del 
cuerpo K se denominan coordenadas del vector Y relativas a la base B. 

En símbolos: e 

Las coordenadas de un vector Y relativas a la base B es el vector 


WM, =(0,50,50,330,) 


Ejemplo 45 Consideremos los dos ejemplos de la página anterior. 
e Las coordenadas de los vectores Y =(2;5; 8) y w=(-3; 0;1) relativas a la base 


A = {(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)) son (Y), =(2;5; 8) y (W), = (-3;0;1). 
« Las coordenadas de los vectores p(x)=6x*-—8x+10 y q(x)=-3x?+5x-2 relativas 


ala base B=1x?+x+1;2x;x—1) son (plx)), =(6;-5;-4) y ao) 





El valor numérico de las coordenadas de un vector relativas a una base de un espacio 
vectorial depende de la base considerada y del orden en que se escriban los vectores en la 
base. Por eso es que se habla de bases ordenadas. 


Ejemplo 46 Si consideramos la base A = [(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)), las coordenadas del vector 
Y = (2; 5; 8) son (7), = (2; 5; 8), pero si consideramos la base 


A' = (0; 1; 0); (0; 0; 1); (1; 0; 0)), las coordenadas del vector 
Y =(2;5; 8) son (4), =(5; 8; 2). 





Otra forma de expresar las coordenadas de un vector relativas a una base de un espacio 
vectorial es por medio de una matriz de R"! que se denomina matriz de coordenadas. 


En símbolos: 

Si B={7; 7; 7; 8} es una base de un espacio vectorial (V; + ; K; -), entonces la 
A; 
a 


2 
matriz de coordenadas de un vector Y relativas a la base B es[7], =| Q, 


a 


n 
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Ejemplo 47 


La notación matricial de las coordenadas de un vector relativas a una base de un es- 
pacio vectorial será empleada en el capítulo 9, cuando se describan las transformaciones 
lineales mediante matrices de coordenadas. 


+  Lamatrizdecoordenadas delvector d = (4;3) relativasalabase B = dd = (1,0); j =(0;1)) 


de R? es [21], = (5) ya que ï = 4(1; 0)+3(0; 1). 


+ Las coordenadas del vector ñ = (4; 3) relativas a la base B*= (4 =(-1; 1);b =(1; D} 
de R? surgen al resolver la ecuación vectorial æ, (~1; 1) + 2, (1; 1) = (4; 3), resultando 


mik 
[äi]; -{ E s 


2 


Figura 8-24 


Este ejemplo nos permite interpretar geométricamente el concepto de coordenadas. 

Observemos que le ubicación de un vector en el espacio no se modifica al cambiar la base del espacio 
sino que, de acuerdo con la base considerada, varía la combinación lineal que lo define. Esto es, cada base 
del espacio vectorial R? nos permite definir un sistema de referencia. Así, el sistema de coordenadas y la base 
producen la misma correspondencia unívoca entre los puntos del espacio bidimensional y los pares ordenados 
de números reales, 

En el espacio RR? la interpretación es análoga. 





Si consideramos las bases propuestas para el espacio vectorial R? en el ejemplo an- 
terior, observaremos que resulta más sencillo encontrar las coordenadas de los vectores 
de este espacio relativas a la base B que a través de los vectores de la base B', ya que en el 
primer caso los escalares que intervienen en la combinación lineal coinciden con las com- 
ponentes del vector. E 
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Este suceso no es exclusivo del espacio vectorial ¡R?, sino que en todo espacio vectorial 


existe este tipo de base sencilla y se denomina base estándar o canónica, denotada usual- 
mente con la letra E. 


Propiedad 7: Sea B=(V,;V,;""*31,) una base del espacio vectorial (V; +;R;»), sean U y 
w dos vectores del espacio vectorial, á 
Entonces, 


[aŭ + Bw], = 08], + Blw], Va, PeR. 





Sean Y y w expresados en función de la base B: 


ü=a p tap teta V, 

W=bV, +b,D, +: +b,V, 
Entonces, 

07+fw=ala Y, +0,, + +07, )+P(0,9, +b,D, + +b,D,) 
Luego, 

aú+Bw=(aa, + Bb,)7, +(a.a, + Bb,)7, + +(aa, + Bb,J7, 


Por lo tanto, por definición de coordenadas, 
aa, + fb, 
ga, + Bb 
piepie] tP 


aa, + pb, 


Luego, por definición de operaciones en R”, 


aa, + Bb, a; b, 
b b 

(06+ pm], =| tA [zal |, 81% | apa, + 800, 
aa, + Bb, a, b, 


Propiedad 8: Sean B= {7; 7,; e; 7} una base del espacio vectorial 

(V;+;R;>) y (4, 54,5-""58,) la colección de vectores de V, 
Entonces la colección (1, ;84,;""*38,) es linealmente independiente en V si, y sólo si, 
¿[a 1,512,155 [0,],) es linealmente independiente en R”*, 


EN 


g 





$ Sm Irati "RSS i 


AIETAN 


(=>) Debemos demostrar que 
a [3%], +0,[8,], + +0,[%,], =0,,, implica que a, =0(coni=1, 2, k) 
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Entonces, por la propiedad 7, se tiene 
0 (4,1, +0,[2,1, + +0,(4, 1, =le 4, +04, + "+0,4,),=0,. 


Y como (4, ;08,5---5 u,) es linealmente independiente en V, necesariamente 
Qa =0, == =g, =O., 

Por lo tanto, {% lp; [2]; Z ]p} es linealmente independiente en R™!, 

(<=) Está demostración sigue un razonamiento análogo al anterior y se deja como 
ejercicio para el lector. 


8.1.7.1.1 Matriz de cambio de base 


Sea (V;+;R;-) un espacio vectorial de dimensión finita n; sean B=(4,54,5"58,) y 
B'=1v,;7,5--"34,) dos bases cualesquiera del espacio vectorial V, y sea un vector we V, 

El problema que se plantea es el siguiente: 

Si se cambia la base del espacio vectorial V de la base B, que llamamos base vieja, a la 
base B’, denominada base nueva, y siendo conocidas las coordenadas del vector W relativas 
a la base vieja B,[w],, ¿es posible encontrar las coordenadas de w relativas a la base nueva 
B’ [w]? 

Para responder esta interrogante supongamos, por simplicidad, el espacio vectorial 
(R*;+R;-) ylas bases B= {i;i} y B'={7; 7}. 

Conocidas las bases B y B”, de inmediato se conocen las coordenadas de los vectores de 
la base vieja con respecto a la base nueva, es decir, 


i, 
Por lo tanto, < _ 
u 


y 


il 
a 3 


+b% 
á 0 
FE 
nea = k, m 
Consideremos ahora un vector WeR” y sean [w], = k (II) las coordenadas de w 


relativas a la base vieja, es decir, W=X 4, +k,8,. (ID 
Para encontrar las coordenadas de w en la base nueva, teemplazamos (1) en (IH): 
%=k (a%, +b9,)+k, (07, +d7,) 


Y resolviendo, W=(k,a+k,c)1, +(k b+k,d)P, 
De modo que las coordenadas de w relativas a la base nueva son: 


y (karke k 
e 


Y por (11) en (IV) se tiene: 


w[i e v) 


Ejemplo 48 
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a b 
En la ecuación matricial (V), la matriz a se denomina matriz de cambio de base 
E 


o de pasaje de la base B a la base B’, y se denota mediante P, p- 
Observemos que la matriz P, ,pŢ tiene por columnas las coordenadas de los vectores 
de la base vieja expresadas en la base nueva, es decir, 


a b D i 
Th i) Ge i Bl) 
Generalicemos: 


Sise cambia la base de un espacio vectorial (V; +R; ») de cierta base B= [it 54) E 
a otra base B"=(1,;7,5:="39,), las coordenadas de cualquier vector % e V en la base 

B, que denotamos con [1],, se relacionan con sus coordenadas en la base B, llama- 
das [W],,, por medio de la ecuación matricial: 


(9), = Poy 19] 


donde las columnas de la matriz P, p son SA matrices de coordenadas de los vecto- 


res de la base vieja B relativas a la base nueva B, es dean da 


Bos), E Bh 






A 





J La columna h, está onada porli las mAs respecto O 
de la base nueva E. del vector i, de la base vieja B., i 





La matriz B an se e denomina matriz de pasaje o cambio de base de l base B: a la 
base B’... pohe U 


En el espacio vectorial (R?;+R; -), sean las bases A = {(1; 1); (—1; 1)} y la base 
E ={(1;0);(0;1)} (base canónica). 


a) Encontrar la matriz de pasaje de la base E a la base A. 
b) Expresar la fórmula de cambio de base de la base E a la base A, 


c) Encontrar las coordenadas del vector. w=(2;5) con respecto a la base A aplicando 


la matriz de pasaje calculada en el ítem a). 


Solución 
a) Para determinar la matriz de pasaje P., debemos encontrar las coordenadas de 


los vectores de la base vieja E relativas a la base nueva B. 
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Entonces, por definición de coordenadas, 


a, (11)+0,(-11)= (0) 
a,(1;1)+a,(-11)=(0;1) 


Operamos en cada igualdad y surgen los sistemas de ecuaciones lineales 


a, -a,=1 a,-a,=0 
a +a,=0 e & ta,=l1 


los cuales resolvemos de manera conjunta aplicando el método de Gauss-Jordan: 
LL ATERA i -1$ 1:0 
I tkali g R R lo 23-131 Ta 
. ` ty ~ . n . ey +t 

R, R, +R, 


Reik 


Y resulta que 


[(1,0)), = y [(0;D], = 


1 
2 
i 
2 


Por lo tanto, la matriz de pasaje de la base canónica E a la base A es P., = 


Del ítem a), la fórmula de cambio de base de las coordenadas del vector w =(w,; w,) 
de la base vieja E a la base nueva A es: 


[ww = 


[(w w); (*) 


Nje N þe 


Para encontrar [(2;5)],, debemos aplicar la fórmula de cambio de base expresa- 
da en (*) pero, previamente, es necesario determinar las coordenadas del vector 
w=(2;5) en la base E, es decir, 


2 


a,(1,0)+a,(0,1)=(2,5) => a a a (3) | 
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Luego, aplicames (*) 


[055)1, = | = [055], = 


7 3 4 10 
Verifi =L D+- = =; l= (2; 5). 
erificamos si m ) r (25) 


En la figura 8-25 observamos que el vector w= (2; 5) no modifica su posición en el 
plano al cambiar la base del espacio vectorial si se modifican sus coordenadas, porque 
un cambio de base implica un cambio de sistema de referencia. 


Figura 8-25 


(50 21,0) 





Propiedad 9: Sean un espacio vectorial (V; +;R; -) y las bases 
B=(U 0,5 30, )y B =(0 30,557). 
Entonces la matriz de pasaje Pop es una matriz no singular, es decir que admite 
inversa. 





cuencia, las n columnas de la matriz P,__,,, son linealmente independientes. 
Así, P(Pa..)=n y admite inversa. 
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Ejemplo 49 Sea E=((450)(0:1)) y A=((1,1) 1D) dos bases de (R?;+;R;-), el determinante de 


la matriz de pasaje P}, = no es cero, esto implica que es una matriz de rango 


dos y, por lo tanto, es invertible. 





Propiedad 10: Sean un espacio vectorial (V; +;R;+) y las bases 
B=fü;i; st y B =s) 
La matriz (P,.,,.)” es la matriz de pasaje de la base B’ a la base B, es decir, 
(Poop y” =P, BB" i 
Y, por lo tanto, si [W]; = P ,y.[],, entonces [%], =(P,_¿,) [9], siendo Pa_,g Y Po..p 
Tlm ann 
P 


BB 


inversas entre sí, 







RT ERA 


Por la propiedad (9), P,_. ,., admite inversa; entonces, en la fórmula de cambio de base 
(de la base vieja B a la nueva B”) [W],. = P,_,, (4), multiplicamos miembro a miembro a la 
izquierda por (P, p)", en consecuencia 


(Pos 5 [W] = (Pror ra zp Pla 
=] „y, (Matriz Identidad) 


ES 


Por lo tanto, [w]; = (Pp) Ply = Praal] 


Ejemplo 50 Consideremos nuevamente la matriz de pasaje del ejemplo 49, 


1 

2 L= 
Si Paa = : , entonces (P,_,)” ak = Bp 
2 
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8.1.7.2 Bases canónicas 


En la tabla siguiente se muestran las bases canónicas de algunos espacios vectoriales. 


Espacio vectorial Base canónica 


(7, =(1;0); 7, =(0;1) 


eE JEY 
CEE a a 


0 0 


mxn elementos 









Sean A=(%,57,;7,5"""57,) un sistema de generadores del espacio vectorial (V;+;K;») y 
(A ;1,58,5-"54,) un conjunto linealmente independiente, entonces s< r. 





Para probar el teorema demostraremos que todo conjunto con más de r vectores es lineal- 
mente dependiente. ; 
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Como A es un sistema de generadores de V, entonces todos los vectores de W son; 
combinación lineal de los vectores de A: 


Para demostrar que W es linealmente dependiente, debemos probar que existen esca. 
lares f y b; B, no todos nulos tales que 


pw +p w ++p =D. 


qi) 


Reemplazamos (I) en (11) y operamos para obtener: 
(B,%, +B,%, ++p, aa) + 
+HB,0,, +B,0,, + "*+B,Q,,)7, + 
+0 +(B,0,+B,0,, ++B,0,)7, =0 


Luego, 


$2, +B ¿a tt pity =0 
Pitat hian t+ ba =0 (ID 


B,2,, +p + "+Ba, =0 


El sistema de ecuaciones lineales (IH) es homogéneo, con r ecuaciones y k in- 
cógnitas 2, (1<i<k), siendo k > r; por lo tanto, admite solución no trivial. Esto es, 
31/P,*0coni=1,2,...k. 


Por lo tanto, W es linealmente dependiente. 
Partimos del teorema 2 para deducir un corolario que caracteriza a las bases de un 
espacio vectorial. 


Corolario 


SeanA=[0,57,0,531,) y B=19, 37,57, 5"-"37,) dos bases del espacio vectorial (V;+; K;»). 
entonces A y B tienen la misma cantidad de vectores. 


Es decir, r = k. 





Si A es una base de (V;+; K;-), entonces es un sistema de generadores, y si B es una base 
de (V; +; K;-), entonces es linealmente independiente. Por lo tanto, a partir del teorema 
se tiene quek<r. (1) 
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Por otra parte, si B es una base de (V; +; K;:), entonces tenemos un sistema de gene- 
radores, y si A es una base de (V;+;XK;.), entonces es linealmente independiente. Por lo 
tanto, del teorema se obtiene quer<k. (1) 

De (I) y (IT) podemos concluir que r = k. 


8.1.7.3 Base de un subespacio vectorial 


Sabemos que los subespacios vectoriales de un espacio vectorial son espacios vectoria- 
les, por lo tanto podemos preguntarnos: ¿cómo determinar una base de un subespacio 
vectorial? 

Por ejemplo: 


Ejemplo 51 Sea el espacio vectorial (R*;+;R;»). Determinar una base del subespacio vectorial 


S=((x; y;z)eR?*/x-y—z=0). 


Solución 


Para determinar una base del subespacio vectorial S necesitamos, por definición de base, 
encontrar un conjunto de vectores que sea linealmente independiente y un sistema de 
generadores del subespacio S. 

Una forma de encontrar este conjunto consiste en considerar un vector genérico del 
subespacio vectorial y lograr expresarlo como combinación lineal de vectores lineal- 
mente independientes. 

Entonces: 

Sea U=(xy3zeS=x-y-z=0 (por definición del subespacio vectorial S). 
Luego X= y+2, por lo tanto ¿=(y+2; y;z)€S. 

Entonces Vy,z e lK: 


ú=(y+2yzeS>ú=(y 1 0)+(230;2) > ú= Y (1;1;0)+ Z 0D. (D 
Nannaa paan 


acier vector esla vector 


Observemos que (I) muestra que los vectores (1;1;0) y ;0;1) generan, por combi- 
nación lineal, a los vectores del subespacio S; por lo tanto, el conjunto ((1; 1; 0); (1; 0;1)) 
es un sistema de generadores del subespacio. 

Además, es evidente que son vectores linealmente independientes (la verificación se 
deja a cargo del lector). 

En consecuencia, una base de S es B=[(1; 1; 0); (1; 0; DL 


Ejemplo 52 Determinar una base del subespacio vectorial W=(p(x)eP, / a, =a, +a,) 


Solución 
Consideramos a p(x)=a,x*+a,x+a, e W 
Entonces, por definición de W, p(x)=(a,+a,)x"+ax+a, 
Operamos y agrupamos en función de los coeficientes del polinomio, y tenemos que 
p(x)=(a x° +a x)+ (ax +a = plx)= a (x° +x)+ a, (x°+1) 
aa S G Nai 


escalar vector escalar vector 
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Mediante este proceso queda expresado cualquier vector del subespacio W como ` a 
combinación lineal de los vectores (x° + x) y (x? +1); por lo tanto, estos vectores definen 
un sistema de generadores W, además, son linealmente independientes pues no son 


múltiplos. 
Entonces, el conjunto B = {x° +x; x° +1} es una base de W., 





Ejercicio 8-17 
Considere el espacio vectorial (V;+; K;-) correspondiente a cada caso para comprobar 
que los conjuntos que se ofrecen son una base. 


a) B=1(4;4)(2;2)) 


b) B=1(1;1;2);(1;-2; 2); (0; 2;3)) 
c) B=((1;130; 4); (2; 0; 0; 2); (0; 0; 0;1); (0; 151; 0) 


a gp- NA o foa fo o ofo o 
) No 1 1Jlo o oMl1 1 11 110 o 1flo 00 


e) B=ilix+li(x+D*(x+07) 








Ejercicio 8-18 
En cada caso, encuentre el vector de coordenadas del vector que se enuncia, con respecto a 
la base canónica y a las bases enunciadas en el ejercicio 8-17. 


a) v=(1,0)eR? 
b) ?=(1:1,2)eR? 
c) v=(0;0;0;0)8R* 
d) mo , Jer”. 
0 0 0 
e)  p(x)=2x+1donde p(x)eP, 


7 
y 


Ejercicio 8-19 
Determinar una base para los subespacios: 


a) W=((w,;w)eR? /3w, +2w, =0). 

b) W=1(w;w,5w,)ER? /2w, +4w, —6w, =0). 

c) W=((w,5w,;w,)ER? /2w, +4w, —-6w, =0. 3w, +15w, =0). 

d) W=((w;w,;3w,3)ER*/2w, +4w, —6w, =03w, +w, +4w, =05w, +5w, — 2w, =0). 


1 f 
e) A | Ji 
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E 0-2 
f W=¿XER*"/N-1 1 3|X=0A0€R” 
0.1 5 


D) W=!lp0)eR/a,=a,=4,). 
h) W=1p)eP /a,=a,=a, =4,). 






-Importante eda 
- Sea a (V; 4K; rè un espacio Tetona 
=pl subespacio trivial Oe carece de deseos 







8.1.8 Dimensión de un espacio vectorial 


¿Cuántos vectores tiene cualquier base del espacio vectorial (R*;+;IR;-)? ¿Cuántos vecto- 
res tienen las bases del espacio vectorial (R?;+R; 3)? 

Para contestar las preguntas anteriores basta con revisar los ejemplos dados cuando se 
trató el concepto de base de un espacio vectorial. 

Cualquier conjunto de vectores que sea una base del espacio vectorial (R?;+;R;-) 
tiene exactamente dos vectores, 

Cualquier conjunto de vectores que sea una base del espacio vectorial (R°; +;R;-) 
tiene exactamente tres vectores. 

Además, se probó que dos bases cualesquiera de un espacio vectorial tienen la misma 
cantidad de vectores, 






` Esta cantidad de vectores se denomina dimensión del espaċio vectorial. = = 0 5] 


“Sean (Y +K 4 Du un espacio vectorial y A= A --37,) una base cualquiera con 





importante 
En el caso de V = (0), convendremos en que la dimensión es cero: Dim((0))= 
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Las dimensiones de los espacios vectoriales, cuyas bases canónicas hemos definido 
anteriormente, son: 


(5, =(1:0); 9, =(0;1)) | 2 7 


(5, =(150;0);7, =(0;1,0); 7, =(0;0;1)} 







Espacio 
vectorial 


















Tr? 
Ri 
pR" 
P, 
P, 
P, 
P, 
P, 






{7, = (1; 0; 0; 0); 7, = (0; 1; 0; 0); 7, = (0; 0; 1; 0); 7, = (0; 0; 0; 1)} 





et 
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mxn elementos 


Los espacios vectoriales anteriores se denominan de dimensión finita. 

Se dice que un espacio vectorial, distinto del espacio vectorial (0), es de dimensión: 
finita si toda base del mismo consta de una cantidad finita de elementos. 

Si no es así, se afirma que el espacio vectorial es de dimensión infinita. 

Escapa a los propósitos de este libro el tratamiento de espacios vectoriales de dimen= 
sión infinita; algunos ejemplos de espacios vectoriales con dimensión infinita son: 


— (P;+;R;-) donde P son todos los polinomios de cualquier grado, incluido el polino= 
mio nulo. i 
— (F(R}+R;-)donde F(R) son las funciones continuas en R. 
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Ejemplo 53 Sean los subespacios vectoriales 
S, =[AER” /a, +4, +9, +8, =0)yS, =[AER”” /-a, +4, -4, +4, =0) 


Encontrar una base y la dimensión del subespacio intersección. 


Solución 
En la sección Intersección de subespacios, se determinó que la intersección de los sub- 


espacios dados es 
À a 2x2 
S NAS, = EeER™ /AeRaaeR 
-À -a 
Luego 


eei el 


Entonces 


1g 1 
s= Me |! es un sistema de generadores del subespacio S, MS,, y 


-1 0)10 —1 


una matriz no es múltiplo escalar de la otra, por lo cual concluimos que es un conjunto 
linealmente independiente, 


1 01f0 1 
En consecuencia, B= ( j AH J} es una base de 5, MS, y, por lo tanto, 


Dim(S, NS)=2, 





Ejercicio 8-20 


En cada caso, encontrar el espacio generado por el conjunto de vectores que se propone. 
Además, determinar una base y la dimensión. 


a) S, = {(3;1; 3); (4; 0; 1); (l;—1; 4) (4; 0; 4)} 
b) S, ={(7; 14) (5; 2); (12; 16)} 

c) S = {(4; 2; 4) (0; 2; 2)} 

d Sebra 


os IC) 





496 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


8.1.9 


Ejercicio 8-21 


Sea el conjunto de vectores (8 =(1;13 k);7 =(-1:-4*;—k); %= (1; 1; h)) 


a) Determinar para qué valores dekeR y heRR el conjunto es linealmente independien- 
te. 

b) Encontrar un valor para ke R y un valor para h € R para los cuales el subespacio ge- 
nerado por el conjunto tenga dimensión dos, Determinar la ecuación del mencionado 
espacio, 








Teorema de extensión a una base 





Sea (V;+; K;-) un espacio vectorial de dimensión finita, Dim(V,)=1, y sea (9,5V,;--- 7} 


un conjunto propio linealmente independiente. Entonces existen vectores Y,,, 3% 
tales que (Y,57,5-3 7 5V,,57,,,537, ) es una base. 


5+2? , Ya 


El teorema enunciado garantiza que todo conjunto linealmente independiente puede com- 
pletarse hasta formar una base del espacio vectorial. 





1, Si (7,57,;"-"37,) es linealmente independiente y [7,;7,;***37,) es un sistema de gene- 
radores de V, entonces (7, ;7,5---37,) es una base de V; es decir, s = n con lo cual queda 
demostrado el teorema. 

2. Si {77,7} es linealmente independiente y no es un sistema de generadores de V, 
sabemos que existe un vector ¥ €V que no es combinación lineal de {7,; 7 es 7} 
Debemos probar que (7, ;7,;""*3V,57,,,) es linealmente independiente. 

Entonces, 
Q7+a7 + +a7+89,=0 (0 


s+ 


Pero hemos supuesto que no es combinación lineal, por lo tanto 6 =0. 

Luego (Y, 5V,5"*"37,57,,,) es linealmente independiente. 

En consecuencia, podemos afirmar que si (Y, ; V,;"*"57,) es linealmente independiente. 
y no es un sistema de generadores, existe un vector 7,,, € V que no es combinación lineal 
de (0,59,5 39, ) y (9,59,5--"51,57,,,) es linealmente independiente. 

Por lo tanto, si (9,5V,5*""3W, 57 ,,) fuera uñ sistema de generadores de V, entonces 
sería una base y el teorema quedando demostrado. 

Si [PPTP a} no es un sistema de generadores de V, existirá un 7, €V tal 
que {77T aTa} es linealmente independiente; y si fuera sistema de generado- 
res sería una base. Si no lo fuera, se repite el proceso. 


Capítulo 8 Espacios vectoriales 497 


Luego, por definición de espacio vectorial de dimensión finita, existe un conjunto 
finito de n generadores y además, por el teorema 2, si un conjunto es linealmente indepen- 
diente no puede tener más de n vectores. 

Por lo tanto, cualquier conjunto de vectores linealmente independiente puede exten- 
derse a una base del espacio vectorial. 


Ejemplo 54 Sean (R°; +R;-) yel conjunto A= {5 = (1; 0; 1}; b =(0;1;1)} linealmente independiente 
en R?. 


a) Determinar un vector  <R? tal que AU {i} sea una base de (R’; +; R; -). 

b) ¿Cuáles son todos los vectores €R’ que se pueden considerar de modo tal que 
AU Ţ{Ū} sea una base de (R’;+4;R;)? 

Solución . 

a) Por tratarse del espacio vectorial (R?;+;R;-), cumpliremos con lo solicitado si de- 
terminamos un vector que no sea coplanar con los vectores del conjunto A. Un 


vector posible es ¿=(0;0;5), tal como lo prueba el resultado del producto mixto 
entre estos tres vectores: 


1 0 1 
ā(bxīā)=|0 1 1|=5#0 
0.0 5 
Basándonos en la respuesta anterior, tendremos que AU {Ū = (u ;u,;u,)} es lineal- 


'mente independiente ++4-(bxu)%0. 
Entonces: 


1 0 1 
a (bxb)=[0 1 


1|=u, —-4, -4 0 


Porlo tanto, AU (1) es una base de (R?+RR;-) si 3 e[(4,54,54,)€R? /u, —u,—4, =0) 





8.1.10 Corolario 


Al tener en cuenta las propiedades y los teoremas demostrados en el contexto de los con- 
ceptos de base y dimensión de un espacio vectorial, surge el siguiente corolario: 


Sea (V; +; K;-) un espacio vectorial de dimensión finita, Dim(V, )=1n, entonces: 


1. Todo conjunto linealmente independiente de n vectores es una base. 
Todo sistema de generadores de n vectores es una base. 


La demostración de este corolario se deja como ejercicio para el lector. 
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8.1.11 Teorema de la dimensión de la suma 
de subespacios vectoriales 





Sea (V;+; K;») un espacio vectorial de dimensión finita, Dim(V,) =n, y sean W, y W, dos 
subespacios de V,. 

Entonces, Dim(W, +W,)= Dim(W, ) + Dim(W, ) — Dim(W, AW,) 

En particular, si W, nW, =(0)> Dim(W, +W,)= Dim(W, j+ Dim(W, ) 





Si la diusia de V, es finita, entonces las dimensiones de W, y W, son finitas. 
Porllo tanto, W, A W, + {Ù} tiene una base finita [7 P; e; 7) que es parte « de una base 
de W¡:(0,V,5*="3V,50,58,5"58,,) y parte de una base de W,:(0,5V,537,5W,5W,5-"3W0,). > 
Vemos que el subespacio W, +W, es generado por M vectores 
OO PS DW, Wh 


Puesto que para todo ce(W +W), :¿=4+b (GEW, A beW,) 


Es decir, 
k m k n 
c=) a7, +9 pi tS 0+ y, 
i=l i=l í=] i=l 
aeW, beW, 
PER 


E E, +0,)7, +’ Ü, +2 w, 

i=l 

Por lo tanto, {7 Pes P ihes in W Wes W}. O) es un sistema de genera- 
dores de W, +W,. 

Veamos ahora que este sistema de generadores es linealmente independiente: 

Por ser (I) un sistema de generadores de W, +W,, y como 0e W, +W,, se tiene: 


Sar +$, +Š, =0 


i=] i=l is} 


Esto evidencia que Ey, e W, y como S y, EW, Y y 7, e (W, AW, ); además, 
i=} i=l ii 


como {77e P W Wee w, tes linealmente independiente, 


k n 
si planteamos: Y 2,7, +) y,3, =0 À 
i=l i=] 


entonces: V,e(1,2,...,k):4,50 a VW,€elfL2,... 1 :y,=0 GI) 


Ejemplo 55 
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De (UI) en (II) resulta 
k m 
Luego si platicamos: Y Ap, + 2P ü, =0. 


i=] i=l 

Por ser {F ; P; n T; i} es linealmente independiente, se tiene que 
Vie{l; 2; k}: =0yVie{l; 2; m}: 6, =0 (M) 

Por lo tanto, a partir de (II) y (IMD) queda probado que (1) es linealmente indepen- 
diente. 


-+ 


Luego, 
Dim(W )+Dim(W,)=(k+m)+(k+n)=k+(m+n+k)=Dim(W, AW,)+ Dim(W, +W,) 


Y resulta que: 
Dim(W, +W, )= Dim(W, )+ Dim(w, )- Dim(W, AW, ) 


Siendo 

S=[(y7eR /x=y=z) y S,=[(3y52)eR*/x-y-z=0) 
encontrar: 
a) La intersección de los subespacios, una base y su dimensión, 


b) La suma de los subespacios, una base y su dimensión. 
c) Verificar el teorema de la dimensión de la suma de subespacios. 


Solución 
a) Para determinar el subespacio intersección, planteamos 


=Yy=Z 
eey >3x=y=2=0> 5, MS, =1(0;0;0)) 


| 


x-y-z=0 


Por lo tanto, el subespacio intersección carece de base y Dim(íS, S,)=0, 

¿Se anima el lector a anticipar el resultado utilizando argumentos geométricos? 

En este caso, analíticamente, el subespacio suma estará formado por los vectores 
weR :=ód+7 : es ares, 


Entonces, considerando las bases de los subespacios, se tiene: 


w=a0,(1;131)+0,(;1:0)+0,(10;1) 
A-one] 
ES, DES, 


Resulta evidente que B = (1; 1; 1); (1; 1; 0); (1; 0; 1)) es un sistema de generadores del 
subespacio suma y además contiene tres vectores linealmente independientes, ya 
que por inspección podemos advertir que son vectores no coplanares. 
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Entonces, una base de (S, +S,) es B=((131; 1); (15 1; 0); (50; 1)) y Dim(S, +S,)=3, 
Luego, la suma de los subespacios es un subespacio vectorial de dimensión tres, 
necesariamente, S, +5, =RR?. 

La suma de los subespacios es una suma directa, puesto que S, MS, =((0;0;0)), 


Así, S, OS, =R?. 
Aplicamos el teorema de la dimensión de la suma de subespacios vectoriales 
Dim(S, +S,)= Dim(S,) + Dim(S,)- Dim(S, AS,)>3=1+2-0=>3=3 





Propiedad 11. Si (V;+;K;») es un espacio vectorial de dimensión finita y W es un sub- 
espacio vectorial de V,, entonces la dimensión de W es menor o igual a la dimensión de V, 
Si las dimensiones son iguales, entonces W = V, 

En símbolos; Dim(W) < Dim(V). 


La demostración de esta propiedad se deja como ejercicio para el lector. 

Esta propiedad nos permite saber cuáles son las dimensiones posibles de los sub- 
espacios de un espacio vectorial. Dejamos como tarea para el lector analizar cuáles son 
las dimensiones de los subespacios de los espacios vectoriales (R?;+;R;-), (R’;+;R; >, 
(B;+5R;) y (R;+R;». 


Ejercicio 8-22 

Considere 

1. S, =gení(1; 2; 3)) y S, = gen((1:1:1)). 

2. S, = gení(1; 2; 3)(0; 1; 0)) y S, = gen[(1; 1; 1)) 

3. S, = gení(1; 2; 3); (0; 1; 0)) y S, = ger{(1; 1; 1); (2; L 3)} 


En cada caso, encuentre: 


a) La intersección de los subespacios, una base y su dimensión. 
b) La suma de los subespacios, una base y su dimensión. ¿Es una suma directa? 
c) Verifique el teorema de la dimensión de la suma de subespacios. 
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Ejercicio 8-24 
Resolver las situaciones problemáticas planteadas en la sección Ingeniería y espacios vectoriales, -.. -*;> 





















Ejercicio 8-25 
Siendo (V;-+;IR;-) un espacio vectorial, demostrar que: 


a) VieV:-(-4)=i 
b) VIT,PEV:id+T= +7 =37=1) 
) Vi,ieV:i+ === 









Ejercicio 8- 26. i 
Demostrar que el conjunto w= lajasa, JER’ / G; 1; Dala, Ya -(0; o; e es imat spacio 
del espacio vectorial (R?; +; R; h, Encontrar un conjunto ge sea 1 base re la dimensión de: 

Nota: X producto vectorial. 














pr Ejercicio. 8-27 A | eN 
Determinar si 3 =(1; 2; 4) es E lineal aa cobjimto de vectores s= 52) (0; 
¿Cuánto Sbe valer k € R. pata. que el vector i V= POR k; 3) sea a combinación lineal des s 


















_ Ejercicio 8 8-28 l : e A 
Sean (R%+;R;- Jya conjunt sá X 5 n$ a- -i 49) i; fi- -aha analizar s 









a) Ses lina, independiente LA E 
b) Sesun sistema de penieradorey.` 
c) Ses una base. i "i 


Ejercicio 8-29 e 
Proponer un conjunto € de vectores de P: tR: J tal que, 


a) Genere un espacio de dind cero.: 

b) Genere un espacio de dimensión uno, 

c) Genere un espacio de dimensión dos. 
; a Genere un espacio de dimensión tres, 





En cada caso, justifique su propuesta. 
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Ejercicio 8-30 
Encontrar el valor de ae RR para que se cumplan las siguientes condiciones simultáneamente: 





B= ja =(0; 1; 1); 7, = (4; 0; Zo y, = -(? : ;0; a)! sea una base de (R”;+;R;-), 7, sea perpendicular a Y, y 


el módulo de y, sea uno. 








A IAA IAS A A A E A I a AEAEE A VAAS A E EAA ELAT ATA TAES S DEE I DAS ENEAS SAS DA TSA AON DAEA AN TT E A A NREN VENO VEE ASEAN S NEEE AAN A URV AS ETE AAN N 


Ejercicio 8-31 

Sea (v; +; K ;:) un espacio vectorial, $ 
Demostrar que un conjunto de vectores A=(% ;1,;1,;-"31,] es linealmente independiente si, y sólo si, '.[ 
ningún vector de A es combinación lineal de los vectores restantes. 





ARONA 





En 





ranee A AAEN CA A DA ESAE AEAN P AERE A T A ATE EAE N AAA SA VSE ESEA 








Ejercicio 8-32 . 
Demostrar que si (v; +K; .) es un espacio vectorial de dimensión finita, Dim(V, )=n, entonces: 





1. Todo conjunto linealmente independiente de n vectores es una base. 
2. Todo sistema de generadores de n vectores es una base. 








NAAR S DIAR AN ADAE AN ANPA PAANAN ADEA ON AAAA TE ANTONS IA 





Ejercicio 8-33 
Demostrar que si (V;+; K;-) es un espacio vectorial de dimensión finita y W es un subespacio vectorial 
de V, entonces la dimensión de W es menor o igual a la dimensión de V. Si las dimensiones son iguales, 


entonces W =V., 
En símbolos: Dim(W) < Dim(V). 
























Ejercicio 8-34 
Demostrar que: 


a) Elespacio generado por dos vectores de (R?;+;RR;-) es: el vector nulo, una recta que pasa por el origen `| 
de coordenadas, o el espacio vectorial. Da 
b) El espacio generado por tres vectores de (R?;-+;¡R;-) es: el vector nulo, una recta que pasa por el origen 
de coordenadas, un plano que pasa por el origen, o el espacio vectorial, A 








Ejercicio 8-35 
Sean W un conjunto de vectores del espacio vectorial (V;+;K; +) y Dim(V)=n.. 


Demostrar que si W genera a V, pero no es una base de V, entonces W se puede reducir a una base de 3 
V quitando de W los vectores que sea necesario. 


1 
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Ejercicio 8-36 

Considere lo siguiente: 

1. Sean (P; t;R;-) y los subespacios vectoriales 
S, =gen{x’} y S, = gen(2x +3) 


2. Sean (R”°;+;R;-) y los subespacios vectoriales 


lo opel 


3. Sean (R*;+;R;") y los subespacios vectoriales : 
S, = gení(1; 051; 1); (1,150; 0) y S, = gen((1; 0;0; 0); (0;1;1; 0); (131; 1,1) 
Entonces, encuentre: 


a) La intersección de los subespacios, una base y su dimensión: 
b) La suma de los subespacios, una base y su dimensión. ¿Es una suma directa? 
c) Verifique también el teorema de la dimensión de la $ suma de subespacios. 


PS 








Ejercicio 8-37 

Considere (R*;+;R;-) y los in vectoriales 

Wi =((x y zwst)eR /x-y=z+t=w-=y=t=w=0)y 
W, =((y323w3t)eR /z2=w=t=0) 





Si W es otro subespacio de (RS; +; Ro: ) tal que W, c W E W,, ; qué dimensión tiene w 


Ejercicio 8-38 A | 
Considere (F(R);+;R;») y resuelva lo siguiente: - 


a) Analizar si el conjunto fe"; e"; e™} es linealmente independiente. : ERIE 
b) Mostrar que W ={f e F(R)/ lím f (x)= 00] no es un subespacio vectorial... 





Ejercicio 8-39 E A e Allo LE o ' 
Tenga en cuenta el espacio vectorial dado ysu conjunto kd vectores A, , extienda a a una a base, Y justifique. 









a) Sean ( Pit R; )yA= Ld—x+1; 2% 


) ' 1 2912.80 
b) Sean (R?;+;R;-) yA= dp 
) n( )y ( ‘| É 3 














504 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 















Ejercicio 8-40 | 
Sea S=genfú;?;%] un subespacio del espacio vectorial (V;+; K;»), analizar si (1; 7; w] es una base de, 
en cada caso: 


a) Dim(S)=2. 
b) Dim(S)=3. 


ÓN 














Ejercicio 8-41 
Sean B la base canónica de (R?;+;R;:) y el subespacio W=(W=(w,;w,3w,) e R? /2w, +2w, —w,=0) 
¿Cuáles son las coordenadas de eW relativas a la base B? 














Ejercicio 8-42 
- Sea W un conjunto no vacío del espacio vectorial (V;+; K;») y Dim(V) =n. 
Demostrar que: 
Si We W se puede expresar Como combinación lineal de los demás vectores de W, entonces el conjun 
to W-—([W) y W generan el mismo espacio, 
En símbolos: gen(W)= gen(W —(w). 















Nota: W — {W} significa que del conjunto W se quitó el vector w. aS y k 
Ejercicio 8-43 E 
Sean los subespacios: ps A | i; 
S=gení(;—1; 34); (4*;-1,3) y T =(8=(4 54,54,) € R’ /u +u, =0}. E e 
Encontrar a € R sabiendo que $ = T. pay EA EAS 





Ejercicio 8-44 
k PT a 
Sean B, yB, =[(; oDi l;i; 0) (0; 0; D} dos bases de R; +R; JyP 2 =| 0 -2 Lf. Se pide: 
sii 3 E 


a) Encontrar la base B 
b) Encontrar las coordenadas de $ Y =(1;2;3) relativas a la base B, 


Ejercicio 8-45 . 
Sean B=1(1; 0;-1) (—1:1; 0 1;1)) una base de (R?;+;R;-) y [7], = 3 |. Encontrar el yector Ve R’. 
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Ejercicio 8-46 
Sea el espacio vectorial (V;+1R;-) y sea A =(0,37,37,5**"37, ) una base ordenada de V. Se define 







n 
B= {w ; W, W, W} otra base de V tal que: ADA Se pide: 
jul 


| a) Encontrar la matriz de pasaje P, y 
1 


fi b) Si l = 3 |, calcular [7], 






Ar 






Matrices, sistemas de ecuaciones lineales 
y espacios vectoriales 


8.2.1 Espacio fila y espacio columna, rango de una matriz 


En los capítulos 6, Matrices, y 7, Determinantes, se han tratado operaciones y propiedades 
considerando que una matriz A e R””* puede pensarse como un conjunto de m vectores 
fila o bien un conjunto de n vectores columna. A partir de esta idea formalizaremos con- 
ceptos ya empleados, tales como el estudio de la compatibilidad de un sistema de ecuacio- 
nes y el rango de una matriz. 


odg A a Ay 
Sea Ac R""tal que A=| 2. ? 





Ax d Aa ~e Am 


La matriz A tiene m vectores fila que son n-uplas ordenadas de R", a saber, ` 


7, =(0, dy E 
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Ejemplo 56 


Ejemplo 57 





2.34 
Para la matriz A= O 1 0 |se tiene que sus vectores fila son los vectores de 
E 


Ruñ=(1 2 3 4), n=41 0 1 0O)yxr,;=(0 1 1 0) y sus vectores columna son 
los vectores de R*: 





En la sección anterior demostramos que toda colección de vectores es un sistema de, 
generadores, en consecuencia, trasladando este concepto al contexto de los vectores fila o o 
columna de una matriz, se definen dos espacios asociados a una matriz. : 


> 1 ; > e . 
Para la matriz A = i 9 >) se tiene que los vectores fila delamatrizAson 7; =(1 0 0) 


y 14 0 _ 70 
y =(0 1 0)ylos vectores columna de la matriz A son T, (7) Es -(*) yC, (5) 


El lector puede comprobar que el espacio fila de la matriz A es 
Sp = genír, 7, )= ((x; yz) eR? /z=0); y el espacio columna de la matriz A es 


So = gen fé; i= R? 
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¿Existe alguna relación entre los espacios fila y columna de una matriz? 

En principio podríamos suponer que no, sin embargo, notemos que el subespacio fila 
y el subespacio columna de la matriz A, del ejemplo previo, son de igual dimensión. 

¿Esto sucederá para cualquier matriz? 

La respuesta es afirmativa, pero para comprobarlo necesitamos analizar los siguientes 
teoremas. 





Las operaciones elementales en las filas de una matriz no cambian el espacio fila de dicha 
matriz. 





Sea Ae R””, sean Ñ> P fase P, los m vectores fila de A, y sea B la matriz que se obtiene 
al efectuar una operación elemental en las filas de A. 
Para demostrar el teorema resulta necesario probar que: 


(I) Todo vector en el espacio fila de B pertenece al espacio fila de A. 
(ID Todo vector del espacio fila de A pertenece al espacio fila de B. 


Si esto sucede, entonces es posible concluir que A y B definen al mismo espacio fila. 
Para demostrar (I) analicemos los casos posibles: 


— Sila operación elemental es un intercambio de filas, entonces A y B tienen los mismos 
vectores fila y, por lo tanto, el espacio fila de A y B es el mismo. 
— Sila operación elemental entre las filas es multiplicar la fila por un escalar no nulo o es 


sumar un múltiplo de una fila a otra, entonces los vectores r/; 1/ ;1,;...;7/ de la matriz 


B son combinación lineal de la colección r/;r/';r/s...;7, de la matriz A, y en consecuen- 
cia están en el espacio fila de la matriz A. 
Luego, como en un espacio vectorial la suma y la multiplicación por un escalar son le- 


yes de composición interna, todas las combinaciones lineales de los vectores x 1 5775...3F, 
están en el espacio fila de A. Por lo tanto, todo vector del espacio fila de B está en el espacio 
fila de A. 


Para demostrar (II): 

Tenemos que B se obtiene por aplicar operaciones elementales sobre las filas de A, al 
efectuar la operación elemental inversa sobre las filas de A se obtendrá la matriz B. En con- 
secuencia, empleando el argumento de (1) se deduce que el espacio fila de A está incluido 
en el espacio fila de B. 

Luego, como el espacio fila de B está contenido en el espacio fila de A y viceversa, re- 
sulta lo que se quería demostrar: Las operaciones elementales en las filas de una matriz no 
cambian el espacio fila de dicha matriz. 
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Ejemplo 58 





1 
Encontrar el espacio fila de A=| 2 
3 


Solución 
Para encontrar el espacio fila de A aplicamos el teorema 5. 

Si restamos el doble de la primera fila a la segunda, y restamos el triple de la primera 
fila a la tercera, obtenemos B (una forma escalonada de A): 


L23 
B=|0 0 0 
000 


Por lo tanto, $, = gen{(1; 2; 3)} 


A partir del teorema 5, podríamos suponer que si las operaciones elementales sobre las 
filas de la matriz no modifican el espacio fila de la matriz, entonces tampoco se modifica el 
espacio columna de la matriz. Sin embargo, este supuesto es incorrecto, 

Un contraejemplo está dado por la matriz A del ejemplo anterior. 

Observemos que en la matriz A del ejemplo anterior la segunda y la tercera columnas 
son combinación lineal de la primera columna, por lo tanto el espacio columna de A es 

1 


generado por el vector columna £, =| 2 
3 


Una forma escalonada de A es la matriz B= , en la cual también se tiene 


oo 
DO O $ 
oo 


que las columnas segunda y tercera son combinación lineal de la primera columna, pero el 
1 


espacio columna de B es generado por el vector columna Ẹ =] 0 
0 


Resulta evidente que el espacio columna de la matriz A es distinto al espacio columna 
de B. 

No obstante, aunque las operaciones elementales en las filas de una matriz pueden 
cambiar el' espacio columna, se tiene que las relaciones de independencia o dependencia 
lineal existentes entre los vectores columna de una matriz antes de aplicar una operación 
elemental son invariantes luego de aplicar dicha operación. 

En función de este hecho, surgen los siguientes teoremas que aceptaremos sin demos- 
tración. 
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Si AgR””" yBeR"” son matrices equivalentes por filas, entonces: 


(I) El conjunto de vectores columna de A es linealmente independiente si, y sólo si, el 

conjunto de vectores columna correspondientes de B es linealmente independiente. 

(II) El conjunto de vectores columna de A forma una base para el espacio columna de 

A si, y sólo si, el conjunto de vectores correspondientes de B forma una base para el 
espacio columna de B. 





Ejemplo 59 


Sea BeR”*" una forma escalonada por fila de una matriz Ae R””", entonces los vecto- 
res fila con los números 1 principales forman una base del espacio fila de B y los vectores 
columna con los números 1 principales de los vectores fila forman una base para el espacio 
columna de B. 


¿Cuál es la importancia de los teoremas 5, 6 y 7? 


En principio, un motivo de la importancia de estos teoremas es que ofrecen las herra- 
mientas algebraicas necesarias para determinar las bases de los espacios fila y columna de 
una matriz, tal como se expone en el siguiente ejemplo: 


Encontrar una base del espacio fila y del espacio columna de la matriz 


Solución 
A partir del teorema 5 sabemos que las operaciones elementales no modifican el espacio 
fila de la matriz, por lo tanto, una base del espacio fila queda representada por una base 


de cualquier forma escalonada de la matriz A. 
Una posible forma escalonada de la matriz A, que el lector puede comprobar, es: 


Entonces los vectores fila distintos del vector nulo forman una base del espacio fila 
de la matriz A. 
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Por lo tanto, una base del espacio fila de la matriz A está dada por los vectores fila 
de B: 


A=(1 2 0 0 MZ=(0 0 1 0 -Dyz=(0 0 0 1 0) 


Para encontrar una base del espacio columna de A debemos tener presente que los 
espacios columna de A y B pueden ser distintos. 

Sin embargo, los teoremas 6 y 7 establecen las correspondencias entre estos espa- 
cios. 

Entonces, en la matriz B las columnas primera, tercera y cuarta contienen los núme- 
ros 1 principales; en consecuencia, 


forman una base del espacio de columnas de la matriz B y, por correspondencia, tal 
como se afirma en el teorema 6 (II), los vectores de las columnas primera, tercera y 
cuarta de la matriz A, 


forman una base del espacio de columnas de la matriz A. 





Otro motivo para considerar la importancia de los teoremas 5, 6 y 7 reside en que a 
partir de ellos es posible demostrar el teorema siguiente. 





Sean AeR”” cualquier matriz y S, y S¿los espacios fila y columna de A, respectivamente; 
entonces el espacio fila y el espacio columna de A tienen la misma dimensión, 

En símbolos: 

Sean $, y S, los espacios fila y columna de A, respectivamente, entonces: 


Dim(S,) = Dim(S.). 





NAS 
Sean AeR””" cualquier matriz y S, y S, los espacios fila y columna de A, respectiva- 
mente, 





E 


Ejemplo 60 





8.2.2 
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Sea BER””" una forma escalonada reducida de A, y sean S; y Sí los espacios fila y 
columna de B, respectivamente. 

Entonces, por el teorema 5 se deduce que Dim (S,) = Dim (S;). 

Y por el teorema 6 (II) se tiene Dim (S,) = Dim (S/). 

Por otra parte, a partir del teorema 7, resulta que la dimensión del espacio fila de B es 
el número de vectores diferentes del vector nulo, y la dimensión del espacio columna de 
B es el número de columnas que contienen números 1 como principales. Sin embargo, las 
filas diferentes del vector nulo son las filas con los números 1 principales. Por lo tanto, el 
número de filas con números 1 principales y el número de filas distintas del vector nulo 
es el mismo. En consecuencia, Dim (S;) = Dim (S/.), con lo cual queda probado que, para 
toda Ae R””, Dim(S,)= Dim(S,.). 


En este punto, estamos en condiciones de definir formalmente el rango de una matriz. 


A, 4 
Analizar los posibles valores de rango de A d wo e 


21 Az 
Solución 
Sea S, y S¿ los espacios fila y columna de A, respectivamente. 
Se sabe que p(A) = Dim (S,) = Dim (S,). (D) 
Entonces, como A e R?9,0< Dim(S,)<2 y 0< Dim(S,)<5. 
Sin embargo, por (I), debe suceder que Dirn (S,) = Dim (S,); en consecuencia, 
0 < Dim (S,) = DIM (S,) < min (2; 5). 
Por lo tanto, 0 < p (4) < min (2; 5). 


En general, el rango de una matriz Ae R”” es0< p(4)S minfm;n). 
En particular, el p(A)=05>A=0E€R””, 


Sistemas de ecuaciones y espacios vectoriales 


En general, para referirnos a un sistema de ecuaciones lineales utilizamos la expresión 
matricial AX = B, donde AER”” es la matriz de coeficientes, X e R”” es la matriz de 
incógnitas, y Be R””* es la matriz de términos independientes; esto es: 


A 12 lrt 1 b, 
AX=Be 231 lr 2a X, as b, (1) 
a a a x b 
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Ejemplo 61 


8.2.2.1 





Sin embargo, existe otra notación que surge al considerar a la matriz de coeficientes 
como un conjunto de vectores columna, entonces (1) puede escribirse de la siguiente mas 


fi az Bin b, 

a a a b 

21 22 2n 2 

nera] . 1% e] 10 Pork UN E E 
Az A Ann p 


En forma sintética, Ex, +5,x,+-""+2, x, =b, (D 
donde C,;c,;""*5C, son las columias de la matriz Á y b es el vector columna de la ma 
triz B. 

Observemos que una vez escrito el sistema de ecuaciones en la forma (II) queda expre; 
sado el vector b como una combinación lineal de los vectores £,;2,5-*"3 7, . 

Esta manera de expresar un sistema de ecuaciones lineales evidencia que: 


Propiedad 


Un sistema de ecuaciones lineales AX = B es compatible si, y sólo si, la matriz columna B 
pertenece al espacio columna de la matriz A. 


La demostración de la propiedad enunciada se deja como ejercicio para el lector. 


El lector puede comprobar que el conjunto solución del sistema de ecuaciones lineales 
2 1 1)(x] (2 
1 1 1fxpP4] e x=-2x%=-1lyx=7 
2 2 14%) 10 
Esto significa que el vector columna de términos independientes pertenece al espacio _ 


columna de la matriz de coeficientes: 


2 1 1 2 2 1 Dn (2 
11x+)1]x,+11/x,=|4]2-2] 1] +()) 1]+7/1]=| 4 
2 3 1 0 2) “sp W 





Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos 
y espacios vectoriales 


Recordemos que los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos siempre son compatibles. 
En el caso de ser compatibles determinados, la única solución es la solución denominada 
trivial, y cuando son compatibles indeterminados una de las infinitas soluciones es la so-- 
lución trivial. 

En particular, pensemos en sistemas de ecuaciones lineales homogéneos de dos ecua- - 
ciones y dos i incógnitas. En este tipo de sistemas, cada ecuación representa una recta que: 
pasa por el origen de coordenadas. 


Ejemplo 62 
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x +x,=0 


— En el sistema homogéneo , cada ecuación es una recta que pasa por el 


x -x,=0 
origen de coordenadas y el sistema es compatible determinado (verificarlo); es decir, 
tiene por solución a la solución trivial x, = x, = 0, la cual es, geométricamente, el origen 
de coordenadas. 
2x, -2x,=0 


— En el sistema homogéneo 
x -x,=0 


, cada ecuación es una recta que pasa por 
el origen de coordenadas, observemos que la primera ecuación es el doble de la se- 
gunda ecuación, entonces el sistema es compatible indeterminado (verificarlo); por 
lo tanto, el conjunto solución está formado por pares ordenados tales que x, = x, 
la cual geométricamente es una recta que pasa por el origen de coordenadas. 





A su vez, desde el punto de vista de los espacios vectoriales, el origen de coordenadas 
y las rectas que pasan por el origen de coordenadas son dos de las posibles interpretaciones 
de los subespacios vectoriales de R?. Entonces, basándonos en el ejemplo anterior, pode- 
mos suponer que encontrar la solución de cualquier sistema de ecuaciones lineales homo- 
géneo es determinar la intersección de dos o más subespacios vectoriales y, como ya se ha 
demostrado, la intersección de dos o más subespacios vectoriales es un subespacio. 

Este supuesto es válido. 


Propiedad 


Sea AÑ = O donde AcR”", XeR”" y0eR”*, se tiene que el conjunto solución AŽ = 
0 es un subespacio vectorial de RR", 


El argumento previo es una demostración de la propiedad, sin embargo, comproba- 
remos que el conjunto solución de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo satisface 
las condiciones necesarias y suficientes para que un subconjunto de un espacio vectorial 
sea un subespacio. 






Ene A AS EA 


Consideremos el conjunto W =[X e R" /A-X=0) del espacio vectorial (R”";+;R;-), 
donde AER” y 0eR”“X ER”. 
Entonces 


1. Elvector 0eV está en W, 
04 E RA O = 0a > Op EW 


mxn ~ nxi 


2. La suma en W es ley de composición interna: 
Debemos probar que si t y Y son vectores de W, entonces (4+1) e W. 
Entonces, sean X e W tal que AX. =0.. D 
Y Ksi ew tal que de = Oni (11) 

Entonces, sumando miembro a miembro las igualdades (1) y (11), 


7 — 
Mara + Da dd Oasi 
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Por la propiedad + del producto con respecto a la suma de matrices: 
Bo e + E 45 uni 
Por lo tanto, E, + Xq) EW 

3. El producto de un escalar por un vector en W es ley de composición externa: 
Debemos probar que si a. es cualquier número real y d es cualquier vector de W, en- 


tonces (au) e W. 


Entonces, sean X EW tal que A, X_ =0,,, ()yaeR 
Multiplicamos en (1) miembro a miembro por el escalar y obtenemos 
(a Alain A Sa = Amon NO (aX nxi )= Ds 


Por lo tanto, (aX,,,)e W. 
En consecuencia, W es un subespacio vectorial de R"*!, 


2%, -3x, +%, =0 


Ejemplo 63 Sea el sistema de ecuaciones lineales homogéneo 3-2x, +3x, —x, =0 donde cada ecua- 
4x, -6x, +2x,=0 
ción es un plano que pasa por el origen de coordenadas. Entonces las ecuaciones son 
subespacios vectoriales de R*; el conjunto solución son las ternas (x,;x,;x,)€ R? tales 
que 2x, — 3x, + x, = 0 (comprobarlo), el cual también es un plano que pasa por el 
origen de coordenadas y, por lo tanto, representa la intersección de los subespacios ex- 
presados por cada ecuación. 









Ejemplo 64 









Solución 
Para encontrar el espacio nulo se debe calcular el conjunto solución del sistema de ecua- 
ciones lineales homogéneo cuya matriz de coeficientes es A. 


2x, -3x,+x,=0 
—2x, +3x, —x, =0 
4x, -6x,+2x,=0 


cuyo conjunto solución son las ternas (x,5x,;x,) e R* tales que 2x, — 3x, + x, = 0. 
Bop el espacio nulo de la matriz A es Xx eR [X= (x,,x -ie +3% ¿Jj con 
px, ER, y la nulidad de la matriz A es y(A)=2. 





Planteamos el sistema lineal homogéneo AX = 0, resultando 
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Sea AgcR”” una matriz de n columnas. 

Entonces, el número de columnas de A es igual a la suma del rango de A y la nulidad 
deA. . 

En símbolos: p(A) + n(A) = n. 





Consideremos el sistema lineal homogéneo AX = 0. Este sistema tiene n columnas, en con- 
secuencia, tiene n variables que sabemos se clasifican en principales y libres. Por lo tanto, 
(número de variables principales) + (número de variables libres o parámetros) =1. (1) 

Luego, el número de variables principales es el número de números 1 principales que 
se encuentran en una forma escalonada reducida de A, y éste es el rango de la matriz A. 
Entonces, en (1): 


p(A)+ (número de variables libres o parámetros) = 1. (II) 


Por otra parte, sabemos que la nulidad de A es la dimensión del espacio nulo y que este 
número es la cantidad de variables libres o parámetros. Por lo tanto, en (II): 


p(A) +7(A) =p. 


El teorema 9 nos permite enunciar las siguientes conclusiones. 


Ejemplo 65 La matriz A=|~2 3 -—1|tienerangop (A) = 1 yn = 3 columnas. 
4 6 2 


Entonces, por el teorema 9, p(A)+y(A)=n= 1+ n(A)=3 => 1(4)=2. 

Luego, en un sistema de ecuaciones lineales AX = 0 tiene una variable principal (el 
rango de A) y dos parámetros (la nulidad de A). Dejamos a cargo del lector la compro- 
bación. 





8.2.2.2 Relación entre las soluciones de AX = B y las soluciones 
del sistema AÑ = 0 asociado 


Consideremos las matrices AeR””, XeR”",0eR””, y Be R””, Entonces se tiene 
que: 
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Si X, es una solución del sistema lineal AŽ = B y (5, ;7,;"»»57,) es una base para el espacio 
nulo de A, entonces toda solución de AX = B se puede expresar de la siguiente manera: 


V aa x D y? s.. d 
K=X tat ta P, tta 


Y recíprocamente para cualquier elección de los escalares &,; @,53 Œ,» el vector Xes 
una solución del sistema AX = B. 





Sea el sistema lineal AX = B (1) 

Si X, es una solución fija de (1), se cumple que AX, = l 

Si X. es cualquier solución de (1), se cumple que AX= $ 

Entonces, AX, — —AX=0>A pe XxX) = =() (1D 

A partir de (II) se concluye que (X, — X) es una solución del sistema lineal homogéneo 
AX =0. 

Luego, como T; Y,;"-"37,) es una base del cons solución del sistema AX = Ü, en- 
tonces la solución (X, — X) puede expresarse como combinación lineal de estos vectores, 
Es decir, X-X,=0,7,+0,9, + "+07, 

De la cual, Le X, =q 7 +a, teta, 

Queda así dembeenda: la primera parte del teorema. 

e para t toda elección de los escalares Q,; %,5:*"5 0%, , se tiene que: 

=A(X, +07, +07, + +0 7) => A= (AX,) +a, (AF V) +a (AV) tta (AF). 
Pero AX, =By E “57 ) son soluciones del sistema AX = O, por lo tanto 
=(AX, (4%)+a, e ¿Ha pap oo ¿(47,5 AX = =Ë 
Be 7 

Entonces el e- X es ena solución del sistema AX = Ë. 

Lo cual demuestra la segunda parte del teorema, y éste queda así demostrado por 
completo. 












2x, ~ 2x, =4 
Ejemplo 66 Aplicamos el teorema 9 para definir el conjunto solución del sistema lineal | : , P 
KTRS 


Solución 
Determinamos por inspección una solución particular cualquiera del sistema lineal, por 


: z [4 
ejemplo X, = 3 
2x, -2x,=0 


Luego resolvemos el sistema lineal homogéneo asociado | a? 


y obtenemos que las soluciones son X,, = afi) Va eR (comprobarlo). 
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A partir del teorema 9, el conjunto solución del sistema lineal no homogéneo es 


=- [4 1 
2-[5)+d[) VaeR (1 
De manera geométrica, la igualdad (1) es la traslación de cada elemento del espacio 


solución del sistema lineal homogéneo AX = 0 según el vector X.. 


Espacio solución de 


y 
E A 


Espacio solución de 


Figura 8-26 
AX =0 


x +x,=4 : , Ea , 
es compatible determinado, su única solución es 


El sistema lineal 
x —=x,= 


z) 


El sistema homogéneo asociado, 


Ejemplo 67 


l —, tiene por solución a la solución trivial 


Luego, por el teorema 9, se cumple que X=X, +0 -f 
Xx 


En forma gráfica: 


Figura 8-27 


Espacio solución de 
AX =0 
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Ejemplo 68 Sabiendo que (x,5x,;x,x,)=(a;831-20+38;2+0+B), siendo a, ER, son las so- 
luciones de una sistema lineal AX = B, encontrar el conjunto solución del sistema lineal 
homogéneo asociado. 


Solución _ 
El conjunto solución del sistema lineal AX = B puede escribirse en forma vectorial 
como: 


x a 

„|| £ 

x| |i-20+38] ® 
£, 2+0+8 


Y por definición de combinación lineal, (I) equivale a 


+a + 
apr 


1 


(1) 


= Ww e o 


4 


A partir del teorema 9, (II) es la suma de una solución particular de AX =B y el E 
espacio nulo de A, es decir, o 


R 


w 


0 
0 
1 


RR X 
Las 


m3 


2 


Xy solución particular Solución 
deAX=B AX=0 


Por lo tanto, el conjunto solución del sistema lineal homogéneo asociado AŽ = 0 
es: 


= Yo 





8.2.2.3 Teorema de Rouche-Frobenius 
Demostraremos que las siguientes proposiciones son equivalentes. 
Sean las matrices A eR”,  eR™,yBeR™ : 


k Axs B es compatible, 
2. B pertenece al espacio columna de A. 
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El rango de la matriz de coeficientes A y el rango de la matriz ampliada (A | B) del 
sistema AX = B son iguales. 


Demostraremos que: 


a) (Dec). 
b) 0)(). 


Y, por lo tanto, quedará probado que (1) += (3), 
Entonces, 





(1) > (2): Si AX = B es compatible, entonces B pertenece al espacio columna de A. 
Sean las matrices A e R", X eR" yBeR””*, entonces: 


Gti 12 in 1 b, 
AX PoR Ë Ss 2 ån 2n Xx, a b, (D 
At Anz : An Ka bn 


Donde (D) es equivalente a la expresión matricial €,x, +C,x, +-""+0,x, =b (IT), siendo 
€,+C,5"""3 €, los vectores columna de A y b es el vector columna de la matriz B. 

Por hipótesis, AX = B es compatible; esto es, existe una colección de escalares 
xX; X; = 3x, tales que se verifica (II). 


Por lo tanto, el vector b es combinación lineal de los vectores D; Be Ge 

(2) > (1): Si B pertenece al espacio columna de A, entonces AX = B es compatible, 
Si €; ĉa -5 son las columnas de la matriz A y b es el vector columna de la matriz B, 
como B pertenece al espacio columna de A, se tiene que existe al menos una colección 
de escalares X,5X,5"""5X, tales que C,x, +6,X, + "+C,x, =b. 

Por lo tanto, AX = B es compatible. 





(2) = (3): Si B pertenece al espacio columna de A, entonces el rango de la matriz de 
coeficientes A y el rango de la matriz ampliada (A |B) del sistema AX = B son iguales. 
Consideramos que AX=BE,x, +2,x, +-"+5,x, =b siendo £,;C,5"="3 €, los vectores 
columna de A, y b es el vector columna de la matriz B. 

Por definición de espacio columna de una matriz, los espacios columna de las matrices 
A y (A | B) son generados por las colecciones ([7,;2,5*""30,) y (2,50,5"="3 5,50), respecti- 
vamente. Ml 

Por hipótesis, B pertenece al espacio columna de A, es decir: b es combinación lineal 


una combinación lineal de los vectores ([C,;C,5***3C,) y viceversa, 
Por lo tanto, la dimensión de los espacios columna de las matrices A y (A | B) son igua- 
les, con esto se tiene lo que deseábamos demostrar: p(4) = p(A]B). 
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(3) > (2): Si el rango de la matriz de coeficientes A y el rango de la matriz ampliada 
(A]B) del sistema AX = Bson iguales, entonces B pertenece al espacio columna de A, 

Sea AX = Bez x tE xX, + "+0,x, =b, siendo č; c;c, los vectores columna de A, 
y b es el vector columna de la matriz a 

Consideramos que p(4) = p(A|B) = 

Si p(A) = h, entonces existe algún GN de los vectores columna de A, 
tas Ca: “»3€,), que son una base del espacio columna de A, Supongamos que esta base 
es [CE 55). 

Luego, esta colección también será una base del espacio columna de la matriz (A | B), 
yaquep(A|B) =h 

Por lo tanto, b se puede expresar como una combinación lineal de los vectores 
7) 0) 

Entonces, B pertenece al espacio columna de A. 


Considerando las demostraciones previas, queda entonces probado el teorema de 


Rouche-Frobenius, cuyo enunciado es: 





Un sistema de ecuaciones lineales AX = B es compatible si, y sólo si, el rango de la matriz 
de coeficientes A y el rango de la matriz ampliada (A | B) del sistema AX = B son iguales, 


En símbolos: AX = B es compatible > p(A) = p(A|B). (1) 


Ahora bien, si sucede (1), AX = B puede ser determinado e indeterminado. Demostrare- 
mos que: 


a) 


b) 


Sip(A) = p(A|B) = n = número de variables, entonces AX = B es compatible deter- 
minado. _ 

Sip(A) = p(A|B) < n = número de variables, entonces AX = B es compatible inde- 
terminado. 





Sean las matrices AeR”",X ER”, yBeR””, entonces: 


a) 


b) 


Sea AŽ =B Tx +x, ++i x, =b, con Ee E, como los vectores columna de 
A, y b es el vector piia de la matriz B. 

Ya se probó que si p(A) = p(A[B), el sistema de ecuaciones es compatible, nos resta 
demostrar que bajo la condición p(A) = p(A|B) = n, el sistema es determinado. 
Entonces: 

Si p(A) = p(A]|B) = n, esto significa que las n columnas de A son una base del es- 
pacio columna de A, existe una única colección de escalares x,;x,;"“"x, tal que 
gx tex teig =b; porlo tanto, dicha colección es la única solución del sistema 
lineal de ecuaciones. 

En consecuencia, el sistema AX = B es compatible, determinado. 

Sea AX= Boix, HA tTn, =b, (D) con 7,;c,;**"3 5, como los vectores colum- 
na de A, y bes d vector colors de la matriz B. 
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Supongamos que p(A) = p(A]B) = h< n, entonces: 

Sabemos que si p(A) = p(A]|B), el sistema de ecuaciones es compatible, nos resta de- 

mostrar que bajo la condición enunciada es indeterminado. 

Entonces, si p(A) = h < n, existe algún subconjunto de los vectores columna de A 

(6,5%, 5:**56,) que es una base del espacio columna de A. 

Sin perder generalidad, podemos suponer que esta base es (c,;%,5-*"35,), porlo tanto, 
- los restantes vectores columna de A son combinación lineal de esta colección. 

Entonces, (1) se puede expresar como: 


EX FE EX, HAD nx, 


Resulta entonces que para cada asignación de los escalares x,,,;""3x, existen x; 
X,5'"*5X, Únicos. 
En consecuencia, el sistema de ecuaciones lineales es compatible indeterminado. 


Una vez demostrado el teorema de Rouche-Frobenuis, queda probada su negación, 
es decir: 





El sistema de ecuaciones lineales AX = B es incompatible si, y sólo si, el rango de la matriz 
de coeficientes A y el rango de la matriz ampliada (A |B) del sistema AX = B son dis- 
tintos. 

En símbolos: AX = B es incompatible + p(A4) + p(A|B) 
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Ejercicio 8-49 
Si AgR**, tal que p(A) = 4. 


¿Cuál es la dimensión del espacio nulo de A? 

¿Cuántos parámetros tiene el conjunto solución del sistema homogéneo AX =0? 
¿Cuál es la dimensión del espacio nulo de A”? 

¿Cuántos parámetros tiene el conjunto solución del sistema homogéneo AT AX = 0? 


Añhn a 
Dart a” art S 











Ejercicio 8-50 
Si AcR””, analizar: 


a) ¿Cuál es el valor máximo posible de rango? 
b) ¿Cuál es el valor mínimo posible de nulidad? 








Ejercicio 8-51 
a) Sea AcR””. Demostrar que p(A) = sa. , 
b) Sea AcR””, tal que p(A) = n. Demostrar que (AMD) = =f: 





Ejercicio 8-52 

Encontrar, en cada caso, una base y la dimensión del espacio generado por la colección de vectores de 
(R+R;>). 

a) ((1;2; 0; 1); (15 0; 031); (21:15 1) 

b)  1(1; 2; 0; 1); (15 0; 0; 1); (25 1; 1; 1); (1; 15 15 1)) 

e) ((132; 0; 1); (15 0; 0; 1); (2; 1; 1; 1); (1; 1; 15 D); (0; 1; 0; 1)4 








Ejercicio 8-53 
. Demostrar que: 
Un sistema de ecuaciones haces AX=B es compatible si si, y sálo si, in matriz a de B B pertenece i 
al espacio columna de la matriz A. : : 








Ejercicio 8-54 . i i 
Encontrar la expresión vectorial del conjunto solución del sistema lineal Ax= “B siendo: 
2 +42x,-x, =1 EA Ls p3 -2x,- =x; cl 
a) 12x,+2x,+2x,=3 b): 2x, +4x, 42x,==2 E) 3% +; ER ER, 
3x, +4x,+x,=4 ; $ —6x, -=3x, =F A i RTR m dE: j 


En cada caso, ¿cuál es la expresión evaa del conjunto salian ái sistema. ia homogéneo asociado? 
¿Qué relación geométrica existe entre los conjuntos solución? . : af 
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Ejercicio 8-55 
(k+1)x, +x,+x, =0 
Investigar si existen valores de ke R para que el espacio solución del sistema lineal 3 x, +(k-+1) x,+x,=0 
x, +x, +(k+1)x, =0 
sea el origen de coordenadas, una recta que pasa por el origen de coordenadas, o un plano que pasa por el 
origen de coordenadas. 


Ejercicio 8-56 


Sean A= 





Oo on 
o oso 


0 
0 |, Wel espacio nulo de A, y S el espacio columna de A; entonces: 


a) Comprobar que Wes el eje de ordenadas ' y S el plano coordenado (2. 
b) Encontrar el subespacio intersección WN A A 
c) Determinar el subespacio suma W + S. ¿Es una suma directa? 





ar 8-57 Aaa ; e 
Sea (x,5x,x,) = (1; 3; 2) una lución Pica del sistema a lineal AX= B, y sea. la lin 
KEB D T 3; 2)} una base del espacio nulo de A. ; 

Determinar: 





a) El conjunto solución de AX = 
AX 


0 
b) El conjunto solución de B 


Ejercicio 8-58 
Si (x,5%,5x,5x,)=(1+0;3-0+ 8; a; f) cong, a,b eR el conjunto. solución de un sistema lineal Ağ = B. 
Encontrar el conjunto solución del sistema lineal homogéneo asociado.. 





Ejercicio 8-59 


Sea Agk””, ; i 
Demostrar que las siguientes proposiciones son equivalentes. 


a) Aes no singular. 

b) A= 0 sólo admite la solución piai 

c) AX = B es compatible para toda Be pa. i a 
d) Los vectores columna de A son linealmente independientes, 
e) Los vectores fila de A son linealmente denied: IA 


a T RO SA E RR CR CARO RAR E RAE EE E REN DNS E ARAN RNE ANNE E ENS TERNA ERNUS 
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f) Los vectores columna de A generan a R’, 

g) Los vectores fila de A generan a R”. 

h) Los vectores columna de A son una base de R”, 
i) Los vectores fila de A son una base de R”, 

j) Elrango de A esn. 

La nulidad de A es cero. 














Enea 8-60 


a) A Bi a = E <n 
b) A E = Ox tal que n(A) z 


c) Amina B „xp siendo m < t ihs 
d) A = B xp Siendo m > n tal quep(a) = n 


mXr Ass 





Espacios con producto interior 





En esta sección del capítulo 8, analizaremos las características de una clase de funciones que 

se denomina producto interior, limitando sus ejemplos al espacio vectorial (R”; +;R;-). 
Recordará el lector que, en el capítulo 1, se trató el producto escalar entre vectores 

geométricos de ¡R? y R?, analizando entonces que esta operación verifica las siguientes pro- 


piedades: 

l 4: v=%:u 

2 UPA WD=U + ds” 

3. AÑ | F) = (AÑ): 7 = ü . (AV), cond ER 
4 ú:uz0 


Además, en el marco del producto escalar se estudiaron los conceptos de módulo de 
un vector, ángulo entre vectores, y proyecciones ortogonales. 

En esta sección generalizaremos estos conceptos para cualquier par de vectores di y Y 
el espacio vectorial (R”;+31R;-). 





Un y interior sobre un , espacio vectorial (va 










Propiedad de simetría, dE 5: ES E e 
Propiedad de aditividad, (1 +7, p= my (7,1 py 
Propiedad de homogeneidad, AMATE AE 
Papia de positividad, (is 11)2 0; donde (8,1)=0 


po N a 





Ejemplo 69 
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En el espacio vectorial (R?;+;R;») 


a) ¿La función (4,7)=4,v, +u,v, +u,v, es un producto interior? 
b) Encontrar (4,7), siendo U =(1; 2; 3) y Y =(2;-—3; 0) 


Solución 

a) Si observamos la fórmula, advertiremos que se corresponde con el producto escalar 
entre vectores de R?, entonces se verifican las cuatro propiedades y, por lo tanto, es 
un producto interior. 

b) (14,7)=((152,3),(2;-3; 0)) =1.2 + 2.(-3)+3.0=-4 





El producto escalar entre vectores de R? o R? es un producto interior en los espacios 
vectoriales (R3 +; R; -) y (R3; +; R; -). Este producto escalar entre vectores puede genera- 
lizarse para el espacio vectorial (R";+; R; -), tal como se prueba a continuación: 


La función (5,7) = Y uv, =4, Y, +4,v,+:""+u,v, definida en el espacio vectorial 


i=l 
(R7;+; R; -) satisface los cuatro propiedades de producto interior, ya que siendo los vecto- 
res U=(u ;u,5*-54,) y Y =(v 5 v,5-=3v,) se verifica: 


1. Propiedad de simetría: (a, v)=(w, u). 
Por definición, (ñ, P) = Suv, donde $ur, =4,Y, +41, + +4, Y, D 


i=l 


Por propiedad conmutativa en R, se Si que (I) equivale a: 
vu +14, ++v,u,=)Y vu, 
i=l 
Por lo tanto, (ú, v)=(%, 1). 
2. Propiedad de aditividad: (1 +7, w)=(8, W)+(1, w) 

Por definición, (8 +9,W)=) (u,+v,)w, (I) 

i=) 
En (I), por la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma en R, y por 
la ı propiedad de sumatoria, sucede que: 


S (u +v )w =$ uw tvm =S umwe, (0 


i=l i=1 i=i i=l 
Por lo tanto, de (D) y (ID, (4 +7,w)=(8,W)+(0,w) 
3. Propiedad de homogeneidad: (14, W)=4(4,w) AER. 


Por definición, (Au,v)= $u, y, 
donde You, Ww, =(Au, Ww, EV Jw, Heet (Au y 
En (D, por la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma en R, y por 


la propiedad de sumatoria, sucede que: 


S (du, Jv, = (Au, v, + (Au, Jv, ++ (Au, Jv, = Ay, +u,v, + +4,1,)= ) Au v,)= 1) uy, 


1 : i=l i=l 


Por lo tanto, (44;%)=4(83W) AeR 
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4. Propiedad de positividad: (1,17)>0, doride (8,)=0>=Ú 
Por definición, (4,4)= Y y u,, donde Yu Yu 


i=l 
Luego, Vi(i=1,2,...,1): 4, +0: Yu? >0 si, y sólo si, 
isl 
Vi(i=1,2,...m):u,=0: Yu? 5 
i=l 


Por lo tanto, (4,820 


n 
En consecuencia, la función (3,7)= Y uy, es un producto interior sobre: 
(R”;+R;>). ist 


Este producto interior se denomina producto interior canónico. 
Sin embargo, el producto interior que se puede definir sobre un espacio vectorial no 
es único. 


Ejemplo 70 Sean (R?;+;R;-) y los vectores ¿=(4,;u,) y Y =(v,;v,). 
Demostrar que la función (14,Y)=34 v, +7u,v, es un producto interior en KR”, 


Solución 
1. Propiedad de simetría: (1,7) =(1,0) 
Por definición de la función y por propiedad conmutativa en R, 
(8,9) =34, Y, +7u,v, =3v,4, +7v,4, =(V,0) 
2. Propiedad de aditividad: (4,7, Ww)=(U,Ww)+(1,Ww) 
Sea W=(w,;w,), ú=(u,;4,) yv =(v,;v,) 
entonces a 
(1+9,W)=3(u4, +v,)w, +7(u, +v,)w, =(34,w, +74,w,)+(3v,w, +7v,w,)= (0, w)+(0,w) [E 
3. Propiedad de homogeneidad: (14,W)=4(u,w) AER E 
(44,9)=3(44 Jv, +7(4u,)v, =4Gu,v, +74,u,)=4(0, úl) 
4, Propiedad de positividad: (a, 1)20, domo: dd, )=055%=0 
(3,8)=34, 4, +7u,4, =34 +71 
Es evidente que si u, + 0 y u, * 0, se tiene 3u? + 7u7 > 0, además, 3u/ + 74 =0 
sólo cuando u, = u, = 0 
En consecuencia, la función (4,v)=3uv, +7u,v, es un producto interior sobre 
(Ri; +; R;-). 





El producto interior que se trató en el ejemplo anterior se denomina producto inte- ; 
rior Dane (y los escalares se llaman pesos), y su generalización en el espacio vectorial, 
(R” stR s) e is: 

Sean ü= ns 34, )yV=(v,;v,5"""5P,) vectores de (R”;+;R;-) y los números 
reales À p Åy Ap n 

Entonces, (i; P) =A v u, +Å v u, teH A Yp 








;- ;R;-) junto;con un producto i interior E 






8.3.1 
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Para indicar quie estarmos trabajando con un espacio con producto interior se usará la 
notación (V, ()). 

Observemos que la definición de espacio con producto interior nos pone frente a una 
estructura algebraica más rica que la de espacio vectorial. Realizamos esta afirmación ya 
que definir un producto interior sobre un espacio vectorial permite obtener propiedades 
adicionales a las estudiadas en las secciones anteriores del presente capítulo, y además ge- 
neralizar, por ejemplo, las nociones de longitud, distancia y ángulo entre vectores que se 
trataron en el capítulo 1. 


Distancia 


Una métrica sobre un conjunto A no vacío és una función EA x A >R que, a cada 
par de elementos x e y del conjunto A, hace corresponder u un número real positivo d 
(s ») y también satisface las siguientes propiedades: EN 3 at 


b desp =06x= F, 


"esp cio métrico, a 
comjunto A. 00 


Propiedad 


Para A + Ø , sean x € A, y e Á dos elementos cualesquiera de A, entonces: 


d(x;y)20 (VxeA) (VyeA) 





Sea ze A, entonces: 
dlx; y) < dlx; z)}+d(z; y) < dlx; y)+d(y; z)}+d(z; x)+d({x; y) (Propiedad lan: 
Pero el tercer término se puede reescribir de la siguiente manera: 
dx y) + dy; 2 +dlz;x)+ día y) =2d(x; y) + d(y; 2) +d(z; x) 
Luego, 
dx z+dlz y) <2d( y) +d(y; z)+d(z; x) 
Entonces, 
0 < 2d (x; y) (En virtud de la propiedad simétrica) 


Con lo cual se cumple que d (x; y) > 0, como queríamos probar. 
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0 six= y 


Ejemplo 71 a) Una métrica sobre el conjunto de números reales es la función d(x; y) = 


l sixky 
Dejamos. para el lector comprobar que d verifica las propiedades enunciadas en la 
definición. 

Recordemos que en R?, la distancia entre los puntos B(x,;y,) y B,(x,5 y,) se obtie- 


ne mediante la fórmula A(B;P,)=/(x, -x,+(y, -y,Y, el lector puede compro- 
bar que esta función verifica las propiedades dadas en la definición, por lo tanto 
define métrica sobre R’. 





8.3.2 Norma de un vector 





En esta sección utilizaremos la norma llamada norma 2. Existen otras normas, de 
importancia en cuestiones de topología y análisis, que no trataremos, pues escapan a los 
objetivos del presente libro. 





Observación para la propiedad 3: Recordemos que el producto interior es un número 
real, por lo tanto, al escribir Ki; 7)| se quiere decir valor absoluto del producto interior. 





Las secicladís 1 y 2 se dejan como ejercicio para el Liar. 
A continuación demostramos la desigualdad de Schwarz y la desigualdad triangular. 
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Consideramos el vector 44+% cond e R, entonces aplicamos las propiedades de producto 
interior y obtenemos 


0S(10+7;4d+v)=(0,05)4+24(0:9+(0,7) (D 
Luego, si en (1) llamamos (4;4;)=a,(4;)=b y (v,7)=c, obtenemos la desigualdad 
ad*+2b4+c>0; la cual nos indica que el polinomio cuadrático no tiene raíces reales o 


bien tiene una raíz real doble y, por lo tanto, su discriminante debe ser negativo o cero. En 
consecuencia, 


4b? —4ac<0= 4(ú;9) —4(ú; Xd; 7)<0. 


Luego 4(u,7) < 4(3,4Xu,v). 
Al simplificar y extraer raíz cuadrada miembro a miembro se obtiene 


(59) /(0,0X0,9) 1 (8; 7)15/(65)/ (6; 7) 


| dor lo tanto, |(4;7)]</ 1171 





De la definición de norma de un vector, se tiene que 


a+r =+ +y) 
De la propiedad de aditividad 
[+7 =(u; 0)+2(u; V)+(%; 7). 
Luego, como (3; Y) S| (3; Y) |, y por la desigualdad de Schwarz, se tiene: 


[+7 P<(2)+2|(1:7) 140: 9) 
la++P<12P+2121171+171P 





Entonces [[2+7 |? <(2 +17 [p?. 
Extraemos raíz cuadrada miembro a miembro y resulta lo que se quería demostrar: 


[2+v [sa +17] 


En la figura 8-28 se ofrece una interpretación geométrica de la propiedad 4. Aplicando 
la ley del paralelogramo, si se considera el triángulo que determinan los vectores ú, Y y U + 
v, la desigualdad triangular garantiza que la longitud de un lado del triángulo es menor a la 
suma de las longitudes de los otros dos lados. En realidad, la propiedad establece menor o 
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igual, aunque resulta sencillo demostrar que el igual ocurre cuando los vectores 1, y Y están, 


alineados, en este caso no hay triángulo. i 


Figura 8-28 


Ejemplo 72 Sea (R?, (,)), donde (11,7) =u,v, +u,v, +u,v,, yseanlos vectores i =(1; 2; 3) y 7 =(2;-3;0), : E 


a) Encontrar la norma de cada vector. 
b) Encontrar los vectores w eR’ para los cuales [| Ww||=1. 


Solución 


a) pa l= y(ú,u) == (1; 2;3),(1;2;3)) = VI’ By +3 =la 
[ú(=/(3,0=./(0;-3,0,(25-350)) =/2 +3) +0? = 413 


b) Previo a la lectura de la solución de este ítem, proponemos al lector dar respuesta a 
la situación planteada usando conceptos geométricos. 
Sea W=(w;w,3w,): [Wl=1>/(7,%)=1=>(%, w)=1 
Entonces, ((w,;w,;w,),(w,3w,3w,))=1>w+w,+w,' =1 


Por lo tanto, los vectores. e R* con producto interior canónico, para los cuales | 
[7 [[=1, son aquellos cuyo extremo pertenece a la esfera que tiene su centro en el origen : 


de coordenadas y radio 1. 


o Figura 8-29 


AAA 
AS 
RESES 


Sc 


i 
3% 


ATT 
ERARIO 
b 1 H 
AAA 
OSONA 
ROSAS 
NX SÓN 


e 
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Ejemplo 73 Sea (R”,(,)) donde (il; Y) =3u,v, + 2u,v, +u,v, y sean los vectores 3 =(1; 2; 3) y 
v=(2;-3;0) 


a) Encontrar la norma de cada vector. 
b) Encontrar los vectores W e RR? para los cuales [| ||=1. 


Solución 
a) [l=(3,2)=.((4; 2,3), (1: 2; 3)) =43.1.1+2.2.2+3.3 =v/20 
[2]=a, 2 =.KG;-3,0),05-3,0)) =/3.2.2+2.(=3).(3)+0.0 =/30 


b) En este caso, ¿obtendremos una esfera? 


Sea W=(w ;w,;w,): [Wl|=1=>(W,W)=1=>(w,w)=1 
Entonces ((w,;w,3w,),(w,3w,3w,))=1>3w?+2w,"+w,=1 (D) 


En este caso, los vectores We lR? con producto interior ponderado, para los cuales 
[[|=1, son aquellos cuyo extremo pertenece al elipsoide con centro en el origen de 
coordenadas y radios Fi 1. 


Figura 8-30 





Los ejemplos previos ponen en evidencia que cada producto interior definido en un 
espacio vectorial nos da una noción de longitud. En el caso del espacio con el producto 
interior canónico es la noción usual de longitud. i 

Muchas propiedades de la geometría euclideana se conservan aunque se trabaje en 
un espacio con producto interior distinto del producto interior canónico, ejemplo de ello 
son las propiedades Desigualdad de Schwarz y Desigualdad triangular que se demostraron 
para cualquier espacio con producto interior y que, en particular, ya fueron consideradas 
en el capítulo 1. 

A partir del concepto de norma en un espacio con producto interior, la definición de 
distancia entre dos vectores en dicho espacio es como sigue: 





Sea un espacio con producto interior (V, (,)); entonces; se llama distancia entre los | 
«vectores H y7, indicada mediante A (17); a la: norma del vector de la difereñicia entre. 
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Ejemplo 74 


Dejamos como actividad para el lector comprobar que la distancia definida de esta 
manera es, efectivamente, una distancia métrica; es decir, que cumple con las propiedades 
enunciadas en el apartado 8.3.1. 


Sea (R”, (,)) donde (3,7) =4,v, +u,v, +4,Y,, la distancia entre los vectores 4 =(1;2:3) | E 


y P=(2;-3:0) es: 


da 0-27 a se E 5353) =D +5*+3? =/35 


El lector puede comprobar que la definición de distancia en (R?, (,)) donde el pro- : E 
ducto interior es el canónico es la usual, A saber: E 
La distancia entre los puntos R(x,5y,52,) y P,(x,5 y,52,) se obtiene mediante la HE 


fórmula d(B;P,)= (x, =x FO el +(2, -27 








Ejemplo 75 


Sea (IR?, (,)) donde (11,7) = 34, Y, +2u,v, +u,V,, ladistancia entrelos vectores ¿= (132,3) *, . 
y 7=(2;—3;0) es: 


da; 7) 30-95 (15; 3) ]]=«1 5; 3),(1:5;3)) = PDEDI55133 =4/62. 






Ejercicio 8-61 
Sean (R”, (,)) y los vectores ú =(2; 0; 4) y Y =(3; 4; 0), obtener 


a) (1,7. b) (5m. a) (ü). d) (34,7). €) (6+7,7) 
A (6-25). g [a+rj. W Jü- 1 du). 7 d-57. 


Siendo: (1) (8,7)=u y, +4,v,+4,Y,. (2) (6,7)=3u4 v, +2u,v, +u,Y,. 








Ejercicio 8-62 
Analizar si las funciones que se definen en el espacio vectorial (¡R?;+;|R; +) son un produc- 
to interior. 


a) (4,V)=4 Y, —u,v, uv. 
b) (ú,v)=u4,Y, +uY,. 
c) (0, v)=U ví uv) +4 Y. 
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8.3.3 Ángulo entre vectores 


En este apartado se dará la definición ángulo en un espacio con producto interior. 
Excepto en los espacios R? y R’, en general, no es de interés determinar la medida de 
un ángulo. Sin embargo, la generalización del concepto de ángulo nos permite abordar el 
concepto central de esta sección: cuándo son ortogonales dos vectores de un espacio con 
producto interior. 
Entonces: 





Observemos que la fórmula enunciada equivale a la fórmula utilizada para encontrar 
el ángulo entre dos vectores en los espacios R? y R? cuando el producto interior que se 
considera es el producto interior canónico, tal como se muestra en el siguiente ejemplo. 





Ejemplo 76 Sea (R?, (,)) donde (4,7) =4,v, +u,v, +4,v,, encontrar el coseno del ángulo entre los 
vectores =(1;1,1) yv =(1;1;0). 










Solución 
Calculamos 
(14,7)=((1; 15 ),(131,0))=2 


[21=((a;a)=.(((51D,4:1D)=43 
[7l=/0;7)= (5 0),( 1 0)) =/2 
(av) 


lala 4342 


Entonces cos = 





8.3.3.1 Vectores ortogonales 
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Ejemplo 77 Los vectores ¿=(1;—1;1,0) y Y =(1;1;0;0) son ortogonales en (R*, (,)) donde 
(H, V) =u v HUY, HUV, HUY, ya que 


(1, 7)=((; 11; 0), (1,1, 0;0))=0 





La definición de ortogonalidad dada en (R”,(,)) tiene como caso especial el producto 
escalar que se definió en los espacios R? y R°. 

En el capítulo 1 se afirmó que dos vectores no nulos ï y 7 son ortogonales siŭ-7=0, y 
ya demostramos que esta operación es el producto interior denominado canónico, 

Sin embargo, es importante tener presente que la condición de ortogonalidad en un 
espacio con producto interior depende del producto interior considerado. Veamos el si. 
guiente ejemplo. 


Ejemplo 78 Los vectores = (1; —1;1;0) y Y =(1:10;0) no son ortogonales en (R* (,)) donde 
(03 7)=24 v, +5u,v, U,V, +U, Y,» ya que: 
(ú; 7)=((5-1; 1, 0), (1; 1; 0; 0))=-3. 





Teorema de Pitágoras generalizado 
Sean (V, (,)) y y D dos vectores ortogonales de (V; (,)) 
Entonces [4 +7 |P=1/3 (? +17 [P 





(d+aP=(3+7,0+7)=3|P 2(0,7)/5 
Luego, como ii y Y son vectores ortogonales, sucede que (1; Y)=0. 
Entonces |32+7|P=/3|P +17]. 


8.3.4 Bases ortogonales y ortonormales 


8.3.4.1 Base ortogonal 
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Ejemplo 79 Las bases canónicas (R”, (,)) son bases ortogonales (producto interior canónico) 
B=((1;1); (—1; 1)) es una base ortogonal de (R? (,)) (producto interior canónico) 
B=((2; 1; 0); (—1; 2; 0); (0; 0; 1)) es una base ortogonal de (IR?, (,)) (producto interior 
canónico), ya que: 


(0510), (1; 2;0))=0 
((2;1,0),(0;0;1))=0 
(1 2; 0), (0; 0; 1))=0 





8.3.4.2 Base ortonormal 


Sea B= (1, ;%,5*""5V ) una base de (V, (,)), B se dice una base ortonormal si, y sólo si, 
Vir j:(0,,V,)=0y V 7, =1 


Ejemplo 80 e Las bases canónicas (R”, (,)) son bases ortonormales (producto interior canónico) 


de A ios 
B=47, (5%) A dh) es una base ortonormal de (IR? (,)) con 


producto interior canónico, ya que (%,,7,)=0 y además (|, =1 y [| 7, l=1. 





La importancia de conocer una base ortonormal de un espacio con producto interior 
radica en que es muy sencillo determinar las coordenadas de cualquier vector del espacio a 
partir de una base ortonormal, veamos cómo sucede esto. 





Si B=17,;v,5'**37,) es una base ortonormal de (V,()) y 7 e(V;()), entonces 
DS(P; DO, HT 97, + +05 7. 


n 
Es decir: Y= Y (5; 7y, 


Asi 





Si B=(V,5V,5"""3V,) es una base de V, entonces 


n 
V7eV:7=Y a, =0,7,+0,7,++0,7, 


i=l 
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Calculamos 


x 5 
09 Lom) T (0, IRO ADV) ho +, V,) (D 
: il r propiedad 
de homogeneidad 
yaditivida 


Pero, como B= {7 ;7,; 37} es una base ortonormal, se tiene que: 


— 


sv) = 17, P=1 A (737)=0  sii*jV Sijsn 


Por lo tanto, en (1) sucede que (7;7,)=a, (D) 
Entonces, de (ID), resulta 


(957,)20,,(037,)=0,,(057,)=0, 
En consecuencia, las coordenadas de Y e V relativas a la base ortogonal B son 
Y), =((03 9,9, (957, ),0"", (037, )) 
Luego, se tiene lo que se quería demostrar: 


D=(0,7,)7, 4(0,7,)7,++(0,7,)9, 












Ejemplo 81 Siendo B -fz {$ Ahas -$ x2, v2 £) una base ortonormal de (R”, (,)) con pro-* 


e 2 


ducto interior canónico, encontrar las coordenadas de Y = (2; 4) relativas a la base B. 







Solución 
Teniendo en cuenta el teorema previo, calculamos los productos interiores: 


(7, )= (a ae 2). 3/2 y (7; [e 4), 2 Ah 


Por lo tanto, (7), = (342,42) 


Verificamos 






E (3; oa )= 2... 





Note el lector que conocida una base ogoni es sencillo encontrar una base onay 
normal. Veamos: 
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Ejemplo 82 B=1v, =(1:1); 7, =-1,1)) es una base ortogonal de (R”, (,)) (producto interior canó- 
nico). 
Si consideramos el versor asociado a cada vector de la base B, tendremos una base 
ortonormal de R?, esto es, 


les 





Pero, hemos hallado una base ortonormal teniendo como punto de partida una base 
que es ortogonal. Entonces es oportuno preguntarnos si, dada cualquier base de un espacio 
con producto interior es posible, a partir de ella, encontrar una base ortonormal de dicho 
espacio. 

La respuesta a la interrogante anterior es dada por el siguiente teorema: un proceso 
que permite la construcción de una base ortonormal de un espacio con producto interior. 






Sea (V, (,)) un espacio con producto interno y sea B=(1,;7,;...;11,) una base de V enton- 
ces existe una base ortonormal B"=(Ww,;%,;...;W,) de V. 





Proceso de Gram-Schmidt 


La demostración que efectuaremos es constructiva. En primer lugar construiremos una 
base ortogonal B" =(1,;7,;...;V,) a partir de la base B del espacio vectorial, 

Elegimos cualquiera de los vectores de la base B, supongamos t, y lo designamos: Y, 
esto es: F =i, 

Luego, buscamos un vector Y, del espacio generado por (1, ;1,) que sea ortogonal al 
vector Y, . Pero como Y, =11, entonces Y, está en el espacio generado por (7 ;14,) (justifi- 
car), entonces: 


Luego, si: (1,;7,)=0 debe cumplirse que: 
(9,9,)=(0,9, +0,0,,9,)=0,(0,57,)+0,(0,57,)=0 


Como 7, #0, entonces: 
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Y por lo tanto: 


Mt, 


Pf 


Luego, buscamos un vector Y, tal que pertenezca al espacio generado por (,;1,; | 
que sea ortogonal a los vectores 7, y Y,. Sin embargo, si Y, pertenece al espacio que generan 
los vectores del conjunto (4, ;%,; ñ} también esun vector del espacio que generan los vec.. 
tores: [Y ;7,:%,) (justificar), en consecuencia: 


mt 


E 


7 =a 7 +a, 7, +a i, 
Entonces si debe cumplirse que:(7,57,)=0 A (9,57,)=0 
Tendremos que: 


(a,7,+0,7, +0,8,57, 


30 (0,59, +0, (9,9, +0,(0,9,)=0,(0,57,)+0,(0,5V,)=0 
=0 
(02,9, +0,7,+0,4,9,)=0,(0,59,)+ a 7,7, +0,(0,5V,)=0,(7,5V,)+0,(8,57,)=0 


=0 


Y como Y, + 0y 7, #0 se obtiene que: 


exa By ara E 


1 34 2 in 
7T) (7,57,) 
Y si se considera que: dt, = 1, resulta que: 


7) ha, _ 57,) la, 


Ga apo tal 


De esta forma, puede continuarse el proceso de construcción de vectores que definen 
a la base ortogonal: B' =(V,;7,;...;7,) donde: 


3 mm 67) (057, A, 


7. i f i-i 
PES BRE? pd 


Luego, como es una base ortogonal del espacio (V, (,)), podemos construir una base 
ortonormal B'=(W,;w,;...3Ww,) de dicho espacio, normalizando los vectores de la base B, 
esto es: 


Y,, con 1Si<n 





1<i<n 


e 
W =z Y; COn 12:35 
[5.1 


Habrá notado, el lector atento, que el proceso de Gram-Schmidt no sólo demuestra 
la validez del teorema sino que exhibe una manera de construir la base buscada, de ahí la. 
importancia del método. 


Ejemplo 83 
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Sea B=(v, =(1; 1; 1),7, = (1; 0; 1), 7, =(0; 1; 1)) una base de (R*, (,)) (producto interior ca- 
nónico). 
Aplicar el proceso de Gram-Schmidt para determinar una base ortonormal. 


Solución 
1. Elegimos 2, =Y, =(1;1;1) 
2. Obtenemos 


0D BD) y 1,192 (5 :) 


TESI 33 


GZ) u5), 


-e Z -> 
aP IP 


(OEDI 


0;1;1)- 
( ) [Gas DP 


Por lo tanto, el conjunto 


2, =(5131); 2, 217 = nz es una base ortogonal de R° (el lector 
7 á E 3 


puede comprobar que Vix j:(V,,V,)=0) 
Luego, para construir una base ortonormal de R’, dividimos a cada vector por su 
norma, entonces 


Z. 


a Tiets Jeha p Ls A 
2=(1:11)>w%w, izi a G 5 B 
3) LE 
3 3) Le 
ifr AT r 
Da a” 


Por lo tanto, una base ortonormal de R’ es 


ei 





540 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


8.3.5 Complemento ortogonal 


Considere el lector el subespacio W =(ú € R? /u, =u,) del espacio vectorial (R?; +; R; , 
cuya representación gráfica (ver figura 8-31) es un plano que pasa por el origen de coor. 
denadas. 


Figura 8-31 





A u =u 


Al considerar en este espacio vectorial el producto interior canónico, resulta oportuno 
preguntarnos: ¿cuáles son todos los vectores que son ortogonales a los vectores del subes- 
pacio W? 

Por estar el caso restringido al espacio R’, podemos dar respuesta empleando un ar- 
gumento geométrico. , 

Observemos que los vectores ortogonales a los vectores del subespacio W necesaria- 
mente deben ser tales que su dirección sea paralela a la dirección del vector normal del 
plano que caracteriza al subespacio W. No resulta dificil comprobar que estos vectores son 
F=(v,;v,3v;)ER° tales que | 


v, == 


v,=0 


Verifiquemos que se cumple la definición de ortogonalidad. 

Siú=(454,34,)8W: 4 =u4, A V=(w;v,v,)eR*/9=(v,;-v,50) 

Entonces ((4,54,54,),(v,5-V,50))=4,v, 4, y, +4,0=0 

Por lo tanto, t y Y son ortogonales. 

También advierta que la respuesta a la pregunta es el subespacio vectorial 
W'*=((4:-450) e R? /1 € R), cuya interpretación geométrica es una recta que pasa por el 
origen de coordenadas, tal como se muestra en la figura 8-32. 


Zz 


Figura 8-32 
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Llegados a este punto, surgen otras preguntas, 

Dado un subespacio vectorial de un espacio con producto interior, ¿siempre será po- 
sible encontrar el conjunto de vectores ortogonales a los vectores del subespacio?, y el 
conjunto de estos vectores ortogonales ¿siempre será un subespacio vectorial? 

La respuesta a la primera pregunta es evidente, ya que la definición de vectores ortogo- 
nales es válida para todo espacio vectorial en el cual se halla establecido un producto inte- 
rior. La respuesta para la segunda pregunta es afirmativa, y es una propiedad del concepto 
que en el contexto del álgebra lineal se denomina complemento ortogonal. 


Sea Wun kubera. de un(Y, E Yis sea Fer; 4 y i pta dl 
` Se dice å que un vector Y e(V; (,)) es ortogonal a W si es eia a w vector de w. 
El conjunto de todos los vectores Y e(v; $ y qes son oraa a Wise denomina. 
«complemento ortogonal de We: : a ls 
En símbolos: :... E ; PAIERA iin 
E complemento ortogonal de Wse denota mediante we. se 
AS OE WE e VI )= 0, Vue W) pes 

















Ejemplo 84 A partir del caso con el que iniciamos el presente apartado, se tiene que el complemen- 
to ortogonal del subespacio W =((a; a; B) e R?/a, PB e Rj en (R”, (,)), donde (,) es el 
producto interior canónico, es W* =((A;;-—A;0)/4 e R]. 


Ejemplo 85 En (R?, (,)), donde (,) es el producto interior canónico, se tiene que el complemento 
ortogonal del subespacio vectorial S=((x; y;z)ER?/x=y=0), es 
S* =((x3 ysz)eR? /2=0) ya que si de S:3=(0;0;z) y Pe S*:9=(x; y; 0) se cumple 
que: 


((0; 0; 2),(x3 y; 0))=0.x+0.y+2.0=0. 


En este caso resulta claro que, geométricamente, S es el eje de cotas (eje z) y S+ es el 


plano coordenado (xy), lo cual evidencia que son un plano y una recta perpendiculares 
(figura 8-33). 


Figura 8-33 
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Propiedad 


Sea W un subespacio de un (V, (,)). 
El complemento ortogonal W+ del subespacio vectorial W es un subespacio vecto- 
rial V. 





Sean (V, (,)), Wun subespacio vectorial de V, y W* el complemento ortogonal del subespa- 
cio W. 


E, 


El vector Ü eR" está en WŁ 
je R's Yze W:O; D=0s0e WH. 


2. La suma en W” es ley de composición interna: 
Debemos probar que si 7 y W son vectores de W+, entonces (9+W) e W”. 
Así, por definición de complemento ortogonal y por la propiedad de positividad: 
úeW,veW? yweW” =:(0+;,8)=(0,8)+(038)=0+0=0 
Por lo tanto (+) e W+. 

3. El producto de un escalar por un vector en W+ es ley de composición externa: 
Debemos probar que si À es cualquier número real y ü es cualquier vector de W+, en- 
tonces (Añ) e W+. 
Así, por definición de complemento ortogonal y por la propiedad de homogeneidad: 
¡e W,veW” y2eR(R7;0)=4(0;0)=40=0 
Por lo tanto (4) e W*. 
En consecuencia, de (1), (2) y (3) se tiene que W+ es un subespacio vectorial de 
(V, (6). 

Propiedades 


Sea W un subespacio de un (V, (,)) tal que Dim(V) =n, y sea W* el complemento ortogonal 
de W, entonces 


L. 
2, 


(w+) = 

SiW = id “37, ), entonces Y e W” si, y sólo si, 
Vi:¡=12,. Km 4,)=0 

Wanw*= o. 


Dim (V)= Dim (W)+ Dim (W”) 
Corolario de la propiedad (3) y (4): V=WOwW* 





Las propiedades (1), (2), (3) y (5) se dejan como ejercicio para el lector. Sin embargo, es 
importante que se preste atención a la propiedad 2, ya que brinda un proceso algebraico 
para determinar el complemento ortogonal de un subespacio. 


Demostraremos la propiedad (4). 
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Ejemplo 86 


1. Suponemos W= (0) entonces: 
Viev-Ó=0=>W* =V 
Por lo tanto, Dim(V) = Dim(w) + Dim(W*) = Y 
2. Suponemos W = V entonces: 
weW!*=>W:9=0 (VIEW) 
Luego: w = 0 
Por lo tanto, W = {0} 
En consecuencia, Dim(V) = Dim( W) + Dim( W+) 
3. Suponemos W + {0}, W + V y Dim(V) = 1 
Entonces: Dim(W) =k con 0<k<kn 
Sea B=(1,;7,5...57,) una base de W. 
Existen Y,,,5...37, tales que B"=(P,5V,;...P,5V,,,5...37,) es una base ortonormal de V 
(por Teorema 3 (sección 8.1.4) y Teorema 13 (sección 8.3.4)), se cumple que: 
Lo eas} es un sistema de generadores por pertenecer a una base. 
2. {aiT} es linealmente independiente por pertenecer a una base. 
3, (0,9,)=0 Vi*j con k+1<i,j<n 
Entonces: Dim(W*)=n-k 
Luego: Dim(W)+ Dim(W*)=K +(n-k)=0 


Por lo tanto: Dim(V) = Dim(W) + Dim(w*) 


Sea (R?, (,)) donde (, ) es el producto interior canónico. 
Sea el subespacio vectorial W =((x; yz) ER? /2x-y+z2=0nx-—y+z=0). 
Encontrar el complemento ortogonal de W. 

Solución 


Para resolver este caso aplicamos la propiedad (2), entonces determinamos primera- 
mente una base del subespacio vectorial W. 


Así 
2-1130Y (1-4 +50] (10 0:50] Íx=0 
=> => A 
1-1 1 30) lo -4 4: 0) lo 1 -1 50) 7 ]ly=z 


Por lo tanto, 
VE W:7=(0; y; y)= y(0;1;1) con yeR 


Así, una base de W es el conjunto B=((0;1;1)). 

Luego, para encontrar el complemento ortogonal de W, necesitamos determinar los 
vectores % =(w,; w,;w,) ER” tales que (7, W)=0. 

Entonces ((w, ;w,;w,),(0;1;1))=0 

Al ser el producto interior canónico, resulta que w, +w, =0 

Entonces, el complemento ortogonal de W es el subespacio 


W+ ={(x; yz eR /y+z=0} 
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Ejemplo 87 


Observemos que el subespacio W es una recta de R? que pasa por el origen de 
coordenadas y cuyo vector director es (0; 1; 1), y el complemento ortogonal W+ esun E 
plano de R? que pasa por el origen de coordenadas y cuyo vector normal es (0; 1; -1), E 
Resultando ser la recta perpendicular al plano. 


Sea (R*, (,)), donde G) esel producto interior canónico. 

Sea el subespacio vectorial W = gení(1; 1; 1; 1); (1; 0; 1; 0); (0; 1; 0; 0)). 

Encontrar una base del complemento ortogonal de W y verificar las propiedades 
(4) y (5). 


Solución 
Dejamos a cargo del lector comprobar que ((1;1;1;1); (1; 0; 1; 0);(0;1;0;0)) es un con- 
junto linealmente independiente. Por lo tanto, como además es un sistema de genera- 
dores de W, resulta ser una base de W, 
Luego, para encontrar el complemento ortogonal de W, necesitamos determinar los 
vectores #=(w,; w,; w, w,)ER* tales que (7, w)=0, (1) 
Por propiedad (2) se cumple: 


09) 


((w 5w,3w,3w,),(1503130))=0=>4<w, +w,=0 meai 


((w,;w,;w,;w,),(051,030))=0  [w,=0 


((mw,3w,w,,(5L131))=0 — [w+w,+w,+w,=0 
> 


En consecuencia, We W* :9= (w, 50; —w,;0)=w, (13 0; 130) con w e R 
Por lo tanto, una base del complemento ortogonal es B”=((1;0;—1;0)). 
Verificamos la propiedad (4): 


Dim(R*)= Dim(W)+Dim(W*)= 4=3+1. 


Verificamos la propiedad (5): 
Analizamos que W +W+ =R*. 
Sea W=(w,;w,;w,5w,)€R*, entonces 


we(W+W*):w= 


Por lo tanto, 


w=0,(131,11)+0,(;0;1,0)+0,(03130;0)+0, (10-10). (D 
O) 
eW ewt 
De (IT), se tiene que el conjunto {(1; 1; 1; 1); (1; 0; 1; 0); (0; 1; 0; 0); (1;0;—1;0)} es un E 
sistema de generadores de (W+W+); -y resulta muy sencillo verificar que es un con- $ 
junto con cuatro vectores linealmente independientes (comprobarlo). Por lo tanto, 
W+W" =R!, 


Nos resta ver que WA W* =1(0). 
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a) Si 7eW:a,(1:1:13)+0,(150;1,0)+0,(0;1,0,0)=(w,5w,3w,3w,) 
Entonces 
a +a, =w, 
a +a, =w, 4 
=>, =w, > W=((w5w,5w,3w,)eR" /w, =w,} 
0,+0,=w, 
a, =w, 


De (D), se tiene que W* =[(w,;w,;w,;w,)ER* /w, =-w, aw, =w, =0) 


Entonces: 
wW, =W; 

Si Pe(WAW+):4w,=-w, >w, =w, =w, =w, =0 
w,=w,=0 


Por lo tanto, WA W+ ={0} 
En consecuencia, se verifica la propiedad (5): WOW*=R!*. 





8.3.6 Proyecciones ortogonales 


Figura 8-34 Recordemos que en el capítulo 1 se definió que todo vector 
y de los espacios R? y R? es la suma del vector proyección de 
' Y sobre la dirección del vector di y la componente vectorial 
| de F que es ortogonal a la dirección del vector ñ (ver figura 
8-34). 


Se tiene que 

Y = p +4, donde P es vector proyección de Y sobre la dirección 
del vector ŭ, y q es la componente vectorial de Y octagonal ala 
dirección del vector ñ. 

Este concepto, sumado a la propiedad (5) del complemen- 
to ortogonal de un subespacio vectorial, puede extenderse a los 
espacios con producto interior, tal como se desarrolla a conti- 
nuación. 
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En consecuencia, todo vector (V;(,)), queda expresado como Y = myw Y + poya Y- 


Figura 8-35 





Veremos a continuación dos teoremas que nos brindan la herramienta algebraica ne- 
cesaria para determinar las proyecciones de un vector sobre un subespacio. 
Sea W un subespacio de dimensión finita de un (V, (,)). 





Si B=(V 5V,5--"3V,) es una base ortonormal de W y Ve (V;(,)) entonces 


a 
proy 7 =(5,7,)7, +(D,,)7, +-+(0,7,)7, ) (057,)7, 


i=] 





La demostración del teorema se deja como ejercicio para el lector. 


Ejemplo 88 Consideremos el subespacio W ={(x; y; z})eRî/2x—y+z=0Ax-y+z=0} de 
(R?,()) con producto interior canónico. 
Expresar al vector Y = (2; 3; 1) como la suma entre su proyección ortogonal y su 
componente ortogonal sobre W. 


Solución 
En primer lugar, necesitamos una base ortonormal del subespacio W. Se tiene que una 
base de este subespacio es B= (íú =(0; 1; 1)). 

Sólo debemos normalizar esta base, entonces: 


A Jetos0=[0: 532) 


lal 2” 
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Luego, aplicando el teorema 14, se tiene que 


pro? = 5 06-530 Je) [05 35)=00:20 


En consecuencia, como para todo vector se cumple que Y= proy,,Y+ pro, ,Y suce- 
de que: 


proy,,. Y =(2;3;1)-(0; 2;2)=(251:—1) 


Entonces Y =(2;3;1) =(0; 2; 2)+(2;-1;1) 
A A 
Proy Y PO pa Y 
Dejamos como tarea para el lector comprobar que estos resultados coinciden con los 
que se obtienen si se aplican las fórmulas de proyección que se trataron en el capítulo 1, 
sección de Proyecciones. 














utoevaluación 
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Ejercicio 8-71 
Sea (,) : producto interior canónico. 
En cada caso, aplicando el proceso de Gram-Schmidt, determinar una base ortonormal, 


a) B=1(132)(0;1)) en (R?,(). 
b) B=1(152;1);(1;0;1);(0;0;1)) en (R?, (,)). 
c) B=((1;0;1; 0); (1;1;0;0);(0;1;1;0);(0;1;0;1)) en (R*, (,)). 





Ejercicio 8-72 
Sea (IR?, (,)) con (,) : producto interior canónico. K 
Encontrar el complemento ortogonal de cada subespacio vectorial, y comprobar que la suma es ditema E 


y el teorema de la dimensión, Interpretar geométricamente. 


a) W=1(x; y) ER? /x- y el 
oyo W=layeR*/x= A 


ACA 






















pS Ejercicio 8-73: 
Sea (R?, (,)) con 4 X: es interior canónico. 
A - Encontrar el complemento ortogonal de cada subespacio vectorial, y comprobar que. la: suma es directa 
i Y el teorema de la dimensión. Interpretar geométricamente. - s daii : : 


vaj W= E y-z= o 

BY W=[3yz2eR'/x=y=z). 

wO. W= gení(1; 0; WELD 

dy W= - gen (L; 2,1); (4,1; 1); (2; 3;3)]. 
e). w=1(0;0;0)). 





j Hercicio' 8-74 


Sea (Ré, (3). con 4 ME producto interior. canónico. 
Encontrar el complemento ortogonal de cada subespacio vectorial, y comprobar que k suma es direct 
o Y el teorema se la dimensión. : l r yA 


a) ma ws des 5 z eR” a ý= žtw= =0). 
db). W=((5 yz weR*/x=y=0Az2=w) 
sa: We - gení(2; i; 0; D; (0; 1; i; 1}. . 
A) W = gen{(2;1; 2;1)} : 

q = gent(1; l; 0; 1) (0; 1; 1; D; (l; 151; 9} 
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Ejercicio 8-75 
Sean 70 y ú dos vectores de un espacio con producto interior (V, (,)). 
(a, 7) 
I1=1P 





Demostrar que ú— v es ortogonal a 7. 











Ejercicio 8-76 


Sean u y Y dos vectores ortogonales y unitarios de un (””,(,)), demostrar que ||ú—7]]= J2. 








Ejercicio 8-77 
Sea (V,(,)), donde (») : es el producto interior canónico. ie 
En cada caso, expresar al vector Y € V como Y=proy Y +proy,,V. 


a) 7=0;34) y W=((< y;z2JeR? /x-— y=0). 
b) v=(;-1:2)yW= la yzeR?/x= y=2). 
Cc) v=(1;-2;0:3) y W=((x; y;z:w)eR* /x=y=z=w). 
d v=(11:151) y W=((x y;z3w)eR*/x=ypAz+w=0). 











Ejercicio 8-78 


24 
Sea A=|0 1 0|. Comprobar que 
ai 


a) El complemento ortogonal del espacio fila de la matriz A es el espacio nulo de la matriz de A. ` 
b) El complemento ortogonal del espacio columna de la matriz A € es el espacio nulo de la matriz transpness: ; 
tadeA. ; e E : 3 





Ejercicio 8-79 
Sea AER™” demostrar que 







a) El espacio nulo de A y el espacio fila de A-son complementos ortogonales en R con respecto al: producto. 


interior canónico. 
b) El espacio nulo de A” y el espacio columna de A son planas ortogonais en R” con respecto ; 
pruduce interior canónico, : - e qu > 
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Glosario 





Ángulo en un espacio con producto interior: En un espacio con producto interior el án- 
«a Y) 
A FPI 


Base: El conjunto de vectores B es una base del espacio vectorial (V;-+; K; -) si y sólo si es un 
conjunto linealmente independiente en V y es un sistema de generadores de V. 


gulo 0 entre ü y 7 es tal que: cos 0 = con0<0<x. 


Base ortogonal en un espacio con producto interior: Una base B=1W,3V,5-"5V,$ de un” 
espacio con producto interior es una base ortogonal si y sólo si: 
ViAj:«v,V,)=0con1<i,¡<n 
Base ortonormal en un espacio con producto interior: Una base B=(7,;V,5-""5V,) de un 
espacio con producto interior es una base ortonormal si y sólo si: 
1Si,jSn(7,7,)=0 a Vi=l; 2.a: ]=L 
Combinación lineal: El vector Y se dice combinación lineal de los elementos de A si y sólo 
n 
si existen escalares: Q,;0,50,;*""3 0%, del cuerpo K tales que: Y =% 0, 7 
i=l 
Complemento ortogonal: Si W es un subespacio de un espacio con producto interior, el 
conjunto de todos los vectores del espacio con producto interior que son ortogonales a los 
vectores del subespacio W se denomina complemento ortogonal de W. 


Conjunto linealmente dependiente: La colección A= (7, ;7,;V,;"*"3 Y, pc V se dice lineal- 
mente dependiente si para escribir al vector nulo no necesitamos que los escalares sean 
todos nulos. 


Conjunto linealmente independiente: La colección A=(V,;7,;7V,5""*"5Y,) 3 V se dice li- 
nealmente independiente si la única forma de expresar al vector nulo Ó e V como combi- 


nación lineal de los vectores de A es con todos los escalares 0,;0,;0%,;-=-30%, del cuerpo 
K nulos. 


Coordenadas: Los escalares: 2,50,50,;"""50%, del cuerpo K que expresan a un vector Y de 
un espacio vectorial como combinación lineal de los vectores de una base B, se denominan 
coordenadas del vector Y relativas a la base B. 


Cuerpo: Estructura algebraica. 


Dimensión: La dimensión de un espacio vectorial es la cantidad de vectores que hay en 
una base cualquiera del espacio vectorial. 


Espacio columna: El espacio columna de una matriz A e R", es el subespacio vectorial 
de R” que generan sus n vectores fila. 


Espacio con producto interior: Objeto que consiste de un espacio vectorial (V;+;1R;-) 
junto con un producto interior (,). 


Espacio fila: El espacio fila de una matriz Ae R”””, es el subespacio. vectorial de R” que 
generan sus m vectores fila. 


Espacio métrico: Conjunto dotado de una función denominada distancia métrica. 


Espacio nulo y nulidad: El subespacio solución del sistema de ecuaciones lineales homo- 
géneo AX =0 se denomina espacio nulo de A y la dimensión del espacio nulo de A se llama 


nulidad de A. 
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Espacio vectorial: Estructura algebraica. 
Grupo: Estructura algebraica. 


Intersección de subespacios: Conjunto de vectores del espacio vectorial (V; +;RR; -) que 
pertenecen, simultáneamente, a los subespacios vectoriales A y B. 


Ley de composición externa: Función binaria. 
Ley de composición interna: Función binaria. 


Matriz de cambio de base o de pasaje: Arreglo matricial que permite determinar las coor- 
denadas de un vector en base B si se conocen las coordenadas de dicho vector en base B' 
O Viceversa. 


Norma; Función de un espacio vectorial R7 


Proceso de Gram-Schmidt. Método mediante el cual una base de un espacio vectorial 
puede transformarse en una base ortonormal, 


Producto interior: Un producto interior sobre un espacio vectorial (V;+;RR;+) es una fun- 
ción: (,)}: V xV — R que asigna a cada para ordenado de vectores i y Y de V un número 
real, de manera que se cumplan cuatro propiedades: 1) propiedad de simetría, 2) propie- 
dad de aditividad, 3) propiedad de homogeneidad y 4) propiedad de positividad. 


Proyecciones ortogonales: Sea W un subespacio de dimensión finita de un (V,(,)), en- 
tonces todo vector Y e V puede expresarse de una única manera como; Y =%, +W, donde 
el vector w, eW se denomina proyección ortogonal de YEV sobre el subespacio W, y 
el vector Ñ, e W* componente ortogonal de Ve V sobre el subespacio W, y se denota: 
W, = proy pa Y. 

Rango de una matriz: La dimensión común del espacio fila y del espacio columna de 
AER”” se denomina rango de A. 


Sistema de generadores: El conjunto A = T 57 (7, l CV es un sistema de generado- 
res del espacio vectorial (V;+5K3 +) si y sólo todo vector Y e V es combinación lineal de A. 


Subespacio vectorial: Un subconjunto W no vacío de un espacio vectorial (V;+;R;-) se 
denomina subespacio vectorial de (V;+;R; +) si (W; +;¡R; +) es un espacio vectorial bajo la 
suma y el producto de un escalar por un vector definidas en V. 


Suma de subespacios: La suma de los subespacios vectoriales A y B es el conjunto que con- 
tiene a los vectores del espacio vectorial (V; +;RR;+) que se obtienen por sumar cada vector 
del subespacio vectorial A con cada vector del subespacio vectorial B. 


Vectores ortogonales en un espacio con producto interior: Los vectores di y Y son orto- 
gonales en un espacio con producto interior si y sólo si el producto interior entre ellos es 
nulo. 





Transformaciones lineales 


Definición y propiedades de las transformaciones 
lineales 


Ingeniería y transformaciones lineales . 


SITUACIÓN INICIAL 1: i Figura 9-1a Balancín extractor de petróleo. 
El balancín extractor de petróleo realiza 


un movimiento oscilatorio alrededor de 
su punto de apoyo. Se desea describir el 
movimiento del cabezal del balancín. 


a) Defina un sistema de coordenadas 
apropiado y trace un esquema que 
represente la situación. 

b) A partir de una posición inicial 
del balancín (ángulo inicial), trace 
un giro de un ángulo 0 en sentido 
contrario al de las agujas del reloj, e 
intente describir las coordenadas de 
la nueva posición del cabezal. 





Figura 9-1b Esquema del balancín 
extractor de petróleo. 


SITUACIÓN INICIAL 2: 

Sobre una viga empotrada actúa una 
fuerza F provocando cierta deformación. 
Se desea obtener una expresión que per- 
mita indicar la posición de cada punto de 
la viga, luego de la deformación. : 





a) Defina un sistema de coordenadas apropiado para describir la situación. 
b) Intente describir las coordenadas de cualquier punto de la viga en función de la 
deformación. 


Figura 9-2 Figura 9-3 
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Ejemplo 1 


Figura 9-4 


Y 


Introducción: concepto de transformación lineal. 


En este capítulo trabajaremos con funciones cuyo dominio y codominio serán espacios 
vectoriales y que, en particular, por las propiedades que cumplen, se denominan transfor: 
maciones lineales. Un ejemplo de una transformación lineal es el siguiente caso, 





Nos proponemos encontrar una función que proyecte cualquier vector posición del 
plano xy (cualquier punto del plano xy) sobre la bisectriz de los cuadrantes primero y' E 
tercero. T 

Para cumplir el objetivo, consideramos una ecuación de la recta bisectriz de los cua- 1 
drantes primero y tercero, con r :(x; y) =A(1, 1) cond e R, y un vector posición genérico E 
del plano 3 =(x; y). ; 

Proyectar sobre la recta equivale a proyectar sobre un vector director de la recta, | 
por lo tanto, proyectamos al U =(x; y) sobre el vector director de la recta, Y = (1; 1), y E 
obtenemos: 


ŒG) GY GD ie y 5D. 32, 222) 


TO E le 


De esta manera, la función que proyecta cualquier vector $ 
posición ú =(x; y) del plano sobre la bisectriz de los cuadrantes $ 
primero y tercero es: $ 


T:R RT =E, =22) 


O bien, si consideramos que se puede establecer una co- 
rrespondencia biunívoca entre pares ordenados (x; y) y ma- 


x k e 
trices columna ) la función queda expresada en forma [A 


matricial como: 





Observemos que se definió una función cuyo dominio y codominio es el espacio vec=' 
torial (R?; +R; +), En el próximo apartado, probaremos que está función cumple con las 
siguientes propiedades: 


1. La imagen de la suma de dos elementos del dominio es igual a la suma de las imágenes: 
de cada elemento. 


2. Laimagen de k veces un elemento del dominio es igual a k veces la imagen del elemento. 
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En el presente capítulo estudiaremos las funciones entre espacios vectoriales que sa- 
tisfacen las propiedades anteriores. Dichas aplicaciones reciben el nombre de aplicaciones 
lineales y son de interés en la física y la ingeniería. 





Esperamos que al finalizar la lectura comprensiva y activa de la presente sección, usted 
pueda: 


El Dada una función T': V > W, siendo V y W espacios vectoriales reales, verificar si es 
o no una transformación lineal. 


E Utilizar el teorema de existencia y unicidad de las transformaciones lineales para 
establecer transformaciones lineales. 


EY Identificar el subespacio núcleo de una transformación lineal, encontrar una base y 
su dimensión 


ES Identificar el subespacio imagen de una transformación lineal, encontrar una base y 
su dimensión. 


E: Aplicar el teorema de la dimensión del núcleo y de la imagen de una transformación 
lineal en la resolución de ejercicios. 


W Clasificar una transformación lineal. 
Determinar la existencia de la inversa de una transformación lineal. 


8 Obtener y analizar las características de una transformación lineal a través de la ma- 
triz estándar (o canónica) asociada a una transformación lineal. 


E Obtener y analizar las características de una transformación lineal a través de la 
matriz asociada a una transformación lineal cuando las bases consideradas para los 
espacios vectoriales dominio y codominio no sean las canónicas. 


¿8 Obtener la matriz de cambio de base y conocer su significado. 


Ri Obtener la composición de transformaciones lineales y la matriz asociada a la trans- 
formación lineal compuesta. 


E Conocer y obtener transformaciones lineales geométricas en R’. 


9.1.2 Definición de transformación lineal 


ean los espacios vectoriales (V; + R ) y (w 
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Observaciones: 


El dominio de la función T es un espacio vectorial, que en este caso hemos llamado V, y 
ú € V es cualquier vector del espacio vectorial del dominio en la función T. El codominio ` 
de la función Tes un espacio vectorial, denominado en este caso como W, y T(4)eW es 
el transformado o imagen del vector 4 mediante la función T. 

Observe que en la primera condición, cuando se establece (4 +7), nos referimos a la 
ley de composición interna en V; y en cambio T(4)+T(7) se refiere a la ley de composi- 
ción interna en W. De manera análoga se procede para la ley de composición externa que 
interviene en la segunda condición. 


Ejemplo 2 Comiprobaremos que la función 1, T:R* >R*/T(x; po 22, =), es una 
transformación lineal. 2 2 


Solución 


Siendo una función establecida entre dos espacios vectoriales, debemos verificar si cum- 
ple con las condiciones que la caracterizan como transformación lineal. 
Entonces,. 


1. VúieV,V7eV >T(4+7)=T(0)+T(0) 
Vi =(u;u,)€R?, V7=(v,;1,) SR 2T(4+9)=T(0)+T(0) 
Así, 
T(u+9)=T(D+T(5) 


T[ ua, un) + (Y v,) ]=T(u; u,)+T(v,; v,), por la definición de suma en R°’. 


T(u, +14, +4,)=T(u4,54,)+T(v,;7,), aplicando la definición de la función 


EAN ka 077 +0 AN, q q + 5 non A 
2 2 2 2 2 2 


Por lo tanto, la condición (1) se cumple. 


ViueV,VaeR=>T(aj)=aT(ú) 
Vú=(u,;4,) € R*,Va e R>T(aú)=aT(u) 


T(0ú)=0T(3) 
T(a(m,; u, )=aT(u,;u,) 
T(au,; au,)=aT(u, ;u,), por la definición de producto de un escalar por un vector. . 


$ + 
(mga eaten) S (eaa), aplicando la definición dela fición 
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> > 


04 +au au +au | [alu +u,) alu, +u) 
2 2 2 2 


Luego, la condición (2) se cumple. 

En consecuencia, al cumplirse las condiciones (1) y (2), la función que proyecta a 
cada punto del plano sobre la recta bisectriz de los cuadrantes primero y tercero es una 
transformación lineal. 


Ejemplo 3 Analizar si la función T:R? -—R* /T(x; y) =(x; y; 0) es una transformación lineal. 
Solución 
l. VieV, We V >T(G+79)=T(0)+T(0) 
Vu =(u ;u,) eR*,Vv=(v ;v,)eR” > TMu+v=T(0D+T(0) 
Entonces, 


T(4+7)=T(4)+T(7) 


T[ (a, u,)+ (v,34,) ]=T(4,; u,)+T(v,;v,), por la definición de suma en R”. 


Tlu +1, 54, +v,)=T(4 5u,)+T(v,; v,), aplicando la definición de la función 
(4, +1v,54,+v,50) =(4,54,50)+(v,;v,50) 
(u, +1,54, +v,50) =(u, +1,5u, +v,50) 


Una vez aplicada la definición de suma en R? y Rê’, por definición de la función, 
queda probado que la condición (1) se cumple. 


2. VúeV,VaeR=T(aun)=aT(u) 
Vi =(u;4,) ER”, Va eR>T(0ú) =0T(8) 
T(aú)=aT(ú) 
T(a(u,;u,))=0T(4,5u,) 
T(au,;au4,)=aT (4 ;u,) 
(œu ; œu, ;0)= ælu ; u30) 
(au; 0u,;0)=(au,; 01,50) 
Por definición de producto de un escalar por un vector en R? y R?, por definición de 


la función, se cumple la condición (2). 
En conclusión, por cumplirse (1) y (2), T es una transformación lineal, 
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Ejemplo 4 La función T:V >V/T(4)=8 es una transformación lineal y se denomina transfor- T 
mación lineal identidad. 


Demostración 


L YleV,VřeV >Tū+7)=Tü)+T), 


vVžeV,YřeV:T(ŭ +7) Ş +y F T(D+T() 
pordefinición pordefinición 
dela función dela función 


Por lo tanto, se cumple la condición (1). 


VieV,VasR=>T(aú)=aT(0), 


VúieV,VaeR:T(aí) a i = aT (ü). 
por definición por definición 
dela función dela función 
Por lo tanto, se cumple la condición (2). 
En consecuencia, T es una transformación lineal. 





Ejemplo 5 La función T:V >W/T(ú)= O, es una transformación lineal y se denomina transfor- 
mación lineal nula. 


Demostración 
1. VWúieV, VWveV >T(1+)=T(D+T(0), 


Vie V,W?EV:T(B+W) = 0y = Oy +0,  = TWD+T(D) 
pordefinición por definición por definición 
dela función de elemento neutro de la función 
en W 


Por lo tanto, se cumple la condición (1). 


2. WiúeV,VaeR=>T(qú)=aT(0), 


VuúueV,VaeR:T(aí) z k 7 20, = aTa). 
pordefinición por propiedad por definición 
dela función deespacios dela función 
vectoriales 


Por lo tanto, se cumple la condición (2). 
En consecuencia, T es una transformación lineal. 








Ejemplo 6 La función T:R” >R”"/T(8)=A, 8d, siendo AeR™” una matriz fija, es una 





transformación lineal y se denomina transformación matricial. 






Ejemplo 7 


Ejercicio 9-1 
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Demostración 

1. VúieV, VWveV >T(ú6+9=T(0)+T(5, 

VueV,WveV:T(U+7) > A(U +7) o AU+ AV a TID+T 
por definición por propiedad por definición 


dela función del productode dela función 
matrices 


Por lo tanto, se cumple la condición (1). 


2. VúeV,VaeR=>Tlqú)=aT(), 


VúeV,VaeR:T(au) T Alaŭ) T al At) e aT(u) 


por definición por propiedad del por definición 
dela función producto de matrices dela función 


Por lo tanto, se cumple la condición (2). 
En consecuencia, T es una transformación lineal. 


En el próximo ejemplo, mostraremos una función que no satisface la linealidad; es 
decir, que no cumple las propiedades de una transformación lineal. 


La función T: R° -> R? / T(x; y)=(x—1; y— 2) es una traslación, no es una transforma- 
ción lineal. 

Cuando una función no es una transformación lineal, podemos mostrarlo dando un 
contraejemplo. 

Sean ñ= (2; 3)y Y =(-5; 1); calculamos 

T(ŭ + 7) =T(-3; 4)=(—4; 2), 

TO +T6)=TQ;¡3)+T(S5;D=(;D)+(-6;-1D)=(=5; 0). 

Resulta evidente que T(14+7)+T(1)+T(v); en consecuencia, T no es una transfor- 
mación lineal, 


Decidir si las siguientes funciones son transformaciones lineales. Expresar matricialmente 
las que sean transformaciones lineales e indicar las dimensiones de las matrices. ¿Qué re- 
lación se encuentra entre las dimensiones de las matrices y las dimensiones de los espacios 
vectoriales del dominio y de la imagen de cada transformación lineal? 


a) f:R=>R*/f(o y,2)=(x-2y, y+2) 

b) f iR R / flx y) =(x+ y, y +1,2y—x) 

O f:RR/ fa y) =(x+y, y,2y-x) 

d) [RS 140712, 22+ 9 0434) 


e) £:RRÍ/f (a y, 2) =(x+ y, y—22, lx), —x +32) 


PD £: RPIfab,c)=(a+bjx +lb—cx+(3c+a) 
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9.1.3 


4,4, 0 
D f:L.>R*"]/f(ax+ax+a)=| 0 a, 
a +1  -—2a 


o 
h) RiR >R/ f(x y)=x 
Df :RR/flx y,2)=x+ 2 


A A TS 


Propiedades de las transformaciones lineales 
Para toda transformación lineal T: V > W se verifican las siguientes propiedades. 


1. La imagen del vector nulo del dominio, espacio vectorial V, es el vector nulo del codo. 
minio, espacio vectorial W. 


En símbolos: T(0,) = 0, 
2. La imagen del opuesto de un vector en V es el opuesto de la imagen del vector en We 
En símbolos: T(-4) =-—T(7) 


3. Laimagen de una combinación lineal de dos vectores del dominio V es igual a la com- 
binación lineal de las imágenes de los vectores en W, con los mismos escalares. 


En símbolos: T(aiú+ P7) =aT(1)+PBT(%) con a, f escalares. 


4. Como generalización de la propiedad (3), se tiene que ($ a) = Y aT(7). 


izl i=l 


Demostración de las propiedades 
1 T(0,)=0, 
Se tiene que T(0,)=T(0-5)=0-T(9)50,, 
0) (3) (3) : 
1. Expresamos el vector nulo del espacio vectorial V como el producto del escalat 
cero por cualquier vector Ye V (por propiedad de los espacios vectoriales). 


2. Por la condición (2) de la definición de transformación lineal. 
- 3, Por la propiedad de los espacios vectoriales en el espacio vectorial W. 
2. T-4)=-—T(7) 
Se tiene que T(-9) = 71-19) =-AT(W) =-T(7) 
Se deja como ejercicio para el lector justificar los pasos de la demostración. 
3. T(ai+fv)=aT(6)+ PT(7) 
Se tiene que T(aú+ Aya e de lid Br() 


Como por hipótesis Tes una transformación lineal, aplicamos en (1) la primera 
condición de la definición de transformación lineal y en (2) la segunda condición. 


4. Dejemos la demostración de esta propiedad como ejercicio para el lector. 
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9.1.4 Teorema de existencia y unicidad de las transformaciones lineales 


Sean los espacios vectoriales V y W de dimensión finita. 


Sea B={7;, A } una base del espacio vectorial V. 
Sea A= TA ¡Pi w} una colección de n vectores del espacio vectorial W. 


Entonces existe una única transformación lineal T: V —> W / T0) =W; Vi= l; 5n. 


Demostración 


4 
X= Sa 7, pues B es una base del espacio vectorial V. 


H. 


i=l 
En consecuencia, definimos la función T:V >W /T(¥)= y a, W. 
i=l 


En primer lugar, comprobamos que T es una transformación lineal, 


1. Probamos que T(ú+%w)=T(4)+T(w): 


Va, meV=ú=Y B 3 10=Y yo +9=Y B7+Y y 7= 


i=} i=} i=} isl 


=F ET +y T= Eey STan Sety W= Y pw Y y 7, = 


i=l i=] i=l i=l i=] 


=T(4)+T(W) 


2. Probamos que T(94)=0T(u): 


VieV,VéeR==Y PB, 7 AdER=85=0Y f,7,= Y 08,7 =T(6m)= 
isl 


i=l i=l 


=T($ 08,7)=)08,9,=0Y, 8 1,=9T0) 


Luego, por cumplirse las condiciones (1) y (2), concluimos que Tes una transfor- 
mación lineal. 


Por último, demostramos que T es única. 
Sea otra transformación lineal F:V —=W / F(v/)=w;,Vi=1;..¿ nm; entonces 


VieV==Y f7,. 


ial 


Luego F@)=FÈ 8 7)=Ù p PO) =Ù, pW, =T0). 


i=l ixl i=i 


Por lo tanto F = T, entonces la transformación definida es única. 


Por (1) y (II) el teorema queda demostrado. 
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Ejemplo 8 








b) 






a) 












b) 












1) 





Sean los espacios vectoriales (R?; + 1R; -) y (R$ +R; -). 
Sea una función 

f: R? — R* tal que f (1; 0; 0) = (1; 0; 2; 1), f (0; 2; 1) = (0; 0; 0; 0) y F (0; O; —1) = (2;-1; 0; 0) 
Contestar: 


a) ' ¿Las condiciones impuestas a f definen una transformación lineal?, ¿es única? Justi- 


ficar la respuesta. 
Si fes una transformación lineal, encuentre su expresión analítica. 


Solución 


Para determinar si las condiciones impuestas a f definen una transformación lineal, 
debemos verificar si se cumplen las hipótesis del teorema de existencia y unicidad 
de las transformaciones lineales para lo cual, en este caso, basta con verificar que el $ 
conjunto de vectores A = [(1; 0; 0); (0; 2; 1); (0; 0; —1)) es una base de IR?. 

Como la dimensión de RR? es tres, para probar que A es una base del dominio de 
la función alcanza con mostrar que es una colección de vectores linealmente inde- 
pendientes en R’. Entonces, calculamos el determinante de la matriz que tiene por 
columnas a los vectores del conjunto A: 


2 0 


1 0 
0 2 -1| 
1 -—1 
Il =l 


2.0 
0 


Luego, este determinante es distinto de cero, A es base de R? y, por lo tanto, se 
cumplen las hipótesis del teorema de existencia y unicidad de las transformaciones 
lineales. Esto es, las imágenes de cada vector de esta base definen una transformación 
lineal f que además es única. 


Para obtener la expresión analítica de la transformación lineal planteamos el proble- 
ma en forma genérica, luego lo resolveremos en lo particular. l 

Sean f: V > W con Dim(V) = n, el conjunto A= TT.T} una base [E 
de V, y li Wosa W } una colección cualquiera de n vectores de W, tal que: 
f)=w,Vi=1...n. 

Sea ú=(x,5x,5...3x,) un vector genérico de V. ; 

Encontramos las coordenadas de t en la base A (las coordenadas æ, quedarán en 


función de las componentes x, del vector genérico), ú= Ya ¿Yo 
i=] 
Por ser f una transformación lineal (el teorema fundamental de las transforma- 
ciones lineales nos garantiza que f es una transformación lineal), 


f0=1ha7)=Yaf0)=Y a 7 


i=l isi 


En resumen, el procedimiento para encontrar la expresión analítica de la transfor- 1 
mación lineal es como sigue: 


Encontrar las coordenadas q, de un vector genérico de V en la base A. 
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ii) La expresión analítica de la transformación lineal se obtiene como combinación li- 
neal de los vectores W; imagen de los vectores de la base A, siendo los escalares de tal 
combinación lineal las coordenadas q, calculadas en el paso (1). 


Volvamos al caso particular de nuestro ejercicio: 
_Determinamos las coordenadas de un vector genérico de R? en la base A 
ü =(x; y; z)= a(l; 0;0)+ (0; 2; 1)+ (0; 0; —1). 
A=x 
Al operar y aplicar igualdad de vectores, tenemos que < 2f= y, luego 
B-y=z 
Y 


GER b=Ż; pore 


Entonces, para todo eV: 


U =(x; y; z) = x(1; 0; 0) +20 2; 0+(%-2Jo 0;-1D) (*) 


Luego, en (*), aplicamos miembro a miembro la función f, resultando 


f(ü)= f(x y; 2)=f els 0; 0)+2(0; 2 1)+(2-2)o 0; -1| 


Y como fes una transformación lineal, resulta 
f(0)=f( yz)=x f(1505 0)+5 f(0;2; 1)+(2-2) f(0;0;-1) 


Como f (1; 0; 0) = (1; 0; 2; 1), £(0; 2; 1) = (0; 0; 0; 0), y f (0; 0; -1) = (2;-0; 0; 0) 
resulta 


f(0)=f(x; y; z)=x flo 0; 2; +4 f(0; 0; 0; )+[2-2) f(25-1 0;0) 
Al operar, obtenemos la expresión analítica de la transformación. lineal: 
f:R?— Rt I f(x; yia)=(x+y-23 -24a 2xix) 


Para verificar si están bien realizados los cálculos, comprobamos que la función 
encontrada satisface las condiciones impuestas por el ejercicio. 
f (1 0;0)=(1,0;2;1:1) 
f(0; 2 1) = (0; 0; 0; 0) 
flo; 0; -1}=(2;-1;0; 0) 
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9.1.5 Núcleo e imagen de una transformación lineal 


Sea una transformación lineal T: V —> W 






Núcleo (o kernel) de una transformación lineal 
Es el conjunto de todos los vectores del dominio 








Ejemplo 9 Encontrar el núcleo y la imagen de la transformación lineal 
f:R — R / fl yz) =(x5 y 50). 





Solución 
Por definición de núcleo, buscamos que vectores (x; y; z)e R’ : f(x; y; z)=(0;0;0) (D 
Entonces, por definición de f, en (1), se tiene que (x; y; 0) = (0; 0; 0). 






x=0 
Luego, por igualdad de vectores, 4 y =0 
0=0 











Así, resulta que el núcleo de fes Nu(f)= [xs yizjeR*/x=y= o}. 


Observemos que, gráficamente, el núcleo de fes el eje z (ver figura 9-7). 
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| Figura 9-7 Luego, por definición de conjunto 
ca imagen, buscamos que vectores (a; b; c) 
Dominio: R Codominio: R? € R’ del codominio sean imagen de algún 
vector (x; y; z) e R’ del dominio, esto es, f 
(x y; z) = (a; b; c). (I) 
Por definición de f, en (II) se tiene que (x; 
y; 0) = (a; b; c). 
Luego, por igualdad de vectores, 
x=a 
Figura 9-8 Hb 
Dominio: R? 0=c 
Entonces el conjunto imagen de f es 
Im()=1(a; bic eR’ Ic=0} 
Advierta que, gráficamente, el conjun- 
to imagen de f es el plano coordenado (xy) 


f(ū) = (x; y; 0) (ver figura 9-8). 





En el ejemplo anterior, observemos que el núcleo es un subespacio del dominio de la 
transformación lineal, y la imagen es un subespacio del codominio de la transformación 
lineal. 

Este hecho no es una característica particular del caso tratado en el ejemplo, sino que 
para toda transformación lineal se cumple que el núcleo y la imagen de una transforma- 
ción lineal son subespacios vectoriales del dominio y del codominio, respectivamente. 





conjunto no vacío de un espacio vectorial sea un subespacio vectorial. 


1. Elvector 0, € V está en el núcleo de T. 
Por propiedades de las transformaciones lineales y definición de núcleo, 


0, eV:T(0,)=0,, 0, e Nu(T) 
2. La suma en el núcleo de T es ley de composición interna. 


Debemos probar que si ¿ y Y son vectores del núcleo de T; entonces (4 +4) e Nu(T) 
En consecuencia, 


VieNu(T),V?eNu(T) ==... T(5)=0,AT(0)=0, => 
por ición 


defin 
de núcleo 
poruT T(m)+T(v)=T(8+7)=0,, corta (1+5)eNulT) 
transformación lineal de núcleo 


Por lo tanto (4 +1) e Nu(T), 
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3. El producto de un escalar por un vector en el núcleo de T es ley de composición externa, 
Debemos probar que si a es cualquier número real y ú es cualquier vector del 
núcleo de T, entonces (04) e Nu(T). 
Tenemos, 


Vi e NulT), Va eR pordeinición T(ú)= =0, AQGUER= 
ia 


=> Tlaī)=aT(ŭ)=&0y =0,, => 
porserT Y” por definición 
transformación de núdeo 
lineal 
= (añ) e Nu(T) 


Como se verifican (1), (2) y (3), se tiene que Nu(T)es subespacio vectorial de V, 





La imagen de una transformación lineal T: V > W es subespacio vectorial de W. 





Demostraremos que se satisfacen las condiciones necesarias y suficientes para que un sub- 
conjunto no vacío de un espacio vectorial sea un subespacio vectorial. 


1. Elvector Oy e W está en la imagen de T. 


O, EW => 30, eV:T(0,)=0, =  O„elm(T) 
a por propiedad ~ Y ( v) W pordefinición " 
detranformaciones deimagen 
line 
2. La suma en la imagen de T Tes ley de composición interna. 
Probaremos que si w, y w, son vectores de la imagen de T, entonces (w, +w w,) 


e Im(T). 


En consecuencia, 


Vw, €Im(T), Vw, e Im(T) > JueVa Te V/T(0)=w, AT(5)=w, => 


definición 
de imagen 
= w+w=T(D+T(5)=T(G+7) 
porser 
transformación 
lineal 
SS (1, +w,)e Im(T)=w a(3+7) eV 
definición 
y [necia 


Por lo tanto en + w,) e ImÍT). 


3. El producto de un escalar por un vector en la imagen de T es ley de composición ex- 
tema. 
Debemos probar que si a: es cualquier número real y % es cualquier vector de la 
imagen núcleo de T, entonces (04%) € Im(T). 
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Tenemos, 
VW e ImlT), VaeR A HEVIT(H)=%A GER 
definición 
deimagen 
=> aŭ=aT7)=Tla7)=> 
por ser 
transformación 
lineal 
pordan CP EMT WA lav)ev 
deimagen 


Luego, por verificarse (1), (2) y (3), tenemos que Im(T) es subespacio vectorial 
de W. 


Ejemplo 10 Sea la transformación lineal T:R‘ -> R? /T(x; y; z u)=(x— y+ zu+2z;— z). 


a) Encontrar el núcleo de la transformación lineal, una base del núcleo, y su dimensión. 
b) Encontrar la imagen de la transformación lineal, una base de la imagen, y su dimen- 
sión. Y 


Solución 


a) Por definición de núcleo, debemos encontrar todos los vectores de R* tales que su 
imagen por la transformación lineal es el vector nulo de R$, es decir: 
T(x; y; z3u4)=(0;0;0) y, por definición de T, T(x; y; 234) =(x-—y+234+22;-—2). 


Entonces surge el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 
a yrz=0 => x= 
u+2lz=0 => u=0 T 

-z =0=z=0 =f > 


+ 


Luego, resulta Nu(T)= Ex yzu)eR*/x=yAz=u= o) =4(x;x30;0)/xeR] 


Por lo tanto, una base del núcleo es Base (Nu(T)) =1(1; tO 0), y su dimensión es 
DiIMm(Nu(T)) = 1. 


b) Por definición de imagen, debemos encontrar todos los vectores de R? que sean 
imagen de, por lo menos, un vector del dominio, R$ esto es, buscamos los vectores 
(a; b; c) e R tales que T (x y; z u) = (a; b; o). 


Entonces, por definición de T, se debe cumplir que (x-— y + z, u + 2z, —z) = (a, b, c). 
Igualdad que equivale al siguiente sistema de ecuaciones tales que: 
x-y+z=a 
u+2z=b 
=2=C 
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Resolvemos el sistema lineal aplicando el método de Gauss-Jordan. 


1 O a 1 -1 
2 1 blioajo 
o (1) 0 c 


(a+c) 


0 0 
+Sj0 0.01 (b+2c) 
0 10 


0 =E 

Luego, el rango de la matriz A de coeficientes del sistema de ecuaciones p(A) y el E 
rango de la matriz ampliada del sistema p(A”) son iguales: p(A) = p(A”) = 3; por lo 
tanto, el sistema es compatible V(a, hb, c) e R?. i 

Luego, la imagen de la transformación lineal es Im(T) = R? E 

Entonces, una base de la imagen de la transformación lineal es la base canónica de R>: 


Base (Im(T))=1G; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)}, ypor lo tanto Dim(Im(T)) = 3 





9.1.6 Teorema de la dimensión del núcleo y de la imagen 
de una transformación lineal 


Para demostrar este teorema, necesitamos ver previamente algunas propiedades de las 
transformaciones lineales referentes a la imagen y a la preimagen de conjuntos de vectores 
linealmente dependientes o linealmente independientes. 


Propiedad 1 Ed 
La imagen por una transformación lineal T': V-> W de un conjunto de vectores linealmen- ` 
te dependiente en V es un conjunto de vectores linealmente dependiente en W. 

En símbolos: 

Sea una transformación lineal T: V — W. 

Sea A= DAA ¡A z} cV un conjunto linealmente dependiente en Vs 


[TE T has TOO de W es un conjunto de vectores linealmente dependiente en W.: 


Demostración 
Para demostrar la propiedad utilizamos las definiciones de conjunto de vectores lineal- 
mente dependiente y de transformación lineal. 

Por ser A un conjunto de vectores linealmente depentienas, 


di(I<Si<k): a, +0ER-— Zas 0 0,; luego ha, 7)=T(0,) entonces 


k — 
DaT) =y. 
i=l 


Por lo tanto {T(F;), TO), TO)} c W es linealmente dependiente. 
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Propiedad 2 
La preimagen por una transformación lineal T: V —> W de un conjunto de vectores lineal- 
mente independiente en W es un conjunto de vectores linealmente independiente en V. 
En símbolos: 
Sea una transformación lineal T: V—= W. 
Sea A= fr; ¿A 7) evi ITE); TV o T} CW es un conjunto linealmente 
independiente => Ir; Tanes 7) es linealmente independiente en V. 


Demostración z 
Supongamos que: Ji(1 <i <k) tal que 0, 0 y además: Y a,7, = 0, 


izl 


Entonces, aplicando la transformación lineal miembro a miembro: 


TOD a7)=T0, ) 


i=] 


Por ser T una transformación lineal y por propiedades: 


k — 
E a T(v;)=0,, 
i=l 
Pero esto es absurdo, pues TT); TO ad TED} es linealmente independiente, 
a,=0 Vi(1<i<k) 


Por lo tanto, la colección la Veda 7.) es linealmente independiente. 





Teorema de la dimensión del núcleo y de la imagen de una transformación lineal, 
Sea una transformación lineal T': V > W, tal que Dim(V) = n, entonces 


DIMNUD) + Dim(Im(D)) = Dim(V) . 





Sea Dim(Nu(T)) =k 


Sea B= a; bd 7) una base del Nu(T) 
Por el teorema de extensión a una base, podemos extender la base del núcleo B a una 
base de V: 


B, = Iz; Vaate Via Vonis z} 


Probaremos que B,, = AT (7%) T(%3):..:T(7)) es una base de la imagen de la 
transformación lineal. 
Entonces: 


L  B,,es un sistema de generadores de Im(T): 
TW) <eImD),Vi=K+1. 38. 


Entonces: S= geni T (Ta) Tik ai T(7)} c Im(T). 
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Ejemplo 11 


Sea We Im(T), luego 37 e V /W=T(W) por la definición de imagen. Entonces, expre- 
sando a Y como combinación lineal de la base B,, se tiene 


?=T0)=T0O a,7)= Y a T(7)= $, aT) €s, luego B, genera Im(T) 


i=) $ i=K+] 
IL B,,es un conjunto linealmente independiente: 


Sea y BT()=0,. Para probar que B,, =[r(7),1 (53)... T (77) es un con- 


isk+l 
junto de vectores linealmente independiente, debemos probar que la única combinación 
lineal que genera al vector nulo es la solución trivial; es decir, 6, =0,Vi=X+1,..., 1 


Por ser T una transformación lineal, 
SY B,T()=TOY B,7))=0,, luego Y, B,7; e Nu(T) 
i=k+1 i=k+1 i=k+] 


Por lo tanto, esta última combinación lineal puede expresarse como una combinación 
lineal de la base del núcleo: 


y An=Y va 


isk+i i=1 


k n — 
Y y 7- Y, B,7,=0, 


i=i i=k41 
La última ecuación es una combinación lineal de los vectores de la base de V, luego 
todos los escalares son iguales a cero, en particular nos interesan los 6, =0,Vi=k+1,..., 1 
Por lo tanto, B,, = [rm rr ), E )) es un conjunto de vectores linealmente in- 
dependiente. En consecuencia, la dimensión de la imagen es n-k 


Por lo tanto, Dim(Nu(T))+ Dim(Im(T)) = Dim(V) 
Con lo cual queda demostrado el teorema. 


Sea la transformación lineal T: R° — R’ / Tl y) = (x —2Y, Y —X, 3x) 
Encontrar Nu(T), Im(T), verificar el teorema de la dimensión, y determinar una 
base del núcleo y una base de la imagen. 


Solución 
Buscamos el núcleo planteando que T(x; y) = (0; 0; 0) => (x-2y yx; 3x) = (o; 0; 0), 
entonces 
x-2y=0 
yx =0 >x=y>y=0 
3x=0 =>x=0> 


Luego Nu(T)) = [(0; 0)), por lo tanto Dim(Nu( TJ) = 0, y no hay base del núcleo. 
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Planteamos el teorema de la dimensión para encontrar la dimensión de Im(T). 
pulsas Bimal) = Biok ), por lo tanto Dim(Im(T)) = 2. 

Buscamos la imagen de la transformación lineal planteando que 
T(x; y)=(a3b3c) => (x-2y; y-x33x)=(a3b3c). 
Entonces: 

x-2y=a4a 

y—x=b 

3x=c 


Resolvemos el sistema aplicando el método de Gauss-Jordan: 


(1) -2 Ja 1 -2 | a 1-2 | a 1.0 | a-2a-2b 
1 1 |blojo (1) ¡bra jojo (1) | -a-b |40 (1) -a-b 
3 0 le 0 6 |ec-3a O 6 |c-3a 0 0 |c—3a+6a+6b 
Luego, como el sistema debe ser compatible, se debe cumplir que 
c-3a+60a+6b=0 
c+3a+6b=0 
En consecuencia, 


Im(T)=4(a; b; c)eR? /c+34+6b=0)=((a; b;-3a—3b)/a;beR]| 


Siendo una base del subespacio imagen: Base Basel Im(T)) = Las 0; -3); (0,1; -3)) 


y tal como se dedujo del teorema de la dimensión: Dim(Im(T)) = 2 





9.1.7 Clasificación de transformaciones lineales 


Recordemos que una transformación lineal es una función que cumple con ciertas condi- 
ciones, y a partir de la clasificación de las funciones en inyectivas, sobreyectivas y biyecti- 
vas, clasificamos las transformaciones lineales como sigue: 


Sea T: V — W una transformación lineal. 


a) Tesun monomorfismo si, y sólo si, T es inyectiva. 
Es decir, T es un monomorfismo 4 Vý, yeV:TŒ@) =T) ü =7 
b) Tes un epimorfismo si, y sólo si, T es sobreyectiva. 
Es decir, T es un epimorfismo => VW e W, 11 e V/w=T(0) 
c) Tes un isomorfismo si, y sólo si, T es biyectiva. 
Es decir, T es un isomorfismo +T es monomorfismo y epimorfismo. 
d) Tes un endomorfismo si, y sólo si, V = W 
e) Tesun automorfismo si, y sólo si, T es un isomorfismo y un endomorfismo. 


Observación: Recordemos que si una función es biyectiva entonces existe la función in- 
versa. Este mismo hecho se tiene para las transformaciones lineales que se clasifican como 
isomorfismos. 
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Sea la transformación lineal T: V > W _ 
T: V— Wes monomorfismo + Nu(T)= f 0} 





Ye Nu DD) =>T()= O, a T(0,) Y 0,» por ser T monomorfismo 
(&=) Nu(T)= (0, => T es monomorfismo. 
Sea T()=T(0)=T(-T0)=0, =T(G-5)=T(0,)=-9=0, == 


Luego, el teorema queda demostrado. 





Sea V y W espacios vectoriales de igual dimensión: Dim(V) = Dim(W) = n 
Sea T': V — W transformación lineal = (T es monomorfismo + T es epimorfismo).. 







A AT ʻi 
Por el teorema de las dimensiones Dim (Nu (T)) + Diml Im (7) =Dimlv) 
Luego 


T es monomorfismo +> Dim(NulT)) =0 DimlIm(T))== Dim(V)=Dim(W) «sT' 
T es epimorfismo. 
El teorema queda así demostrado. 


Ejemplo 12 a) La transformación lineal f:R°— R’ / f(x; y;z)=(x;y;0) que analizamos en el“ 

ejemplo 9 es un endomorfismo, pues se establece como dominio y codominio al 
mismo espacio vectorial. l 

No es un monomorfismo porque el núcleo de la transformación lineal son los 
vectores de la forma (0; 0; z), con lo cual Nu(T) + {(0; 0; 0)}. Tampoco es un epi- 
morfismo, ya que el subespacio imagen de la transformación lineal son los vectores 
de la forma (x; y; 0) y, claramente, Im(T) + R’. En consecuencia, la función no es un 
isomorfismo ni un automorfismo. 


En el caso de la transformación lineal 
FRORIf(x5x0),5x%))=[x,+%,+%,5%, X HX X X) 
No es un endomorfismo. 

El lector puede comprobar que el subespacio núcleo es Nu(f) = {(0; 0; 0)}, y que 
j base o) subespacio imagen está dada por Base(Im( f )) 2 1; 0; 0); (1; 0; 1; 0): 

130; 0;1 

Entonces f' es un monomorfismo, pero no un epimorfismo ya que el codominio f 
es R y el conjunto imagen es un subespacio de R* de dimensión 3. Así, resulta quef PE 
no es un isomorfismo. 


La transformación lineal f : P, —> R° / f (ax? +bx+c)=(a;b;c) es un isomorfismo. 
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Comprobación 
Si fes un isomorfismo, se debe a que es un monomorfismo y un epimorfismo. Analice- 
mos cada caso. 


1. Para determinar si f es un monomorfismo debemos encontrar su núcleo, por lo 
tanto: 
Si (ax + bx + c) e Nuff), entonces f (ax? + bx + c) = (0; 0; 0). 
Luego, por definición de la función (a; b; c) = (0; 0; 0)y por igualdad de vectores, 


a=0 


surge que ¿b=0. 
c=0 
Por lo tanto, el núcleo de fes Nu(f) = (0x? + Ox + 0). 


En consecuencia, fes un monomorfismo. 


. Para determinar si fes un epimorfismo, debemos probar que el conjunto imagen es 
igual al codominio de f. Entonces, 
Si (m; n; p) e Im(f) existe ax? + bx + ce P, del dominio de f tal que 
flax + bx + c) = (m; n p). 
Por definición de la función, (a; b; c) = (m; n; p) 


a=m 
Luego, por igualdad de vectores, 4b=n ; en consecuencia, el conjunto imagen 
c=p 


de f es R? y es igual al codominio. Por lo tanto, fes un epimorfismo. 
Entonces, de (1) y (2), queda comprobado que fes un isomorfismo. 





Ejercicio 9-2 

a) En cada una de las siguientes funciones verificar si son transformaciones lineales. 

b) En cada transformación lineal encontrar núcleo e imagen, base de los mismos, verifi- 
car el teorema de las dimensiones, y clasificar la transformación lineal. 


de T:R >R? /T(x; yzi t)=(x+2y-t;z+2t) 
2. T:R >Rt/T(x y)=(2x; x-y; y-2x; 2y) 
3. T:R’ —>P,/T(ab;c)=(a-b)x? +(a+c)x+e 


4. T:R” >R/T(A)=tr(A) (Nota: tr(A) = r()=Y a, traza de A.) 


is} 








9.1.8 Espacios vectoriales isomorfos 


Decimos que dos espacios vectoriales V y W son isomorfos si existe una transformación 
lineal T: V > W que es un isomorfismo. Lo simbolizamos mediante V = W. 
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Si dos espacios vectoriales son isomorfos ello significa que ambos tienen la misma: 
estructura. Esto implica que se cumplen las siguientes propiedades: 
Sean V y W dos espacios vectoriales, y sea T: V —> W un isomorfismo. 


Propiedad 1 

Si V es de dimensión finita > W es de dimensión finita, y Dim(V) = Dim(W) 
Propiedad 2 

Si V = genT, T. T} =W = gen TE) T) TO) 

Propiedad 3 


Si a, a. z} es linealmente independiente en V => ÍT), Tes TE} es lineal... 
mente independiente en W. 


Propiedad 4 
Si fz, Pass z} es una base de V => Tr, T) TD) es una base de W, 


La demostración de las propiedades enunciadas quedan a cargo del lector. 


Ejemplo 13 La transformación lineal f : R >R’ /f (ax? +bx+c)= (a;b;c) es un isomorfismo. 
A raíz de la existencia de una transformación lineal f que resulta ser un isomorfismo 


entre P, y R°, podemos afirmar que los espacios vectoriales (Py; +; R; +) y (R°; +; R; +) son | . 
isomorfos. o 





Los ejemplos que se ofrecen a continuación aplican los conceptos previamente desa- 
rrollados. 


Ejemplo 14 Sea la transformación lineal T:R? >R?:T(%)= Ax. 
Siendo A= 


a) Encontrar todos los valores de a eR, si existen, tales que T sea un monomorfismo. 
Para los valores obtenidos de a, encontrar el núcleo y la imagen de T. 


b) Para a= 1, obtener núcleo e imagen de T, y base y dimensión de cada uno de ellos. 


Solución 
a) Tenemos: 
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Tes un monomorfismo > Nu(T)=0 > A(x; y; z)" =0 tiene solución única <> JA”, 
Luego, si lA] 40, Tes un monomorfismo. 


120 
lAj=[0 1 a|=1 
0 1 1 


l a 0 
+2 
d E 0 


a 
¿aaroman 


Entonces Va e R-— {fı} T es un monomorfismo. 


aami 


For lo tanto, si Vae R- f, Nul(T)= fon } => DimlNulT))=0, y por el teorema 
de la dimensión resulta 


Dim(Nu(T))+ DimlIm(T)) = Dim(R?) 
A AAA a 


De modo que Dim(Im(T)) = 3, por lo tanto la imagen de T es R°? 


b) Paraa=1 
La transformación lineal resulta ser 


Ty 
z y+z 

Por definición de núcleo, tendremos que 

x x+2y 

Ti y= y+z 

z y+z 

Entonces 
x+2y =0=>x=-2y 


y+za=0>z =-y 
y+z=0 


Luego Nu(T)=((-2); y; y), una base del núcleo es Base(Nu(T))=((2; 1; -1)) 


y por lo tanto Dim(Nu(T))=1. 
Por el teorema de las dimensiones, 


DimlNu(T))+ Dim(Im(T)) = Dim(R?) 
=1 ? =3 


Resulta: Dim(Im(T)) =2. (*) 
Para obtener el subespacio imagen, aplicamos la definición 


Im(T)=4(us vsw)eR? 1% y; 2) ER? IT (2 y; z)=(u v5 w)) 
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Entonces 
x+2y =u 
y+z=v 
ytz=w 


Resolvemos aplicando el método de Gauss-Jordan 


0 u 1 0 -2 
13: viejo 1 1 
1 


w 0 0 07 wey 


Como el sistema debe ser compatible, necesariamente w—v=0=>w=v 
Por lo tanto, 
Im(T)=4(4 v; v)/uveR} (+) 


Una base del subespacio imagen es Im(T)=4(1; 0; 0); (0; l; 1)}, y por lo tanto se 
cumple (*); esto es, Dim(Im(T)) =2. 





Observación: 
En el ejemplo anterior, el ítem b) puede resolverse empleando el concepto de espacio co- 
lumna generado por las columnas de una matriz. 

Analicemos enseguida este proceso. 

Observemos que cuando planteamos la búsqueda del conjunto imagen de la transfor- 
mación lineal, surge el sistema de ecuaciones lineales cuya matriz ampliada es 


1 2 iü 
A¿=10 1 liv 

0 1 iiw 

ed 


Recordemos que un sistema lineal es compatible si el vector columna (u; v; w)” perte- 
nece al espacio columna de la matriz de coeficientes A del sistema lineal. 

También, recordemos que al aplicar operaciones elementales entre los renglones de la 
matriz A se obtiene otra matriz, que llamaremos B, equivalente que nos permite establecer 
por correspondencia una base del espacio columna de la matriz A. 


Entonces 
1 2 0 1 0 0 
A=j0 1 1| B=|0 1 1 
¿0 Ad 29.0 0 


En la matriz B, las columnas primera y segunda contienen los unos principales, en 
consecuencia, estas columnas forman una base del espacio de columnas de la matriz B; y 
por correspondencia, los vectores de las columnas primera y segunda de la matriz A for- 
man una base del espacio de columnas de la matriz A. 
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Por lo tanto, una base del subespacio imagen es ([(1; 0; 0); (2; 1; 1)) y, claramente, 
Dim(Im(D) =2 

Verifiquemos que esta base genera el mismo subespacio vectorial definido en el ejem- 
plo anterior, esto es: 


4,(1,0;0)+4, (2151) =(u5 v;w) 


A, +24, =u 
4, =v sway 
ÀA =w 


Por lo tanto, el subespacio imagen de la transformación lineal es 
Im(T)= Xu; v3v)Iu, v € R} 


Ejemplo 15 Encontrar, si existe, la expresión analítica de una transformación lineal T:R‘ —> R? tal 
que Nul(T)=S+ a YFesS:T(7)=27. Con S$ ={(x; y zu) eR* /x+2y=0.4=0) 


Solución 


De acuerdo con el teorema de existencia y unicidad de las transformaciones linea- 
les, si tenemos las imágenes de cuatro vectores linealmente independientes de ¡R* (es 
decir de una base de R‘), entonces queda definida una única transformación lineal 
T:R >R? 

Entonces, determinamos una base de S: 


S=((a3 y 2u)eR*/x+2y=0.u=0)=((-2y; y 230)/ ys2R]) 


Por lo tanto, una base es Base(S)= (2; 150; 0) (0; 0;1; 0)», y Dim(S) = 2 
Luego, obtenemos S+ considerando el producto interior canónico en el espacio con 
producto interior (R*;( )), entonces: 


(a;b;c;d) - (-231,030)=-2a+b=0=b=2a 
(a; b;c; d) - (0;0:150)=c=0 


Luego S+ = (a; bg d) ER /b=2aAc= 0)=1(a; 2a; 0; d)} 
Resulta entonces que una base del complemento ortogonal de $ es: 
Base(S*)= Ka; 2; 0; 0); (0; 0; 0; 1)}, la cual es, por las condiciones enunciadas en el 
problema, una base del núcleo de la transformación lineal que se desea definir. 
Por propiedad de complemento ortogonal tenemos que SOS* =R* 
` Entonces, una base del dominio de la transformación lineal es: 
Base(R* ) = (2; 150; 0); (0; 0; 1; 0); (1; 250; 0); (0; 0; 0; 1) 
A aiaa, 
una base de S una base de S+ 
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Porlo tanto, como debe cumplirse que VYWeS:T(V)=2% A NulT)=S* 
Resulta 
T(-2;150;0)=2(-2; 1; 0;0)=(-4; 2;0;0) 
T(0;0;1,0)=2(0;0;1,0)=(0;0; 2; 0) 
T(1; 2;0;0)=(0;0;0;0) 
T(0;0;0;1)=(0;0;0;0) 


| pues pertenecen a S 


(1 
þras pertenecen al NulT) 


A partir de (I) podemos construir la expresión analítica de la transformación lineal 
que se solicita en el problema. 


a) Víx; y;z3u)eR*: A, (-2;150;0)+4,(05031:0)+4,(132;0;0)+4,(0;0;0;1)=(x3 y; 2; u u) 


Entonces: 


En consecuencia, V(x; y; 23u)ER!: 
(o yizu)2 [22 a:1:0:0)42(050 10) 222)0; 2,0,0)+u(0:0,0,1) 
“Luego, como T es una transformación lineal, se tiene e 
T(x y; 23u)= (2 E) T(-2; 13 0;0)+z T(0;0;1; 0)+[222) T(1;2:0;0)+u T(0;050:1) E 


Al reemplazar por (1): 


T(o y 25u)=(? =) (—43 2; 0; 0)-+z(0; 0; 2; o) 2253), 0; 0;0)+w (0; 050; 0) 


Por lo tanto, la transformación lineal T:R‘ — R’ es 


borda (He, Sta, 2250) 


Dejamos para el lector comprobar que la transformación lineal verifica las condicio- 
nes impuestas, 





9.1.9 
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Ejercicio 9-3 
Sea 
f:R*=>R”/ f(130;0)=(3;0;-1) ; (031; 2) =(-1, 030) ; f(2; 1; b)= (0; 0; 2) 
a) ¡¿Existebe R/fno es transformación lineal? Justificar. 
b) Sib=1,;fes una transformación lineal?, ¿es única? Justificar, 
En caso de respuesta afirmativa, determine la dimensión del núcleo y de la imagen de f 








Ejercicio 9-4 

Encuentre una transformación lineal T:R?’ — R’ tal que verifique Nu(T) = S+, siendo S el 
subespacio vectorial de R’ cuyos elementos son los vectores posición del plano que contiene 
a la recta r: (x; y; z] = (1; 2; 3)+4(1; 031), y además: T(4; 0; 0) = (1; 0; 1); T(0; 0; 2) = (0; 0; 1) 








Ejercicio 9-5 
Analice el valor de verdad de las siguientes proposiciones, y justifique en cada caso demos- 
trando la proposición si es verdadera o exhibiendo un contraejemplo si es falsa. 

Si T: V—> W es una transformación lineal y 4 Vi, V3, V; | es base de V, entonces 


a) To), TP), T(7)) es una base de W, 
b) ITE), T7) TF) es una base de Im(T). 





Ejercicio 9-6 

a) Encuentre a e R tal que exista una única transformación lineal que cumpla las si- 
guientes condiciones: T(0; 2; 0) = (2; 0; 2); T(1; 0; 1) =(0; 1; 3); T(1; 1; 1) = (a; 1; 4); si ade- 
más Nu(T)=((x; y;2)eR* /2x=-y=2). 

b) Obtenga la expresión analítica de la transformación lineal, su imagen, y verifique el 
teorema de las dimensiones. 


Operaciones entre transformaciones lineales 


Las operaciones que podemos realizar con transformaciones lineales son: 





Propiedad 
Sean T: V— W, F: V — W, entonces: (T + FM) es una transformación lineal. 


Demostración: Se deja a cargo del lector demostrar la propiedad. 
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Propiedad 
Sean T: V — Wy k eR, entonces: (AT) = kT ) es una transformación lineal. 
Demostración: Se deja a cargo del lector demostrar la propiedad. 


Composición: ie 0 : : i 

urt Sean F: iS W Ti W> U transformaciones 

“+ lineales, definimos como composición de Te 
` Aa taoa À KTE ash 





Ejemplo16 Sean g:R?—>R’ y f:R’—R* las transformaciones lineales definidas por: 
g(x; y)=(x+ YX=Y 2x) y f(x; Y 2)=(x- y; XFA Z 22). 
Determinar: 
a) (fog)(; 2) 
b) (feg); y) 
Solución 
a) La composición (fo g) es una transformación lineal de R? a R* tal que 


(f03)(52)=f(g(152))=1(3;-1:2)=(4 255; 4) 
b) De igual forma que en a), aplicando primero la definición de g y luego la definición 
de f: 


Pog)la y)=F gl y))= flat yx y: 20) = ((2+ y) (ay): (a+ y)+(<- y) (x+ y)+2x52.2x) 
Entonces (fog) (x; y) = (27; 2x; 3x + y; 4x) 





Propiedad 
Sean F: V —> W, T: W — U. Entonces: (To F)(7) es una transformación lineal. 


Demostración: Dejamos a cargo del lector demostrar la propiedad. 
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A continuación enunciamos dos propiedades y dejamos sus respectivas demostraciones a 
cargo del lector. 


Propiedades 
Sean Vy W dos espacios vectoriales y sea T': V —> W una transformación lineal. 


1. Si T admite inversa, entonces T'* es transformación lineal. 
2. T admite inversa si y sólo si T es un isomorfismo. 


Ejemplo 17 Sea el isomorfismo f:B —>R’/f(ax+b)=(a;b) 

Afirmamos que la transformación lineal; 

f> :R? >B / f> (a;b)=ax+b esla inversa de f pues se cumple que: 
m fof` = IL, » entonces: 


Sea Y = (a; b) eR’, luego: 


(12f7)a; b)=f(f> (a; b))=f(ax+b)=(a; b) 





& f'of= T, , entonces: 
Sea p(x)=ax+beR , luego: . 


(10 f)lax+b)= PUUSA Aa; b)=ax+b 


modas 
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Ejercicio 9-8 
En cada una de las siguientes funciones, determinar si T'; R? —> R°? es una transformación lineal; si lo es, en- 
contrar Nu(T), Im(T), una base de cada uno de ellos, y verificar el teorema de la dimensión. 


a) T(x; y;z)=(y;x;0) 

b) Ta ysz)=(y-x3x3x) 

Y) Tl; yiz)= (+x; y; z) 

d Tl; y;z)=(x" +y; z; y—2z) 









Ejercicio 9-9 

a) Encontrar la expresión analítica de la transformación lineal T : R? > R?, justificando su existencia y 
unicidad, tal que T(2;1)=(1;0;2) y T(0;-1)= (03131). 

b) Encontrar Nu(T) e Im(T), una base de cada uno de ellos, y verificar el teorema de la dimensión. 



















Ejercicio 9-10 
Sea la transformación lineal T(x; y; z) =(x—ky; ky +2; iie a 
a) Encontrar todos los valores de k eR, si existen, tales que T sea un monomorfismo, 


b) Encontrar todos los valores de k eR, si existen, tales que T no sea un epimorfismo. 
č) Para k=l, encontrar NulT), Im(T), y una base de cada uno de ellos... ` 





Ejercicio 9-11 l E 
a) Verificar que la siguiente función es transformación lineal, 


RRA O. mx. 


b) Encontrar Nu(T), Im(T), una base de cada uno de ellos, y verificar el teorema < le la dim nsié 





' Ejercicio 9- 12: l : l PEP Da a ei 
Sea la transformación lineal T: R’ > 2 iTos > Ue + Y 3x +3 y x+ wm. encontrar Es ER, sie 
y Tsea un monomorfismo, Ps ; ; : i pe A 





Ejerciclo 9. 13 y tt ts ; "er da ti das 
Encontrar la expresión analítica de la transformación lineal T: iR? g R. tal q ae e verifique las siguientes co 
diciones: ; E 

TA AAA TEJ- (21); Të; TOT E 


Siendo: B + (7 =(50:057= (1,1: 0); 7;=0; E DÍ un una basede RR. 0o ne 
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Ejercicio 9-14 


Encontrar, si es posible, la expresión analítica de la transformación lineal T : R* — R? tal que verifique las 
siguientes condiciones: 


NulT)=((x; y;z)eR?/2=0A-2x+2y=0); si además: 
T(1,0;0)=(2;1;-1); T(-1; 2:1)=(1,0;0); T(0; 4;2)=(6;2;-2) 








Ejercicio 9-15 
Definir una transformación lineal T:R”? =R? tal que I 


„a E Nu(T) yT sea un epimorfismo. 
(Nota: I = matriz identidad.) : e 








Ejercicio 9-16 


Sabiendo que la transformación lineal T transforma los vectores 1, = (1; 1; 0); ú, = (1; 151); y m= = a; 0; 0), pi T 
en los vectores V; =(3;1;2) 7; =(2;1;1) V; =(6;2;3), respectivamente. 
Encontrar la ió de la a lineal, justificando la respuesta. ` 








Ejercicio 9-17 bo 
Sea T(x; y;z)=((m-— Da+2y- Z, 2x+my+2z2; Im +2(m+1)y+ (m+ 12) < 


a) Encontrar todos los m eR tales que la dimensión de la Im(T} <3. iagi SAA 
b) - Para m=2, obtener núcleo e imagen de T y la dimensión de cada uno de ellos. = 





Ejercicio 9-18 a e 
Sea T: R’? — Rî una transformación lineal tal que T{x; y; z)= Gx: = E E 7 y3 o 
a) Encontrar núcleo e imagen de T, base, y la dimensión de. ii uno de ellos... 

b) Exprese matricialmente la transformación lineal. 








Ejercicio 9-19 AE 

a) Definir, si es posible, una transformación lineal - Figura 9-10 
T : R? —> R° tal que: : Aa 
i) Nu(T) sean los vectores posición del plano 7, cuyas Lo 2y si 

trazas se indican en el gráfico de la figura 9-10. Pr a i Sh: 

ii) Im(T) =genf(Q;-1; 1)). a 

b) Encontrar la expresión analítica de la transformación 
lineal definida en a), una base del núcleo, y verificar el 
teorema de las dimensiones. 
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Ejercicio 9-20 
Encontrar todos los a €R para los cuales existe una única transformación lineal que cumpla las' sigui 
condiciones: T(1; 0; 1)=(0; 3; 1); T(a;1;0)= (2; 0;0) y el núcleo de T son los vectores posición de los punt 
la recta 31, N Tp siendo m :x+y+z=0; 7, i=x+2y= 0. 1 Base 









Ejercicio 9-21 

Definir, si es posible, u una transformación lineal T : R?.>R? tal que Tas 0; 0)= (1; 0; 0% TO; 250 
A cuyo núcleo es Nu(T)= sS siendo S= ls y z)eR? LF y= g= o}. ME i 
i Encontrar la expresión : analitica de la transformación lineal definida, s sü imagen y una a base de la imagen 











Matriz asociada a una transformación lineal 


Como ya se ha mencionado a lo largo del presente capítulo, nuestro objetivo es relacionar 
distintos espacios vectoriales, que a priori parecen distintos y sin embargo tienen tanto que 
ver entre sí que podrían considerarse “casi iguales”. 

Es el caso de las matrices con coeficientes en un cuerpo (en esta obra sólo se ha traba- 
jado con el cuerpo de los números reales) y el espacio de las transformaciones lineales, 

Para estudiar relaciones entre matrices y transformaciones lineales recordemos que: 

Dada una matriz A eR”", la aplicación L : R** —> R"% tal que L(%)=AX resulta 
lineal. A raíz de este resultado es que nos preguntamos si existe una correspondencia uno 
a uno entre matrices y transformaciones lineales, es decir, buscamos una función biyectiva 
que relacione ambos objetos, 

Llegados a este punto necesitamos introducir un nuevo espacio vectorial desconoci- 
do hasta el momento. Dicho espacio, que denotamos (L(V, W); + ; R;-), consta de todas 
las transformaciones lineales T : V > W donde las operaciones de suma y producto por 
escalar son las usuales y el cuerpo sobre el cual se define dicho espacio es el cuerpo de los 
números reales, Recordemos las operaciones de suma y producto por escalar: 


Sean, fE L(V, W), g e L(V, W), y 4 €K entonces las operaciones: 
+:($+8)(2)=1(2)+2(2) 
(Af)(5)=4f (3) 


Para poder afirmar que la cuaterna (L(V, W); +; R;-) tiene estructura de espacio vecto- 
rial, debemos probar que satisface todos los axiomas que hemos estudiado en el capítulo 8. 

Demostraremos los axiomas 1, 4, 5 y 6; y la demostración de los restantes se dejan 
como ejercicio para el lector. 


Axioma 1: 


Debemos probar que si fe L(V, W) y g e L(V, W), entonces (f+ g) eL(V, W) 
Esto equivale a probar que (f+ g) es una transformación lineal de V en W 
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Sean feL(V, W), ge L(V, W),y X, Y eV 
Entonces: 
(1) 
(1+9)[3+5)=1(2+7)+g(3+3) 
=D (9) +20 g(7) 
(+ g(0)+(+(5)+8(7) 
=(1+8)(5)+(1+8)(5) 


(2) 
(£+g)03)=f(43)+g(23) 
=4f(%)+4g(z) 
=A(f(2)+g(2)) 
=A(f +g (2) 
De (1) y (2), +2) UV, W) 
Axioma 4: ) 
Debemos probar que: YVfe L(V, W) existe e e L(V, W) tal que: (f+e)(3) =(e+ f)(%)= f(x) 
Entonces: 
(pal =f (3) = fl3Jre(z)=F(%) (viev) = e(x)=0w (vxev) 
Aini ma de TL Pon y” 


a 


Esto es que: la transformación lineal nula e: V -—>W / elz)=0w es el elemento neutro 
del espacio vectorial L(V, W) sobre el cuerpo K. 


Axioma 5 
Debemos probar que: Vf e L(V, W) existe f” e L(V, W) tal que: 


(I)6)=(F+ 11) =e(z) 


Entonces: 
+ pl =dR) => F(5)+F()=0w (Vie) =» f(%)=-F(%) (vzev) 
por ser la por ser W 
sana de LE n EV 


Entonces, cada elemento de L(V, W) tiene inverso respecto de la suma, esto es, su 
función opuesta. 
Se denota: -f y es definida por (-f)(3)=-f(%) (Yžev) 


Axioma 6: 


Debemos probar que, sif e L(V, W) yå eK, entonces (Af) e L(V, W) 
Esto equivale a probar que (Af) es una transformación lineal de Ven W 
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Seanf eL(V, W),AeKy x, y eV 
Entonces: 


(1) 

(f(z +7)= a(z PAlla E arar) 
(2) Sea BeK 

(44)(6%)=44(8x)=48 f(3)=Baf(z)= B(Af)(z) 

De (1) y (2), Af) eL(V, W) 


Ahora si estamos en condiciones de abordar el estudio que nos planteamos original. 
mente, recuerde el lector que lo que se pretende es encontrar relaciones entre matrices y 
transformaciones lineales, esto es, encontrar la función biyectiva que mencionamos más 
arriba. Para ello proponemos la siguiente función: 


Sea p:R”” —> L(R";R”) tal que L,(%)= AX. 
Comenzaremos por probar la biyectividad de la función propuesta, a saber: 


a) Se afirma que si: L, =L,, entonces A =B. 

Veamos que si llamamos A, al i-ésimo renglón de A y B, al i-ésimo renglón de B, en- 
tonces: 

AX =B,X (vi) 
Luego: 
(A,-B)x =0 (VW, Vx) 
Con lo cual tenemos que: 
A,-B,=0 O sea: A=B, (VL YZ) 


De donde se sigue que A = B, con lo cual queda demostrada la propiedad. 
Observe el lector que hemos demostrado que la función $ es inyectiva. 


b) Sea T:R” >R” una transformación lineal cualquiera. 


Sea (E; E,; -*-5 E, ) la base canónica de R”, donde los E, son expresados como vectores 
columna. 
Sea te; A en) la base canónica de R”, donde los e, son expresados como vectores 
columna. 
Entonces: 
Dado X% eR’, se tiene que: 
X =x E, +x,E, + +x,E, 


Donde x, es la componente ¡-ésima de X siendo: 1<i<n 
Luego por la linealidad de L se tiene que: 
L(%)=x,L(E,)+x,L(E,)+--+x,L(E,) (1) 
Pero podemos escribir a cada uno de los L(E,) en términos de los vectores les es 38) 
con lo cual nos queda una expresión de la forma: 
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L(E,)= 20142 Fotk ae, 
; : (1 
L(E,)= EE et AL. 


ln 


Entonces, reemplazando (II) en (1), se tiene que: 


L(x)=x,(a,,2, +40, 0, J +0 +x, (2,2, +0 +0,,0,,): 


=(a,x,++0,,x, Je, + +(a,,x, +-+4,,x, Je, 


nn 


Luego, si hacemos A = (8,), tenemos que: 
L(x)=AX 
Note el lector que hemos demostrado que la función ¢ġ es sobreyectiva. 


De (a) y (b) se concluye que la función f es biyectiva. 


A este altura cabe preguntarse si alcanza con que la función 4 sea biyectiva para esta- 
blecer una relación entre las matrices y las transformaciones lineales. 

La respuesta es negativa, es necesario aún comprobar que la función es lineal y con 
esto garantizamos que se respetan las operaciones, es decir, es indistinto trabajar en cual- 
quiera de los dos espacios. 

Entonces, veamos que: ġ : R” -> L(R"; R”) tal que £L,(%) =A X es lineal, esto es: 


(1) $ (A+B); =L; a(¥) =(4 +B) =AX +BX =L (¥)+L(¥) 
(2) P (A), =L,(%) =(kA) Xx =Kk(AX)=kL,(x) con keR 

Con lo hecho hasta aquí, estamos en condiciones de afirmar que la función propuesta 
es un isomorfismo entre el espacio de las matrices de [R”*" y el espacio de las transforma- 
ciones lineales de R” en R”. 


Es justamente este isomorfismo el que nos permite identificar a cada transformación li- 
neal con una matriz. Dicha matriz se denomina: matriz asociada a la transformación lineal. 


9.2.1 Matriz asociada a una transformación lineal 


En esta sección demostraremos que si V y W son espacios vectoriales de dimensiones fini- 
tas: Dim(V) =n y Dim(W) = m, como V es isomorfo a R” y Wes isomorfo a R”, entonces la 
transformación lineal: f: V > W admite una representación matricial. 


Veamos como: 


Sean Vy W son espacios vectoriales de dimensiones finitas: Dim(V) =n y Dim(W) = m 
ysea f: V — W una transformación lineal. 


Observemos que para todo vector ¥ e V resulta que [e], ER” y que el vectorf x e W 


tiene asociada una matriz de coordenadas: [ f G) eR” 
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Esquemáticamente: 
aplicamos f Si 
keV —_—_—_—_———_—_ > fxeW 


ld e [FE], ew 


Note el lector que sería natural pensar, a partir del cuadro anterior, que así como la 
transformación lineal f mapea V en W, debe ezistir una transformación lineal tal que a cada 
[zls €R” le asigne Enn eR”. 
Demostraremos que está transformación lineal queda representada por una matriz 
A e R™” tal que: 
[A], =4.1x), (0 


Es decir: 
li 
k ev a paros! fx ew 
dla — e 
aplicamos 
AcRm" 


Supongamos que la matriz A € R" es: 


11 A, 13 in 
Ga y la Aan 
Am Anz An Amn 


Entonces calculamos las coordenadas de los transformados de los vectores de la base 


B, aplicando (1): 
(1) Para el vector v, dela base B: 
1 
n A fb Ain Ga Ya f in 0 Au 
a ly fn ā fa Y An ~] _| fa în la U Ana _ | ĉa 
fva =i: ; $ “elni =| í Zie goj=] 
B' $ P S A s 1 iB : 7 > ei q S 
Ant Anz Ana A n An Ao Amz Ant 0 An 
(2) Para el vector v, de la base B 
An Ga Qa "O Ga Ga Ga Az * Aa 1 Ga 
[ £(»;)] Ll "a a a]. [>] dt "a a E "at als la 
ale" 3% sa 1 aS E gi T pa E 
Anm m Ama Aan Am Anr Cm3 Aan 0 Ana 
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(a) Para el vector y, de la base B: 


; 0 
Aa Az Aa UO Apn Ai y zo 4, 0 An 
[ AA) ala “a m m *% , [z] Z] fna În ā îy U An dls Arn 
aj jp ; ` E E nda] : : O a 
Am An An pe An Amn Aaz A n3 Sa Aan 1 Ann 


Observemos que: 
él Por (1) la primera columna de la matriz de coordenadas está formada por las coor- 
denadas del transformado del vector v, en la base B’. 


El Por (2) la segunda columna de la matriz de coordenadas está formada por las coor- 
denadas del transformado del vector v, en la base B’. 


8 Por (n) la n-ésima columna de la matriz de coordenadas está formada por las coor- 
denadas del transformado del vector v, en la base B'. 


Entonces, podemos concluir que la matriz de A es: 


aerea DE LL + o) 


A la matriz A e R“, se la denomina matriz asociada a la transformación lineal rela- 
tiva a las bases B y B’ de los espacios vectoriales V y W, respectivamente, dado que en su 
deducción se han utilizado las coordenadas de los vectores en dichas bases. Se la denota de 
la siguiente manera: 


MALAE LEN, + Ln.) 


Donde la ¿-ésima columna de la matriz tiene por elementos a: 
y HET 
GAN Vi:1<isn 


Nota: 


a) Si utilizamos las bases canónicas en cada espacio vectorial, la matriz asociada la indi- 
camos como Ma, ¿> Para abreviar [M(T)] Am 

b) SiT: V- V y utilizamos la base canónica, la matriz asociada la indicamos como M,, 
para abreviar [M(T)] ¿y 


En resumen; 
Para encontrar la matriz asociada a una transformación lineal T: V —> W en las bases 
B, de V y B,, de W, seguimos este procedimiento: 


a) Encontramos las imágenes por la transformación lineal de cada vector de la base B, de V. 
b) Expresamos cada imagen encontrada como combinación lineal de los vectores de la 
base B, de W. 
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Ejemplo 18 


c) 


Los escalares obtenidos en b) son los elementos de la matriz asociada a la transfor- 
mación lineal en las bases utilizadas, siendo la i-ésima columna de la matriz el vector. 
cuyos elementos son las coordenadas de T(v;) en la base B,. 


Sea la transformación lineal T:R’ > R’ IT(x; y z)=(x+z; yz). 


a) 


b) 


c) 


Expresar la transformación lineal en forma matricial, utilizando la matriz asociada $ 
en las bases canónicas, 

Encontrar la matriz asociada a la transformación lineal en las bases 
B, = E k 1); (1; t 0); (1; 0; 0)} base de R°, 

B, = {(z 0), (0; 1)} base de R? (recordar que son bases ordenadas). 


Sea 7=(3;2;1)e R°, encontrar las coordenadas de T(P) en la base B, utilizando la 
matriz asociada obtenida en b). Es decir, encontrar TW) BT 


d) A partir del resultado obtenido en c), determine T(7). 


Solución 


a) 


xX xX 
1 x+z i ' , T 
Tiy j= : i , y -( ) luego, la matriz asociada en las bases canónicas 
z z 


es Mas | s a) siendo E, ={(1;0;0);(0;1;0);(0;0;1)}; E, ={(1;0); (0;1)} 


(recordar que las bases son ordenadas). 


De acuerdo con el procedimiento: 
1) Encontramos las imágenes de los vectores de la base B; 


T(1; 1; 1)= (2; 0) 
T; 1;0)=(1;1) 
T(1; 0; 0) = (1; 0) 


ii) Expresamos las imágenes encontradas en į) como combinación lineal de la base B.: 
(2;0)=0,,Q50)+0, (031) => a, =1A0,=0 


(D= 8 (230+B,00 > Ba=jaBa=l 


1 
(10)= y, ,(2;0)+y,,(03D) —= tmr AY =0 


111) La matriz asociada a la transformación lineal en las bases B, y B, es 


1 
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©) M,» 191, =T). a) 


Para reemplazar y calcular en la ecuación anterior, debemos encontrar previa- 
mente las coordenadas de 7 en la base B: 


(3; 231) = a(1;1;1)+ 8051; 0)+y(1; 0; 0) 


Al resolver obtenemos a=1; PB =1;y=1. 


Reemplazamos en (1) 


i 1 
Mba, . [9], = 


t 


0 
Luego [rO (7) 


d) Para obtener T(7), utilizamos las coordenadas de T(7) en la base B, obtenidas en c): 
T(%) = 2(2; 0)+1(0; 1) = (4; 1) 
Luego T(3; 1; 2) = (4; 1) 


Ejemplo 19 Sean las bases B, ={(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0:1;1)} de R? y B, ={(-2; 2); (1;1)} de Rê. 


2 4 
Sea T:R?>R*/M,, = 7 
122 -8 2 0 


a) Encontrar la expresión analítica de la transformación lineal. 

b) ¿T es un epimorfismo? Justifique su respuesta. Obtenga el Nu(T) y una base del nú- 
cleo. : 

Solución 

a) Sabemos que [TG N =Mpp,- [z da , por lo tanto, para obtener las coordenadas de 
la imagen de un vector genérico de IR? en la base B,, necesitamos calcular las coorde- 
nadas de este vector genérico X en la base B;: 


x=(x; y; z)= a(1; 0; 0)+ B(0; 13 0)+y(0;1:1). 
Resolvemos el sistema de ecuaciones y obtenemos a =x; f =y-x;y=z, luego 


x 


las coordenadas de X en la base B, son [e Y 2), =| yz 
z 
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Podemos encontrar ahora las coordenadas de la imagen del vector genérico de R3 [E 
en la base B, de R?: E 


x 
02 4 2y+2z 
oa 
8.20 -8x+2y-—22 
2 


Con las coordenadas obtenidas, podemos encontrar la expresión analítica de la - a 
transformación lineal: 


TN =0Qy+223(2;2)+(-8x+2y-22)(1; 1) 
Por último, la transformación lineal tiene la siguiente expresión analítica: 
Tx y) =(8x-—2y-62;-8x+6y+22) 
Para saber si T es un epimorfismo o no, debemos encontrar la dimensión de la ima- 
gen. 
Considerando quela Dim [Im(T)]=p(M) (es decir, la dimensión delaimagen esigual 


al rango de la matriz asociada M), resulta que Dimlim(T)=p(M)=2= Dim(R?), 
luego la transformación lineal es un epimorfismo. 


Además, 
Dim(Nu(T))+ Dim(Im(T))=Dim(R*)= Dim(Nu(T))=3-Dim(Im(T))=5-2=1. 
Luego Dim(Nu(T)) =1. 


Encontramos el Nuy(T): 


—8x-2y-6z=0 
—8x+6y+2z2=0 


; 0 y E RNG Hibs 
ao[2 0 0:0 sE? 0:0 A J2r+y=0>y=2x 


4 3 1:0 20 150 2x+2=0>2=-2x 


Y el núcleo es Nu(T)=((x;2x;-2x)), Base [Nu(T)]=((15 2: —2)) y Dim Nu(T) =1 





Ejercicio 9-22 
Sea la transformación lineal T:R?—=R?/T(x; y; 2) =(x-—2y32+ y). 


Sean las bases B, = La; 0:01; 1; 0)(0; 0; 3) B,= la 1)(0; 2)}. 


a) Encontrar la matriz asociada a la transformación lineal M B 
b) Siendo ú=(1;2;3) obtener, a partir de la M BB encontrada en a), rl, y T8) 





9.2.2 


9.2.3 
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Ejercicio 9-23 


1 AN ; 0) 
A 


a) Encontrar la matriz asociada a la transformación lineal M, , siendo las bases 
B, ={(1; 0; 1)(0; 2; 1)(0;0;—3)}; B, ={(1; 0; 0)(0; 0; 2)(0;— 1; 0)}. 
b) Obtenga la dimensión de núcleo y la dimensión de la imagen a partir de la matriz 


Sea la transformación lineal T:R’ — R’ /T(x; y; z)= x- 


M,a, encontrada en a). Encontrar una base del núcleo y una base de la imagen. 
100 
c) Si Mz=|-1 0 0| esla matriz asociada a la transformación lineal dada, siendo 
0.0.0 


B= fa- 1; 0), 153 zh, y E la base canónica, encontrar U; U. 


Matriz asociada a una composición de transformaciones lineales 


Sean las transformaciones lineales T: V-> W; G : U — V, donde V, W y U son espacios de 
dimensión finita. Resulta la composición T'o G : U W. 


Sean: B, base de U, B, base de V, B, base de W. 
Entonces, M(T o Das, = MD», -M(G); s, ; 


Es decir, la matriz asociada a la transformación lineal compuesta en las bases B, a B, es 
igual al producto de las matrices asociadas a cada una de las transformaciones lineales en 
las bases correspondientes. 


Demostración 


VuúeV, sus coordenadas en la B, son Lal p, o luego 
[(ToG15)), =M(T 26), lla, (1) 
Además, por definición de composición de transformaciones lineales: | 
[T(6(2))), = MTs [E0], =M), MO), [0 (2) 


Comparamos (1) y (2) y resulta M(T Das, = MD as, MO as, x 


Inversa de una transformación lineal 


Sea T: V — W un isomorfismo, es decir, una transformación lineal biyectiva; entonces 
existe T1: W — V, la inversa de la transformación lineal, que también es una transforma- 
ción lineal. 
Sea My y, la matriz asociada al isomorfismo T en las bases B,, B,, y resulta: 
a) Por ser T un isomorfismo, dim(V) = dim(W), luego My, es una matriz cuadrada. 
b M TE inversible pues el conjunto imagen de T es W, por lo tanto las columnas de 
Mss, son linealmente independientes y existe M”, y. 
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Luego [TE]; =Mps, [5], 
M” aa [re], = M7 yy May, [51, =[91,, 


y resulta M”,, 


ns la matriz asociada a la transformación lineal inversa T” : W— V en lag, 
bases B,, B, i 


Ejemplo 20 Sea T:R? R? /T(x; y; z)=(x-2y; y+z;—3y). 


a) Verificar si T es un isomorfismo 
b) Si T es un isomorfismo, obtener la transformación lineal inversa T. 


c) Verificar que VWeR?:(ToT*10)=(T7*o0T)0)=7. 
Solución 
a) Elegimos las bases canónicas, luego: 


x 1250 x-2y 
Tly|=|0 1 1 
Zz 03.0 =3y 
1-20 
Resulta M,=|0 1 1|como p(M)=3, entonces: Im(T) =|R* , Tes un isomorfism 
03.0 


b) Calculamos la inversa de M,, y obtenemos 


1 0 


0 


2 
3 
E 
3 
$ 
3 


Y la inversa de la transformación lineal T es: 


wje Wj wj 


x X 
TU y|=M", | y|=J0 0 - 


Zj. z 


Es decir, T(x; y; z)= 32 y+32) 





9.2.4 
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c) Recordamos que la matriz asociada a una composición de transformaciones lineales 
es el producto de las matrices de cada transformación lineal, y resulta 


5 x xi fa 
(ToT™)| y |=M,M™;| y [=I y |=] y |, siendo I la matriz identidad 
z z 


x x 
(T>oT) y =M",M; y 


zZ zZ 





Ejercicio 9-24 
Sea T:R°™ >R*” /T(A) = BA, siendo BeR*”” una matriz fija. Analizar en cada caso si 
T es un isomorfismo, y encontrar T’ cuando sea posible. 


13 1 2 
a) a p, o a-( a 


Ejercicio 9-25 





LW 
Sea T:R’? —Rj/Mar =| 0 2 1 
+, 0.1 


Siendo B, ={(1;0;0)(0;—2;0)(0;1;1)}, B,=[1+x,2x?,3+x?). 


a) Verifique si T es un isomorfismo. 
b) Obtenga, si es posible, T™ : By > R?. 





Matriz de cambio de base 
Sea (V, +; R; -) un espacio vectorial de dimensión finita n y sea X € V. 


Sean A= fve 5 +: y B= fuuu} dos bases cualesquiera del espacio vec- 
torial V. à 

Es oportuno preguntarnos si es posible determinar las coordenadas del vector x e V 
respecto de la base B:[x], a partir de conocer las coordenadas de dicho vector relativas a 
la base A, es decir: [3 l,.. 

La respuesta a la pregunta planteada es dada por la transformación lineal identidad. 
Veamos como: 

Consideramos la transformación lineal identidad tal que: 


id: V >V 1id(%)=x 
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Si establecemos que A es la base del dominio y B es la base del codominio, la expresión 
matricial de la transformación lineal resulta ser: 


[1a()), =[mGad)L, -[xL, 
Pero, por definición: id( X ) = X entonces (1) equivale a: 


(2) =lIMG0], ll, (m 


Observemos en (11), que al multiplicar la matriz de coordenadas asociada a la trans-. 
formación lineal identidad: [M(id)] as» por la matriz de coordenadas del vector x relati; 


vas a la base A:[%), obtenemos la matriz de coordenadas del vector X relativas a la base 
B: :[z l 


Por lo tanto, la matriz de coordenadas [M (id )] ag asociada a la transformación lineal 
identidad está efectuando el cambio de base en el espacio vectorial V, 


Luego, por definición de matriz de coordenadas asociada a una transformación. de 


=([12(»,)], : [a(v,)], + + [:2(»,)),) (un. 


Pero, id( ¥ ) = Xx entonces (II) equivale a: 


A A 


Entonces: 


D 


neal: 


Las columnas de la matriz de coordenadas que efectúa el cambio de Dasa, de la base A] ; 
a la base B, son las coordenadas de los vectores de la base A relativas a la base B. 


La matriz expresada en (IV) se denomina matriz de pasaje de la base A a la base Bo 
matriz de transición de la base A a la base B. 
Se indica: 


Prisa" E; l, : [», l, E WE g [D 1, ) 
La columna 2, está formada por las coordenadas | 
del vector v, respecto de la base B. . 


Sea (V, +; R; +) un espacio vectorial de dimensión finita n y sea Z €V. 





Por lo tanto: 





Sean A= fv A v} y B= Laa 54 3u u} dos bases cualesquiera del espac 
vectorial V. 


La fórmula de cambio de base, de la base À a la baše B e en el espacio vectorial V es 





Observación: Note el lector que la matriz de aisla de base es un caso fico de la: 
matriz asociada a una transformación lineal. 


PEA 


scr 


Ejemplo 21 





TS TS O AOS 
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En el espacio vectorial ¡R?, sean las bases: A = {(-;; 1); (1; 1)} y la base E (base canónica) 


a) Hallar la matriz de pasaje de la base E a la base A 


b) Hallar las coordenadas del vector Xx = (3; 4) respecto de la base A aplicando la matriz 
de pasaje calculada en el ítem (a). 


Solución: 


a) Para determinar la matriz de pasaje P, _, debemos encontrar las coordenadas de los 
vectores de la E relativas a la A: 


Entonces, por definición de coordenadas: 


a 1 1D) +a,(1; 1) = (1; 0) 
a,(-1; 1) +a,(1; 1) = (0; 1) 
Operando resultan los sistemas de ecuaciones lineales: 


=0,+0,=1 -a +a, =0 
æa +a, =0 y a, +a,=1 
Resolvemos, aplicando el método de Gauss-Jordan de manera conjunta: 


N 1 


Asiro e 
a á => 
LS E! : 


1 
E 
Resultando que: [ (10) ] a= i Y L(0;1)), pa 


Por lo tanto la matriz de pasaje es: P,,, = 


b) Para hallar [(3; 4)],, en primer lugar es necesario hallar las coordenadas del vector 


(3; 4) en la base E, que como puede comprobar el lector son: [(3; 4)],,= G) es decir: 
Luego: 4 


NIN nj 


À 1 
Verificamos: 








Observación: Advierta el lector que este tema fue tratado en el capítulo 8, en el mismo, se 
analizaron propiedades relativas a la matriz de pasaje o cambio de base en un espacio vecto- 
rial. En una de ellas se señala que si P, _ , es la matriz de cambio de base de la base A a la base 
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B de un espacio vectorial, entonces, la matriz (P, _ ,)”*, no es otra que la matriz de cambio 


de base de la base B a la base A en dicho espacio vectorial, esto es: (P, p) = Paaa 


9.2.5 Cambio de base en la matriz asociada a una transformación lineal 


Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n y W un espacio vectorial de dimensión 
finita m. 
Sea f: V > W una transformación lineal tal que: M= [M(f)] ¿y donde 


A=Ív;; Vis v} una base del espacio vectorial V y B ={[w; wy e w} una base 
del espacio vectorial W. 

Sean las bases: A'= fv, E kA ‘bdel espacio vectorial Vy B' = Iw, E w, 
del espacio vectorial W, 

En este caso, el problema que se plantea es si son conocidas las bases A y A” de V, las 
bases B y B' de W; la matriz de coordenadas M = [M(f)] y asociada a la transformación 
lineal, ¿cómo puede determinarse la matriz de coordenadas M' = [M(f)] ¿y asociada a la 
misma transformación lineal? 

El problema que se plantea podemos esquematizarlo de la siguiente manera: 


Sea: Xx EV: 
Dominio V M=[M(f)] Codominio W 
Ed, 1. O 


Dl e y 
F = 
M =[MF)] y 
? 

La respuesta es muy sencilla y se basa en el concepto de composición de transforma- 
ciones lineales, veamos: 
Aplicamos la transformación lineal 
f: V — W usando la matriz de 

coordenadas asociada a f 


Domino V Codomino W 
è M a 

A 
Definimos un cambio ze Definimos un cambio . 
de base en Y con la matriz: de base en W con la matriz: 

Pa -A 1 E 30 Q, -F 

que equivale a aplicar que equivale a aplicar 
la transformación lineal la transformación lineal 
identidad en V z a identidad en W 

[zl 6 [ i )), 


Cada uno de los pasos señalados con: (19), (2%) y (3%) es una transformación lineal: 
a) Paral’: 1d,:V—>V  talque: [zl, = E. ¿dele 

b) Para2: f:V=>W tal que: lF], =[M(0L, z], 

c) Para3”:  id,,: W-—=> W tal que: FE = Qal fE], 
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Luego, la sucesión de pasos (19), (29) y (3%) equivale a la composición de las transfor- 
maciones lineales definidas en (a), (b) y (c), aplicando primero (a), luego (b) y por último 
(c), simbólicamente: 


(id, o f cid, (=) = id, ( fia, (2) 
Entonces, reemplazamos (a) en (b): [ f (%)), = [M ( E il in. alze) 
={[*]4 
Y esta expresión la reemplazamos en (c): [FG]. s [MA], Posa tido] 


a LG, 


Resulta que: E =Q,,y MA), Tar [zl 
[MA] rs 
Por lo tanto, hemos hallado la matriz que buscábamos. 













o 1 
Ejemplo 22 Sea la transformación lineal f:R* =>R?/[ M(f es -( 


) donde E, es la base 
1.0 


canónica de R?, 
Hallar [MA] siendo A= (a; 1); (—1; 1)} 
Solución 






Esquemáticamente: 






Dominio R? Codominio R? 


e [MO] xn 
[zls n [f 1, 
ii Cu ME LO, D 
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Entonces: [mA], = Gaa LA) Fras (5 


Calculamos las matrices de pasaje que necesitamos: 


pei, [ce ) 


Qs, =(1(5 0)), [lo 1)],)= 


Reemplazando estos resultados en (*), tendremos: 


0 1 1 el 1 0 
M a i = 
2 
Verifiquemos que ambas matrices aplicadas sobre el vector ¥ = (2; 3) originan el mismo 
transformado: 


s eh a) e Joer 


Jend: 


Luego: £(2 3)=5(1x 1)+( 2) 1)=(3 2) 


Via bu 


2 
2 
2 
2 





Ejercicio 9-26 


Sea la transformación lineal f:R?=>R?/ f(x; y)= (xy; x+ y) y las bases: E: base 
canónica de R? y B=((2; 1); (1; 2)], obtener: 

a) A=[M(Al, 

b B=[M(Dla, 

c) La matriz de cambio de base P _ , 

d) La matriz P”' inversa de P, _ y 


e) Mostrar que las matrices A y B verifican la igualdad B = PAP 





Ejercicio 9-27 


Sean B, = [vs v; v} una base del espacio vectorial V y B, =s{w, iwi W, } una base del 
espacio vectorial W. Sean f: V-—=>Vy g: V—> W transformaciones lineales tales que: 
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0 1 -i 2 1 -i 
MA2 al y Mol, 00 
D g 1 2 1 -1 


Se pide: j 
Calcular: go fly, + v, = v,) 


a) Hallar una base del núcleo de (go f ) 
b) Si f. gy gofson transformaciones lineales de IR? en R? y B,, B, y B, bases de ¡R* tales que: 


2.00 100 
[M GIR =10 2 0] y [Mm (go f Iha =|1 1 1| halar, de ser posible, 
0 ¡0 1 0.01 





Ejercicio 9-28 


Si f: R? — R es un isomorfismo tal que la matriz de coordenadas de su inversa respecto 


A 
> 0 0 
de la base canónica es: [mM ( P ML =| 0 $ O |. Hallar la matriz de coordenadas 
-4 d 41 
2 2 2 


asociada af[M(f)],, siendo la base B=((1; 2; 0); (1; 0; 1); (1 1 1)) 


Ejercicio 9-29 


Sea f: R? -—>R* una transformación lineal tal que su matriz asociada en las bases canóni- 


0 o 1 
cases Á=|1 -—1 2 
0 -1 0 
2 
Calcular la imagen a través de f del vector [+] =| 2 | siendo 


B=((1; de 3); (1; 2: 0); (1; O; 0)! 
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Ejercicio 9-30 

Dadas las transformaciones lineales: f:R? =>R*/f (x; y; z) 5 (x; x+y; y- z) y 

g:R >R 

Obtener: 

a) La matriz asociada a G respecto de las bases E, y E, sabiendo que la matriz de la com- 
posición ( gof ) respecto de las bases E, y E, es: A , 5) , Siendo E, y E, las bases 


canónicas de R° y R? respectivamente, 

b) La expresión analítica de g. 

c) La matriz asociada a la transformación lineal inversa de f, respecto de la base canónica; 
E, 

d) La expresión analítica de f? 


a AE a oa AEA AAE EAN Aar AAE A AAS EA A AAA AAE AAA A A AA AAAA S E AAA A EAA EAA AA E AA AAE E EE EE PASA RES ANN DE E A EASE SE A A A AN AAS AAA 





Ejercicio 9-31 
Sea f: R? — R una transformación lineal cuya matriz asociada respecto a la base canónica 


4 —3 
de Res A= : ] . Hallar la ecuación segmentaria del conjunto formado por los trans- 


formados de los puntos de la recta r >3x + 2y-—1=0, 





9.2.6 Aplicaciones de las transformaciones lineales en R 


9.2.6.1 


Ejemplo 23 


Aplicaciones a la física y la ingeniería 


Los ejemplos que se desarrollan a continuación son importantes en ingeniería y en física, 
en ellos se utilizan modelos matemáticos para representar la respuesta de una balanza y la 
deformación de una viga. 


Si debemos pesar distintas sustancias en una balanza para preparar una solución patrón 
que contenga distintas concentraciones de Cu (cobre), As (arsénico), Fe (hierro), Mn 
(manganeso) y Cr (cromo), para lo cual debemos pesar 100 mg de Cu, 100 mg de As, 
250 mg de Fe, 300 mg de Mn y 150 mg de Cr, ¿qué deberíamos exigirle a la balanza para 
que sus medidas sean las correctas, previamente a la calibración de la balanza? 


Respuestas 


£8 Que sin carga, su lectura sea de 0 (cero). 

3 Que si al colocar un peso p su lectura es m, al colocar un peso kp su lectura sea km. 

ES Que sial colocar un peso p, su lectura es m, y al colocar un peso p, su lectura es m, 
al colocar simultáneamente los pesos p, y p, su lectura sea m, + m. 
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Es decir, la balanza debe tener un comportamiento lineal. Si graficamos este com- 
portamiento (ver figura 9-11), obtenemos una recta que pasa por el origen y cuya pen- 


m 
diente es tga = — 
i 
y Si representamos mediante un diagrama en blo- 
Figura 9-11 que (ver figura 9-12). 


Lecturas 
Figura 9-12 


Entrada 


k.pı Pesos 


La caja representa una función T:R} —>R¿, de tal forma que para toda entrada p, 


(peso 1, es un número positivo o cero) se obtiene una salida T(p,)=m, =h, donde g 
es la aceleración de la gravedad (g = 9,8 m/s?). 

La calibración de una balanza consiste en lograr que, sin masa cargada, su lectura 
sea de cero (tara de la balanza), y que al cargar una pesa calibrada de masa m su lectura 
sea ese valor m. Con esta calibración se obtiene que la recta pase por el origen y tenga la 
pendiente adecuada. 


Además, se verifica que 1) T(p,) + T(p,) = T(p, + p,). 
ii) Tlp)=kT(p) con VkeR;. 


Por cumplirse las condiciones (1) e (1¿) desde el punto de vista de la ingeniería o de 
la física, diremos que el comportamiento de la balanza es lineal. 

Sin embargo, desde el punto de vista de la definición matemática de transformación 
lineal, la función que representa la conversión del peso cargado en el platillo de una 
balanza en la masa de ese peso no es una transformación lineal, pues el dominio y el 
codominio que se establecen no son espacios vectoriales. 


Ejemplo 24 Consideremos la situación inicial 2 referente a la deformación de la viga empotrada 

tratada en el apartado 9.1.1. 

Supongamos una viga empotrada en un muro a la cual se aplica una carga, como 
indica la figura 9-13, que causa cierta deformación. 

El objetivo es obtener una función que nos permita determinar la posición de cada 
punto de la viga luego de la deformación. 

Para simplificar el problema, utilizaremos una aproximación lineal que sea un 
modelo matemático más sencillo que el problema físico real, y con una aproximación 
aceptable. 
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Figura 9-13 Viga a la cual se Para ello elegimos un sistema de coordenadas como referen- 

aplica la carga F. cia y un par de vectores ¿=(0;b) y Y=(a;0) para indicar la posi- 
ción de la viga antes de la deformación, tal como se muestra en la 
figura 9-14. 

Representamos la deformación de la viga mediante los 
vectores 4'=(h;b) y V'=(a30), siendo esta representación una 
aproximación adecuada si la deformación es pequeña. Es decir, la 
deformación transforma al vector ú en el vector ú', y al vector 5 
en el vector Y'; esto es, T(4)=3' y T(V)=V' 

Con lo cual T(0, b) = (h; b) y T(a; 0) = (a, 0). (ver figura 9-15, 


Puede pensarse que esta deformación está representada por 


. m n 
una matriz 


p q 


0 m n)i(0 h a m nia a 
e KE E 
Por medio de estas igualdades es posible determinar el valor 


de los elementos de la matriz. Resolviendo, la operación matricial 
y aplicando el concepto de igualdad de matrices, tendremos que: 


Figura 9-14 ) tal que se verifican las siguientes igualdades: 


l E AHE- 


Figura 9-15 
i a) (m nal (ma) (a ma=a m=1 
T] ]= = =} |= > 
(5) lo 8 # (5) le aiai = 
Por lo tanto, VW =(x; y), vector posición que repre- 
senta a cada punto de la viga (con origen en el origen de coorde- 


nadas elegido y con extremo en un punto de la viga), resulta que 
luego de la deformación obtenemos el punto: 


27 ko 1 
Para fijar la idea, supongamos que la viga tiene una longitud h = 2 metros y un ancho 


a = 0,15 metros, y que el desplazamiento vertical es de h = 0,02 metros. La matriz que 
permite calcular la deformación es: 


0,02 
3 l= 
1 o 1 


1 22 1 pj 
0 
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Entonces la transformación lineal que representa la deformación de la viga es: 


oe) 


O también T(x; y) = (x + 0,017; y) 

Corresponde aclarar que esta aproximación, o este modelo matemático que repre- 
senta la deformación de la viga, es válida únicamente si h es pequeño. Para valores gran- 
des de h, las ordenadas b de los vectores posición no pueden considerarses constantes 
luego de la deformación. Además, si la deformación aumenta, finalmente se producirá 
la rotura de la viga. | 





9.2.6.2 Geometría de transformaciones lineales en R? 
Proyección de un vector sobre la recta y = mx 


Sea un vector posición genérico u = (x; y), queremos proyectarlo sobre la recta y = mx. 
- La ecuación vectorial de esta recta puede escribirse como (x, y)=4(1,m); e R, 
luego, basta con proyectar al vector (x; y) sobre el vector (1; m) y obtendremos el vector 
Figura 9-16 buscado, Y. (Ver figura 9-16.) 


y Recordamos la fórmula para proyectar un vector sobre otro: 








dd co 5) im) (im) _x+ym -( 
Proy am ts y) = las m| [as] l4 m? G, m) 





x+ ym amt.) 
ltr’ 14m? ) 


Luego, la transformación lineal que proyecta cualquier punto del pla- 


u = (x; y) no (x; y) sobre la recta y = mx es: 














1 m x+ ym 

x 2 2 2 
T xj _|l+m l+m 1%] | l+m 
y m m ly) | xm+ym 

lem? 14m? 14m? 


Vector simétrico con respecto a la recta y = mx 


- 


Sea un vector posición genérico U = (x; y), queremos obtener el vector 
simétrico con respecto a la recta y = mx. (Ver figura 9-17.) 

El vector buscado es Y y es igual a la suma de los vectores Ū +20, 
siendo ¿+%W= Proy... (x5 y) resulta w= Proy, miy) Ë. 




















Por lo tanto 
Y=U+2W= ti + 2(Proy y, yy (2%; y)—-ü)=(x;y)+ A lo ol — (23 ») = 
2 2m 2 a 2m l-m? 2m 








{| i+ l+m|_ {10x} lem O l+ |x _|l+m 14m? (5) 
2m 2m o 1jiy 2m 2m’ a 2m l-n? y 


l+n? 14m? 14m? 14m? 141? 1+m 
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Luego, la transformación lineal que trasforma cualquier punto del plano (x; y) en el 
simétrico con respecto a la recta y = mx es: 























lim? 2m l-m 2m 
2 2 2 x+ 2 y 
[> _|l+m Lem ()- Lem  l+m 
y 2m  1-m Ny 2m lom 
lm? 14m? lim lem” 
Ejemplo: Rotación de un ángulo 0 
Figura 9-18 Recordemos el balancín extractor de petróleo de la sección 9.1.1. (Ver 


figura 9-18.) 
Elegimos el sistema de coordenadas conveniente (ver figura 9-19), 


Cabezal 


Trazamos un esquema del problema. 


El vector ñ representa la posición inicial del cabezal, formando un 
ángulo æ con el eje x; el vector Y es el balancín girado un ángulo £ con 
respecto a la posición inicial. (Ver figura 9-20.) 
El vector ú puede expresarse en función del ángulo a:ú4= lällcos æ, sen a) 
El vector Y tiene la misma longitud que el vector ú , luego, 


7 = lil (cosa + 8), senta + B)) =l|iillicosarcos B — sena senp, sena cos 8 + seng cosa) 
Si lo escribimos en forma matricial: 


pe —sen P) |ä|cosa k mn cos f — sena: sen A 


senf  cosf al ng cosa: sen $ +senacos 6 


Luego, T * |= MA aA es la transformación lineal que gira al vector ú¿ 
y senf cos My : 


un ángulo $. 
Figura 9-19 


y 
Figura 9-20 


Cabezal 





Ejercicio 9-32 
Encontrar la matriz asociada a cada una de las siguientes transformaciones lineales. 


a) Expansión o compresión en la dirección del eje x: T(x; y)= (loc; y). (k es constante y 
es el factor de compresión o expansión). 

b) Expansión o compresión en la dirección del eje y: Ti; y)= (x; ky). (k es constante y es 
el factor de compresión o expansión). 
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c) Reflexión con respecto al eje x (o simétrico con respecto al eje x). 

d) Reflexión con respecto al eje y (o simétrico con respecto al eje y). 

e) Cizallamiento, corte, o deslizamiento en la dirección del eje x, con un factor k 
T(x; y)=(x+ky; y). Graficar un cuadrado de lado 1, con lados paralelos a los ejes 
coordenados y uno de sus vértices en el origen de coordenadas elegido; grafique la 
imagen del cuadrado luego de la transformación lineal. 

f)  Cizallamiento, corte, o deslizamiento en la dirección del eje y, con un factor k. Suge- 
rencia: Ver ejercicio anterior. Graficar un cuadrado de lado 1, con lados paralelos a los 
ejes coordenados y uno de sus vértices en el origen de coordenadas elegido; grafique la 
imagen del cuadrado luego de la transformación lineal. 





i 


Autoevaluación 








-Capítulo 9, Transformaciones lineales 
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Ejercicio 9-36 


Sea T:R? >R? la matriz asociada a la transformación lineal es A=[M(T)] aa = , Siendo 


pt OD h 
O N w 
Ro Ra ED 


B, = {(2;0; 0)0; — 2; 1)(0;0;1)} 








B, ={(0; 0; 1)(1; 0; 0)(0; 3;0)}. 


a) Encontrar, sin obtener la expresión analítica de la transformación lineal, la dimensión del núcleo de la 
transformación lineal. . 
Encontrar la imagen de ú =(3;0;1) expresada en la base canónica, utilizando la matriz A. 













Ejercicio 9-37 
Sean la transformación lineal T: R° — R’ ylas bases B, = fī; i; T}, B, = T ¿73 7, z) o. 3 
.a) Encontrar la matriz asociada a la transformación lineal M (T)s s, con respecto a las bases dadas si a e 


y se verifica T(E) = aV, +7, +7; TL) =V +a7, +y TE) =T + tar, 
b) Encontrar a tal que T sea un menemodisno (T es inyectiva). 











Ejercicios 9-38 a 9-48 


Sea la transformación lineal: T:R >R’/ r(ž) a7) con AER”? 
7 y TEE 


En cada uno de los siguiente ejercicios: 

a) Encontrar la imagen de los vectores posición (1;.0), (0; 1), (1; D, G; 2) y pe grométricamentec ca 
vector y su imagen. ' 

b) Interpretar geométricamente cada una de las transformaciones lineales. Es decir, identificarlas como 


Reflexión sobre un eje coordenado o sobre una recta que pase por el origen : 
Contracción 

Dilataċión 

Corte, deslizamiento o cizallamiento 

Rotación 

Proyección sobre un eje coordenado o sobre una recta que pase por d origen 
$ Otra forma 





- Ejercicio 9-38 











Ejercicio 9-39 


Ejercicio 9-40 


Ejercicio 9-41. 


Ejercicio 9-42 


Ejercicio 9-43 


Ejercicio 9-44 


Ejercicio 9-45 


Ejercicio 9-46 


Ejercicio 9-47 
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E 
OE 


(5) ke R, interpretar para distintos rangos de valores de Me 
T x) 1 0x 
y) 2 UV 


H E 
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Ejercicio 9-48 
Obtener la expresión analítica y matricial de la transformación lineal que representa una reflexión sobre la 
recta y = —x. Graficar (2; 1) y T(2; 1). 











q »z»-.x ECO O EEEEOEOOOOO 
Ejercicio 9-49 


Obtener la expresión analítica y matricial de la transformación lineal que representa una reflexión sobre la 
recta y = 3x. Graficar (2; 1) y T(; 1). 











Ejercicio 9-50 a al 
Figura 9-21 Encontrar la imagen del triángulo sombreado de la figura 9-21 mediante 


y 3 Vx 
2x la transformación lineal 1(5)- E E) 
y o" 2 y 














Ejercicio 9-51 
Considere el metrónomo de la figura 9-22. Trace un esquema del metrónomo cligiendo: un. sistema de:coo 





denadas apropiado para definir una transformación lineal que gire la varilla un ángulo ðs = == en! la diteco 
de las agujas del reloj, a partir de la posición vertical de la varilla. di 






Figura 9-22 El metrónomo es un aparato dultindo en 'músi 
para medir el tempo (la velocidad de la música): 'Metrónomo.. 
de cuerda que se utilizó a lo largo de los siglos xix y xx; tus, 
patentado en:1814 por Johann N. Mázel (1 7701 1838), 










Glosario 





Automorfismo Cuando la transformación lineal es un endomorfismo y un isomorfismo. 


Composición de transformaciones lineales Sean T: V — W; F: W —= U, definimos como 
composición (Fo T)X(7)}= F(T(7)). 


Endomorfsmo Transformación lineal T : V => V. 


Epimorfismo Transformación lineal T: V > W sobreyectiva, es decir: Im(T) = W. 
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Imagen de una transformación. lineal: Todos los vectores del coaemnumiésyue son imagen 
de, por lo menos, un vector del dominio. 

Inversa de una transformación lineal Sea T: V=> W, IT" ":W=>V e (ToTUIDM= 
Iy A(T? TXO) = I. 

Isomorfismo Transformación lineal T: V —> W biyectiva. Es decir, es un monomorfismo 
y un epimorfismo: Nu(T)= 0, y y Im(T) = W. 

Matriz asociada a una composición de transformaciones lineales Sea (T o FXF). 

Si M(T) es la matriz asociada a T en las bases correspondientes y M(F) la matriz asociada a 
F en las bases correspondientes, entonces M(T o F)= M(T)M(EF). 

Matriz asociada a una transformación lineal Sea T: V => W. [T(5)] y [M la », [l 
donde B, = fr; Pole 7) es una base de V; B, = fw; W33 = V, f es una base de W; [M(T)]; s, 
es la matriz asociada a la transformación lineal en las bases B,, B,, y su 1-ésima columna 
representa las coordenadas de T(v;) en la base B,. 


Matriz de cambio de base Sea V un espacio vectorial, B, y B, dos bases de V. La 
matriz P, y Se denomina matriz de cambio de base de la base B a la base B, si 


1 
ww ev: [5], =P, _, -[5), 
Monomorfismo Transformación lineal T: V > W inyectiva. Esto es, NulT)= To}. 


Núcleo de una transformación lineal Todos los vectores del dominio tales que su imagen 
es el vector nulo del codominio, 


Producto de una transformación lineal por un escalar (TD) =XT(0), VkeR. 
Suma de transformaciones lineales (T + EJ) =T(4)+ E(v). 


Teorema de las dimensiones La dimensión del núcleo más la dimensión de la imagen de 
una transformación lineal es igual a la dimensión del dominio. 


Teorema fundamental de las transformaciones lineales Sean V y W espacios vectoriales. 
Sea B=1757,5...5 Y, ( una base de V y sea A=13W3W)5...;W, ( C W, entonces existe una 
única transformación lineal T: V —>W/T(4)=w;;V1=1;..¿mn. 

Transformación lineal Función con dominio en un espacio vectorial V e imagen en un 
espacio vectorial W tal que Ya, 8 eRa YY TV, EV = Tlav + Bv,)=aT(v,) + BT(0,). 


Autovalores y autovectores 


Ingeniería y autovalores y autovectores 


SITUACIÓN INICIAL 1: 
Consideremos una membrana elástica circular, de radio 1, de modo que si elegimos un 
sistema de coordenadas cartesianas con centro coincidente con el centro de la membra- 
na, la ecuación de los puntos de la membrana es x? + y? <1, y la ecuación de los puntos 
frontera de la membrana (borde de la membrana) es x?+ y? =1. 

Nota: Al elegir el sistema de coordenadas, queda definida tanto la ecuación del 
círculo (puntos de la membrana) como la de la circunferencia (borde o frontera de la 
membrana). 


Figura 10-1 
y 
q | 


Xx 
La membrana es sometida a una deformación tal que cada punto |” 


se transfor- 
1 


2 
ma en el punto |” | por la transformación lineal 
2 


aa 4 243,1 4x +29, | [%, 


Y 2 4), 2x, +4y, Y 


Veamos en qué tipo de curva se transforma la circunferencia frontera de la mem- 
brana cuando es sometida a la deformación. 
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s a cos O 
Los puntos de la circunferencia son Al con 0<0<2x. Luego de la deforma;, 
sen e 


ción estos puntos se transforman en los puntos: 
T cosg] [4 2)fcos0] [4cos0+2sen0 
sen) (2 4)Jseng) |2c0s0 +4sen0 
La deformación de la frontera de la membrana está dada por la curva parametrizada:: 


c:R—>R?/c(0)=(4cos0 +2sen 0, 2cos0 +4sen 0); 0S0< 271 


El gráfico de esta curva se muestra en la figura 10-2. 


Figura 10-2 





Es evidente que no resulta sencillo obtener este gráfico. Intentemos obtener una ecua- ` 
ción en coordenadas cartesianas a partir de la ecuación paramétrica de la curva 


f =4cos0 +2sen 6 0) 


y =2c0s0 +4sen 0 
Elevamos al cuadrado cada ecuación, obtenemos: 


x* =16c0s* 0 +16c0s0 sen 9 + 4sen*0 
y? = 4cos* 0 +16c080 sen 9 +16sen*0 


Sumamos ambas ecuaciones, 


x* + y? =20 cos* 0 +20 sen*0 +32 cos6 sen O 


x?+y? =20+32c080 senó (2) 
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En esta última ecuación, para reemplazar el término 32 cos O sen 6 en función de x, y, 
podemos utilizar las ecuaciones 1, y realizando el producto entre ambas obtenemos 


xy =8c0s" 8 +20c050 sen O +8 sen*9 =8+20c080 sen 6, 





y reemplazando en la ecuación 2, obtenemos: 


luego, despejando cosÚ sen 0 = _ $ 


x+y ic 


64 
Fipa -—, 
y 57 5 

8 100-64 36 


L +y y, 
=g 5 5 


5x*+5y?-8xy=36 (3) 


que es la ecuación cartesiana de la curva frontera de la membrana deformada. 

A pesar de tener la ecuación cartesiana de la curva, no podemos identificar de qué 
curva se trata por simple observación. 

Superponemos los gráficos de la membrana original y de la membrana deformada en 
la figura 10-3, 


Figura 10-3 





A partir de la deformación de la membrana surgen las siguientes interrogantes que 
podrán resolverse en el desarrollo de este capítulo: 


a) ¿Habrá puntos de la membrana que no roten durante la deformación? Es decir, pun- 
tos que se mantengan en la misma recta, ya sea conservando su dirección o tomando la 
dirección opuesta, con expansión o contracción, o manteniendo su distancia al origen 
(evidentemente, en nuestro ejemplo, por observación del gráfico, los puntos experi- 
mentarán dilatación, no contracción, pero el enunciado se refiere a un planteamiento 
general). 
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b) Mediante observación de la ecuación 3, no podemos identificar de qué curva se trata; 
sin embargo, al analizar la figura 10-3, vemos que la curva parece ser una elipse rotada 
con respecto al sistema de coordenadas utilizado. ¿Podremos, a partir de la ecuación 3, 
pasar a otro sistema de coordenadas más apropiado que nos permita identificar dicha 
curva? 


Las interrogantes planteadas en las situaciones anteriores constituyen la esencia de los 
problemas a resolver en este capítulo. 


SITUACIÓN INICIAL 2; À 

Una empresa de publicidad encargada de la propaganda de un supermercado, A, deter- : 

mina que del total de clientes que compran en el supermercado A un fin de semana, 80% . 

vuelve a comprar en A el siguiente fin de semana, mientras que 20% restante va a comprar : 

al supermercado B; en tanto, del total de clientes que compra en B un fin de semana, 70%: 

vuelve a comprar el fin de semana siguiente y 30% restante va al supermercado A. 
Esta situación puede plantearse en forma matricial como: 


e 03 /A) (4 
0,2 ce BJ) LB, 


Donde: 
z es el estado inicial del sistema, S, 
0 e i 
A, es el porcentaje de clientes que compra en el supermercado A el fin de sema- 
na inicial. 
B, es el porcentaje de clientes que compra en el supermercado B el fin de sema- 
na inicial. 
> es el estado del sistema en el fin de semana siguiente, S,. 
; ; 
A, es el porcentaje de clientes que compra en el supermercado A el fin de sema- 
na siguiente, 


es el porcentaje de clientes que compra en el supermercado B el fin de sema- 
na siguiente. 


oe g A es la matriz de transición que nos permite pasar del estado S, al estado S,. 


0,2. 0,7 


Luego, el estado del sistema S, lo obtenemos repitiendo el procedimiento anterior: 


e 
be 0 Hla) 
e 
ke 


© 


oaea alaa) 
JOA 
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Por último, el estado del sistema n fines de semana luego del estado inicial conside- 
rado es: 


(0,8 0,3 (4,1) (A, 
0,2 0,7)1B,) LB, 
Luego, para encontrar el estado S, del sistema, debemos calcular la potencia enésima 
de la matriz de transición. Si realizamos algunas operaciones, obtenemos: 


Pera 0,7 0,45 
' 0,3 0,55 


0,603125 0,595313 
0,396875 0,404688 


24 [065 0,525 
=AA= 

0,35 0,475 

0,625 0,5625 
=A’ A= 

0,375 0,4375 
a. (0,6125 0,58125 
=AlA= 

0,3875 0,41875 
5, (0,60625 0,590625 
=AřA= 

0,39375 0,409375 
se 


0,601563 0,597656 
0,398438 0,402344 


0,65 f . 
Si el estado inicial del sistema es S, = E = k ad! es decir que el supermercado A 
0 3 
tiene 65% de los clientes y el supermercado B tiene el 35% de los clientes, luego de ocho 
fines de semanas siguientes al estado inicial, la distribución de clientes se estabiliza (pues se 


estabiliza A*) en los siguientes porcentajes: 


_(0,601563 0,597656 1/ 0,65] [0,60019355 
$ | 0,398438 0,402344 0,35) | 0,3998051 


Es decir, el supermercado A tiene aproximadamente el 60% de los clientes y el super- 
mercado B 40%. 

De los cálculos realizados y los resultados obtenidos surgen las siguientes interro- 
gantes: 
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a) ¿Habrá alguna forma de calcular eficientemente la potencia enésima de la matriz de. 
transición, es decir, sin utilizar la “fuerza bruta” realizando los (1-1) productos de 
matrices para obtener la potencia n-ésima de una matriz cuadrada? 

b) ¿Podemos predecir el estado del sistema a largo plazo? 


Un planteamiento similar puede surgir en distintas aplicaciones, tales como un mo- 
delo de competencia entres especies, la propagación de epidemias, en reacciones químicas, 
etc. El problema matemático es relativamente sencillo de resolver, mientras que lo rea]. 
mente difícil es encontrar los valores de los elementos de la matriz de transición, la obten. : 
ción de estos elementos dependen específicamente del problema que se esté analizando, 








10.1.1 


Se espera que al concluir la lectura comprensiva y activa del capítulo, incluyendo la resolu- 
ción de los ejercicios propuestos, usted pueda: 


Obtener autovalores y autovectores de una matriz AcR”"” 

Obtener una matriz Be RR" semejante a una matriz dada AcR”" 

Diagonalizar una matriz Ae R””"; es decir, obtener, si es posible, una matriz diagonal 
DeR”” semejante a la matriz A. 

Calcular la potencia n-ésima de una matriz AcR”” utilizando una matriz diagonal 
DeR"" semejante a la matriz A y determinar las matrices P, P”' que diagonalizan 
la matriz A, si existen. 

Æ Identificar una cónica, cuyo eje focal no sea paralelo a uno de los ejes coordenados, 
mediante rototraslación (y obtener y graficar en el nuevo sistema de coordenadas con 
respecto al cual el eje focal de la cónica es paralelo). 


E Bea 


Definición de autovalores y autovectores 


Autovalores y autovectores de una matriz. Concepto 


Para resolver el ítem (a) planteado en la situación inicial 1, podemos escribir la siguiente 
ecuación: 


goa ya = 4X (4) 


Donde A es una matriz cuadrada de R°”, X es un vector columna de R” (o matriz 


columna X eR”"), A es un escalar (consideraremos solamente los A eR). 

Los vectores X que satisfacen la ecuación 4 mantienen la misma recta de acción, pues 
su imagen es el propio vector multiplicado por una constante A. Si A > 0, el sentido es el 
mismo, si 4 < 0 el sentido es el opuesto al del vector. 

Es decir que A es la matriz canónica asociada a una transformación lineal de R” en sí 
mismo. Los escalares å que satisfacen la ecuación anterior se llaman autovalores, valores 
propios o eigenvalues; y los vectores X # 0 que satisfacen la ecuación se llaman autovecto- 
res, vectores propios o eigenvectors, 
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Nota: Observe que A es la matriz asociada a una transformación lineal T:R" — R", es 
decir: T(X i )= A” Xx", y lo que intentamos encontrar son todos los vectores X”! es 
siendo S un subespacio invariante; esto es, que la imagen por la transformación lineal de 
cualquier vector de S pertenece a S. 





Volvamos a la ecuación 4 para resolverla. 


gee XxX A, 
AP” X™ =4I X"*, con In como la matriz identidad eR””, 


-y 


Aen FENI -AI XA =0, 
(AP -241,)X"" =0 , (5) 


La ecuación 5 es un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, de n ecuaciones con 
n incógnitas, por lo cual siempre es compatible. Como nos interesan las soluciones no 
triviales, es decir los X 0, el sistema deberá ser compatible indeterminado (infinitas so- 
luciones), para lo cual la matriz de coeficientes del sistema (A"*" —AI,), debe ser singular, 
esto es que su determinante debe ser igual a cero. Planteamos entonces: 


| A—AI, [== 0, ecuación característica (6) 


Determinamos los A que son solución de la ecuación característica, la cual es un po- 
linomio de grado n y, por lo tanto, puede tener hasta n raíces distintas. (Nota: En este 
libro sólo consideraremos ejemplos con raíces reales simples o múltiples, no con raíces 
complejas.) 

Para cada autovalor A obtenido, reemplazamos en la ecuación 5, resolvemos el siste- 
ma, que es compatible indeterminado, y definimos el espacio solución, llamado autoespa- 
cio E, correspondiente al autovalor A. Los vectores de una base del autoespacio E, son los 
ete vertares correspondientes a ese autovalor A. 

Al conjunto de todos los autovalores se le llama espectro de la matriz A, y al autovalor 
mayor en valor absoluto lo denominamos radio espectral de la matriz A. 

Este tipo de problemas de cálculo de autovalores y autovectores de una matriz surge 
en distintas aplicaciones de física e ingeniería, y está asociado a las frecuencias de resonan- 
cia de un sistema tal como un sistema electrónico (por ejemplo un oscilador), un sistema 
mecánico (una varilla que vibra), etcétera. 

Para darnos una idea sobre qué es la frecuencia de oscilación de un sistema, conside- 
remos la siguiente situación: cuando un autobús urbano está detenido ante un semáforo, 
si los vidrios no están bien ajustados, mientras el motor está “ralentando”, dichos vidrios 
de las ventanillas comienzan a vibrar pues la frecuencia de rotación del motor y sus vibra- 
ciones coinciden con la frecuencia de resonancia del sistema mecánico que es el autobús; 
cuando éste retoma su marcha, aumenta la velocidad de giro del motor y aumenta la fre- 
cuencia de las vibraciones del motor, la cual se aparta de la frecuencia de resonancia del 
sistema, y las ventanillas dejan de vibrar. Un efecto similar se observa en una centrífuga: 
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Figura 10-4 cuando comienza a girar el rotor aumentando su velocidad de rotación hasta alcanzar 

: su velocidad máxima (que puede ser, por ejemplo, de 6 000 rpm), al alcanzar cierta 
velocidad (que pueden ser, digamos, 1 500 rpm) se presenta una pequeña vibración del 
sistema pues esa es la frecuencia de resonancia del sistema. 

Una centrífuga se utiliza para separar líquidos mezclados o partículas en suspen- 

sión en líquidos. El líquido se coloca en tubos que se insertan en el rotor. Al girar éste, 
la fuerza centrífuga causa que las partículas más pesadas 
se separen, desplazándose hacia el fondo de los tubos. Las Figura 10-5 
vibraciones deben mantenerse al mínimo posible para a 
que durante el frenado del rotor no se vuelvan a mezclar 
las partículas separadas. 

Otro ejemplo de la importancia de la resonancia de un 
sistema lo tenemos cuando una columna de soldados cruza 
un puente, entonces los soldados dejan de marcar el paso 
pues la frecuencia del mismo puede coincidir con la fre- Centrífuga 
cuencia de resonancia del puente y causar que éste comience 
a oscilar y finalmente se derrumbe. 





Rotor de una centrífuga 





10.1.2 Autovalores y autovectores. Cálculo 


Veamos en un ejemplo cómo proceder para efectuar el cálculo de autovalores y autovec- 
tores. 


Ejemplo 1 


Planteamos la ecuación característica: 


1 
En nuestro ejemplo, A=|0 2 01 
0 1 4 
Por lo tanto, la ecuación característica es 


0 
0 
1 
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Al calcular el determinante, resulta 


ea o | Jo oj 
a-a) CT o aca 
1-MC-M4-2)-0]=(1-2)2-4X4-4)=0 


Luego, los autovalores son 


Para cada uno de los autovalores calculados debemos resolver el siguiente sistema 
(ver ecuación 5) con la finalidad de obtener el subespacio invariante o autoespacio para 
cada autovalor 4. 


(1-4)  -—1 0 
0 (2-4) 0 
0 1 (4-4) 


i) Resolvemos parad = 1 


0 -1 0 

0 1 0 

0 1 3 
-y=0 

Obtenemos las ecuaciones yed =y=2=0 

y+3z=0 


El autoespacio correspondiente al autovalorÁ = 1 es: 


x 
E =4| 0 |/xeRp, basede E =4] 0 
0 


Luego, un autovector correspondiente aA = 1 es: 


1 
7, =|0 
0 
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ii) Resolvemos paraÁ =2, 


-L =} Dix 
0 0 oly 
0 1 2JAz 

=x-y=0 

Obtenemos las ecuaciones E E Z= 

y+2z=0 

El autoespacio correspondiente al autovalorÁ = 2 es 


—y —1 
2L=4| y |/yeR?, base de E, = 1 
y 1 


2 de 


Luego, un autovector correspondiente aÁ = 2 es 


Resolvemos para 4 = 4 
-3 -1 0Vfx 0 
0 2 Ol y|=j¡0 
0 1 0OJAz 0 
-3x—y=0 
Obtenemos las ecuaciones 4 -—2y=0  =>x=y=0 
y=0 


El autoespacio correspondiente al autovalor A = 4 es 


0 0 
E,=310|/zeRp, base de E, =3| 0 
z 


Luego, un autovector correspondiente ad = 4 es 





Ejemplo 2 
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Intentemos ahora resolver el problema de la membrana circular que se deforma. La 
matriz de la transformación lineal es: 


EN 


Calculemos los autovalores y autovectores de esta matriz. La ecuación característica 
es: 


(4-4) 2 

2 (4-4) 
(4-4) -4=0, 
16-81+4* -4=0, 
4 -84+12=0. 


o 


Los autovalores resultan ser: 
4,=6 
Å, = 2 
Calculamos el autoespacio y un autovector correspondiente a cada uno de los auto- 


valores: 


i) Resolvemos para À = 6 


-2 2fx\_f0 

2 —2)Ay) lo 

Obtenemos las ecuaciones =y=x 
2x-2y=0 


El autoespacio correspondiente al autovalorÁ = 6 es; 


selejeajomano( 


Luego, un autovector correspondiente al autovalor A = 6 es 


—2x+2y=0 


Resolvemos para A = 2 


JJ) mn 


Obtenemos las ecuaciones > y=-x 
2x+2y=0 
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El autoespacio correspondiente al autovalor Á = 2 es 


(Jeees 


Luego, un autovector correspondiente al autovalor À = 2 es 


Todos los vectores correspondientes a los autoespacios E, y E, mantienen su direc- 
ción luego de la deformación de la membrana, es decir, no experimentan rotación 
como consecuencia de la deformación. Las direcciones determinadas por los auto- 
vectores normalizados (recuerde que una dirección se indica con un versor, que es 
un vector de norma 1) se llaman direcciones principales. 


Si en la figura 10-3 dibujamos los autovectores y, = Ja = | 


1 
Ñ y las rectas que 


generan, todos los puntos de la membrana localizados sobre esas rectas (excepto el 
origen, centro de la membrana), están sometidos a una dilatación, el resto de los 
puntos de la membrana, al deformarse, quedan sometidos a dilatación y rotación. 
En la figura 10-6 representamos la membrana antes y después de la deformación, 
con las direcciones principales. 


Figura 10-6 


Y 
Y 
pa 


dirección principal, 
generada por (1; 1) 


Veamos a continuación otra forma de obtener la curva frontera de la membrana 


AO 





Capítulo 10 Autovalores y autovectores 62 5 


Esta transformación lineal nos permite obtener, para cada punto (7) de la mem- 
yl y 

brana original, su posición ( , | Juego de la deformación. 
y 


x e 
A partir de: al j- ( d podemos obtener la transformación inversa, cuya matriz 
Y 7 


asociada es A“, pues en este caso A admite inversa (es decir (A) 4 0), del siguiente 
modo 


dojo) 
pa 


Si calculamos la inversa de A obtenemos A`” = 


6 
=z 
; 6 
Reemplazamos en la ecuación 7, y 

AL E 
61% 1_ 6 
2 es AZ 
z 2e 


2 1, 
x=—x -y 


Es decir, obtenemos las ecuaciones 6 A (8) 
il ; de 
=—x += 
= 6) 
Los puntos de la frontera original de la membrana son los puntos de la circunferen- 


cia x? + y? =1, luego, elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones 8, resulta 


6 6 6 6 


8 5 2 ee E /2 z 
>x xy t ym 1, 5 8Bx y +54 * =36, que es la ecuación de la fron- 
Ed id A 


x £ 
tera de la membrana luego de la deformación. Como í ,) es la posición del punto 
E 


2 
2 1 =] 2 
ys ES -> y) (Z +2 y) =1, entonces desarrollamos para obtener: 


(7) de la membrana luego de la deformación, la ecuación que describe la ubica- 
Y 





ción de los abismos en el sistema de referencia Oxy es; 5x? —8xy—5y* =36 





Matrices semejantes y diagonalización 


Resolveremos ahora el ítem (a) planteado en la situación inicial 2, es decir, cómo calcu- 
lar eficientemente potencias de una matriz sin utilizar la “fuerza bruta”; esto es, sin realizar 
(n— 1) productos de matrices para calcular la potencia n-ésima de una matriz cuadrada. 
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10.2.1 Matrices semejantes 


Ejemplo 3 









“Dadas des matrices. A, B en ‘son semejantes + aC. € ere no © singular, s tal l que 
B= =CÏAC. : o ; À ; BA i i 





Llamamos transformación de semejanza a la transformación lineal T:R*” — pan 
tal que 


VAER"" :T(A)=C""AC=B 


i 2 1 2 0 
Sean las matrices A = , B= 
6 3 1 =l 


a) Utilizando las matrices dadas, encontrar una matriz C semejante a una de ellas. 
b) ¿Puede obtenerse otra matriz Q semejante a alguna de las matrices dadas? 

c) Encontrar los autovalores de las matrices A, C y Q. 

d) Encontrar los autovectores de las matrices A, C y Q. 


Solución , 
a) De acuerdo con la definición de matrices semejantes, por ser | A4|=0;|B|+0, po- [Pl 
demos encontrar B”! y obtener la matriz C= B"AB. 


0 
La inversa de la matriz B es B” = 
—] 


Luego, la matriz C semejante a la matriz A es 
y e E o). 
ANE SA 1) |. 


1 


C=B"AB= 


1 


1 
2 
1 
2 


2 
Así, tenemos que las matrices A= k 


n| ju 
ur 


b) Podemos plantear, además 


Q=B 
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2 1 $ 
Luego, las matrices A= 5 i yQ -{ s3 ) y son semejantes. 


c) Encontraremos a continuación los autovalores de las matrices A, Cy Q. 









i) Autovalores de A: 





G- 1 
6 (3-1) 









=0-n0=0-6=0 





La ecuación característica resulta en 4?— 54 = 0, 
Luego, los autovalores sonA, = 0;4, = 5. 
Autovalores de C: 






La ecuación característica resulta en 4? —54 =0 
Luego, los autovalores sonáA, =0;4, = 5 
Autovalores de Q: 










G-4) —2 


3 e y AA 














La ecuación caracterítica resulta en 4?—54 =0 
Luego, los autovalores son 4, =0;4, = 5 
Así, las matrices A y C son semejantes y tienen los mismos autovalores, y 
las matrices A y Q también son semejantes y tienen los mismos autovalores. 
d) Encontraremos a continuación los autovectores de las matrices A, Cy Q. 


CS alero 


Autoespacio asociado al autovalor A, = 0: 


2 1Yfx 0 2x+y=0 
= => > y =-2x 
6 3Hy 0 6x+3y=0 


x 
Luego, el autoespacio asociado al autovalor Å, = 0 es E, = ( 5.) xE z| 










i) Autovectores de A: 
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1 á 
Base de E, = ( >) entonces un autovector correspondiente al autovalor es 


a 1 
v,= dá 


Autoespacio asociado al autovalor A, = 5: 


2-5) 1 Ya (3 1Vx) fo 
= = z% 
6 (3-53) ly 6 2 y) lo 
Luego, el autoespacio asociado al autovalor es 1, =5€s E, = f y x€ rl 
E 
Base de E, (5) entonces un autovector correspondiente al autovalor 


4,=5es 


Autovectores de la matriz A= í 3) i í 


Autovectores de C; 


Autoespacio asociado al autovalor A, = 0: 
-1 


3 il 
PLA a 
= = 2 = y=5x. 
5 Uy 0 25 5 
= —xa+iy=0 
2 2 2 


Luego, el autoespacio asociado al autovalor A, = 0 es E, = (z y xE r} 
x 


1 
Base de E, (5) entonces un autovector correspondiente al autovalor 
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Autoespacio asociado al autovalor A, = 5: 


-4 =} 


e 2 
Eo 
ZE Leoni” 

e 


2 


Luego, el autoespacio asociado al autovalor A, =5 es E, = [f ; y x€ r}: 
Xx 


1 y 
Base de E, -f Jh así que un autovector correspondiente al autovalor 


A =5es 


Autovectores de la matriz C = 8 { | 


Autovectores de Q: 
B=4) -—2 fx] f0 
3 (Q-4M)ly) lo 


Autoespacio asociado al autovalor A, = 0: 
3 =2\ xX 0 3x-2y=0 
= => => 
"3 2y 0 —3x+2y=0 
Luego, el autoespacio asociado al autovalorÁ, =0 es E, = 


Base de E, , de modo que un autovector correspondiente al autova- 


lor A, =0 es: 
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Autoespacio asociado al autovalor A, = 5: 
6-53 -2 fx) [2 fx) [0 il -2x-2y=0 
3 (2-5 Ay) ls Ay) lo) “l-3x-3y=0 


x 
Luego, el autoespacio asociado al autovalor A, = 5 es E, = ( ) xe r} 


1 | i 
Base de E, =¿( ji entonces un autovector correspondiente al autovalor 
s 


A =5es 


=l 


2 
A partir de los ítems c) y d) de este ejemplo, vemos que las matrices semejantes 


tienen los mismos autovalores pero distintos autovectores. Probaremos que si 
dos matrices son similares, tienen los mismos autovalores. 


1 
1 
Autovectores de la matriz Q =3| 3 Í ) 









Sean A y B dos matrices de R'*" semejantes, entonces tienen los mismos autovalores. 





Sea autovalor de AER””"", entonces es AX=4X, con X eR"”, autovector; X + 0 
Sea B semejante a A, luego existe P e R™" / P'AP =B. 


Entonces: AX = AX 


Premultiplicamos ambos lados de la ecuación anterior por P” y resulta 
PAX = PAX. 
Intercalamos la matriz identidad, que no altera la ecuación, y operamos 


PAX =P"AIX =P" A(PP")X =(P"AP)P"X =B(P"X) 
=I 
Es decir, P*AX =B(P”X) 
Reemplazamos AX por AX y resulta i 


PAX =B(P"X) 
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Es decir, reordenando, B(P"X)=A(P"X). 

Donde Á es autovalor de la matriz B y PX es autovector de la matriz B. 

Luego, si Á es autovalor de la matriz A, también es autovalor de la matriz B que es se- 
mejante a la matriz A; en cambio, los autovectores de matrices semejantes no son iguales. 


10.2.2 Autovalores de matrices triangulares 


Sea la matriz triangular A 
=] 2 i 
A=| 0 3 2 
0 0 1 


Determinamos sus autovalores: 


(1-4) 2 1 
[A-4I[=| 0 (3-4) 2 |[=C1-4)J6G-4(1-4)=0054,=-1v4,=3v4,=1 


0 0 (1—A) 


Es decir que los autovalores resultaron ser los elementos de la diagonal principal. 





Si AcR””" es una matriz triangular (triangular superior, triangular inferior o diagonal), 
entonces los autovalores de A son los elementos de la diagonal principal. 


Sin realizar una demostración rigurosa, mostramos que el teorema se cumple: 
Sea, por ejemplo, AE R”"” tal que A= (a,)/ a= 0,Vi> j,es decir, A es una matriz 
triangular superior. 


(4-A1)=(»,)/b,=(2,-4),Wi=1,..»1; b, =4,, Wi j 


La ecuación característica es 


(a, -4) 4% 4% a An 
0 (a, ea À) 2, ... Gan 
lA-41|=| 0 0. (a. - a, |=(a,—¿Ma,-— Ma, A) (a, —A)=0 
0 0 0 O (a, —4) 


La ecuación característica es (a,, —¿a,, —ANa,,—A)--(a,,—4)=0 
Luego, los autovalores son A, =4,,,4,= 48, s Åg = Ay "54, =G,, 
Es decir, los autovalores son los elementos de la diagonal principal 
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3.00 
Ejemplo 4 Encontrar los autovalores y autovectores de la matriz A=| 1 -1 0]. 
0 23 


Por tratarse de una matriz triangular inferior, los autovalores son los elementos de la 
diagonal principal: 4, =3,4,=-1,A, =3; es decir que tenemos un autovalor À = 3 de 
multiplicidad 2 (3 es raíz doble de la ecuación característica (3-4)*(-1-A)=0). 

A continuación encontraremos los autovectores: 


(3-4) 0 0 x 0 
1 1-4) 0 y|=|0 
0 2 (B-A) jz 0 


i) Autoespacio asociado al autovalor A, =A,=3 


0 0 Ox 


—4 0 y 2 ola 


-4y=0 =0 
x—4y >: 
2 0 


2y=0 y=0 


Luego, el autoespacio asociado al autovalor 4, =A,=3 es 
0 0 
E, =3|0|/zeR?. Base de E, =3| 0 |, dimE, =1 


Z 1 


Y un autovector correspondiente al autovalor A, =A,=3 es 


ii) Autoespacio asociado al autovalor A, =-1 


4x=0 
: x=0 
x=0 >| 


=-—2Z 
2y+4z=0 7 
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Luego, el autoespacio asociado al autovalor 4, =-1 es: 


0 0 
E, =3| -2z |/zER y, basede E, =3| -2 


3 
Z 1 


Y un autovector correspondiente al autovalor A, =—1 es 


Entonces, son autovectores de la matriz A = 


Nota: En este ejemplo, los autovectores no constituyen una base de R’, que es el 
espacio vectorial sobre el cual la matriz A define una transformación lineal. Por este mo- 
tivo, la matriz A no es diagonalizable, como veremos más adelante. Para que una matriz 
sea diagonalizable, deberá constituir la dimensión del autoespacio o del subespacio in- 
variante correspondiente a un autovalor, tal dimensión debe ser igual a la multiplicidad 
del autovalor, 


3050 


Ejemplo 5 Encontrar los autovalores y autovectores de la matriz B=|0 0 0|. 
023 


Esta matriz es triangular inferior, luego los autovalores son los elementos de la dia- 
gonal principal: A, =3 (doble) A, =0. 
A continuación determinaremos los autovectores: 


(3-4) 0 0 
o (0-4) 0 
0 2 (3-4) 


1) Autoespacio asociado al autovalor doble 4, =3, 


0 0 0Jfx] f0 
0 
2 0 
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Luego, el autoespacio asociado al autovalor A, = 3 es 


x 1\/0 
¿=310|/x,z6R p, base de E, =4| 0 ],| 0 |», dimensión E, =2 
z 0j (I 


Y dos autovectores correspondientes al autovalor 4, = 3 son: 


0 
0 
1 


ii) Autoespacio asociado al autovalor A, = 0, 


0 Pe 


0Vx 
3Ix=0 
0 y[=|0|=> 
2y+32=0 
3Nz 0 


Luego, el autoespacio asociado al autovalor À, = 0 es 


0 
y |/yeRp, base de E, = , dimensión E, =1 
2 


3 3 


Y un autovector correspondiente al autovalorA,=0es 


0 
Entonces, son autovectores de la matriz B=+4|0]|,101|,| 1 


0) 11 2 


3 


En este ejemplo, la multiplicidad de cada autovalor (raíz de la ecuación característi- 
ca) coincide con la dimensión del autoespacio o espacio invariante correspondien- 
te, y el conjunto de autovectores es una base de RR? (recuerde que BeR””"” define 
una transformación lineal T : R” — R” /T(X)= BX). Hay una base de autovecto- 
res y la matriz es diagonalizable. 
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Observaciones: 
En los ejemplos anteriores, observamos que: 


a) La matriz Ae R”” tiene un autovalor de multiplicidad 2, un autovalor de multiplici- 
dad'1, y sólo dos autovectores, con lo cual no se define una base de ¡R?, por lo tanto la 
matriz no es diagonalizable. 

b) Lamatriz BeR””* tiene un autovalor de multiplicidad 2, un autovalor de multiplici- 
dad 1, y tres autovectores que son linealmente independientes, luego son base de R?, 
por lo tanto la matriz es diagonalizable. 

c) La matriz B tiene un autovalor A = 0, y B es una matriz singular (no invertible). 


Como consecuencia de las observaciones anteriores surgen las siguientes interro- 
gantes: 


1, ¿Hay alguna relación entré los autovalores y la singularidad de una matriz? 
2. ¿Cuándo son base de R" los autovectores de una matriz Ac R”""? 


El teorema siguiente responde a la primera de estas interrogantes. 





Una matriz AcR”” es invertible > 4=0 no es autovalor de A. 





La ecuación característica de A es un polinomio de grado n 


[4 A1|= arta” ta o +0, A Ha = Saa jæ; son los coeficientes 
i=0 
del polinomio. 
l = 0 es raíz del polinomio si y sólo si el término independiente del polinomio es nulo, 
es decir, œ = 0, luego debemos probar que A es no singular (A es invertible) a, 0. 
si¿=0=|A|= a, =0a0,=0, luego, sia, +0=>|4|40=> 347, ysia, #0, 4=0, no 
puede ser autovalor de la matriz A. 


Ejercicio 10-1 
Obtenga los autovalores, autoespacios, base y dimensión de cada autoespacio, y los auto- 
vectores para cada una de las siguientes matrices. 


E 3 Z 

a) A=j¡-1 2 1 
4 -—1 1 

3-1 0 

b) B=|0 3 0 
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10.2.3 








0.3 3 
o Gs 0 3 
330 
02 2 
d) D=|-2 0 2 
22 0 
Diagonalización 


Para resolver las interrogantes planteadas en las situaciones 1 y 2 de la sección 10.1.1., es 
decir, para calcular en forma eficiente las potencias de una matriz cuadrada e identifi- 
car una cónica cuando está rotada con respecto a su forma canónica (con los ejes focales 
siendo no paralelos a los ejes de coordenadas), debemos encontrar una matriz diagonal 
semejante a una matriz dada A e R”””. Este problema es el punto medular de la “diagona- 
lización de una matriz”. Así, dada una matriz AeR”*"” determinar, si existe, una matriz 
PeR""”, no singular, tal que P*AP=0D, siendo D una matriz diagonal, semejante a la 
matriz A (por la definición de matrices semejantes). Si existe tal matriz P, decimos que P 
diagonaliza a la matriz A. 
La existencia de la matriz P se establece en el teorema siguiente. 





10.2.3.1 


Sea AcR”"” => (A es diagonalizable si, y sólo si, tiene n autovectores linealmente inde- 
8 y 
pendientes). 


Método para obtener la matriz P que diagonaliza a una matriz A 


El método para obtener la matriz P que diagonaliza a una matriz A elR””” es como sigue: 


1. Encontrar los autovalores A, de la matriz A. 
Encontrar n autovectores linealmente independientes correspondientes a los autova- 
lores 4. Esto no siempre es posible; si los autovalores son reales y la multiplicidad de 
alguno de ellos es mayor que uno, para que existan n autovectores linealmente inde- 
pendientes la multiplicidad de cada autovalor deberá coincidir con la dimensión de 
subespacio invariante asociado. 
Nota: Estamos considerando solamente autovalores reales, queda fuera del alcance de 
este libro tratar sobre los autovalores complejos. 

3. Si existen n autovectores linealmente independientes, la matriz P que diagonaliza a la 
matriz A tendrá como i-ésima columna al autovector Y, que corresponde al autova- 


lor A; 


PS, P 0 7) 


Capítulo 10  Autovalores y autovectores 637 


Como los autovectores son linealmente independientes, 3P”, y finalmente obte- 


nemos 
A 0 O 
i ; AF -w O 
P` AP =D, siendo D= ó 

0. 0 - An 


10.2.3.2  Enunciamos los siguientes teoremas que establecen las condiciones generales 
para que una matriz sea diagonalizable 





Si AER””” tiene n autovalores distintos => A es diagonalizable. 





Una matriz Ae lR”"” es diagonalizable si las dimensiones de cada espacio invariante coin- 
ciden con la multiplicidad de cada autovalor. 


Nota: Observe los ejemplos 4 y 5. 


Ejemplo 6 Diagonalizar, si es posible, la matriz A 


A= 1-0 


0 
O 0-3 

Por tratarse de una matriz diagonal, sus autovalores son 4, =2;4,=1;4,=-3 

Por ser distintos los tres autovalores, A es diagonalizable. 

A continuación encontraremos los autovectores que corresponden a cada autovalor: 


QA -3 5 x 


0 
o (G-4AY 0 l|yi=l0 
0 0 (3-0) Az 0 


i) Autovector correspondiente al autovalor A, =2, 


5) 0 —3y+5z=0 

9l yj= 0> =y=0 >y=z=0 
-5A Z 0 -5z =0 

1 


un autovector es Y,, =| 0 
0 
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ii) Autovector correspondiente al autovalor A, = 1, 


un autovector es Y,, =| 1 
0 


Autovector correspondiente al autovalor 


—3 


x 0 
5x-3y+5z=0 
y|=|0|=> 
4y=0 
Z 0 


4 
0 


5 

0 

0 
1 
un autovector es Y,,=| 0 
-1 


Luego, un conjunto de autovectores correspondientes a cada autovalor es 


1 3 1 
0|,|1],| 0|p. (Nota: Verifique si son linealmente independientes.) 
0 0 =} 


Con estos autovectores construimos la matriz P: 
1 
P=(Pa Ya Ya)= ¡0 
0 


La inversa de la matriz P es 
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Ejercicio 10-2 


Diagonalizar, si es posible, cada una de las matrices del ejercicio 10-1. 








Aplicación: Sistemas dinámicos 


Así como los sistemas de ecuaciones lineales se utilizan en la resolución de sistemas está- 
ticos, es decir , en sistemas que no dependen del tiempo, los autovalores y autovectores se 
utilizan principalmente en la solución de sistemas dinámicos, esto es, en sistemas que son 
función del tiempo. Para describir la evolución de un sistema dinámico, frecuentemente se 
deben calcular potencias de matrices cuadradas. Consideremos el sistema cuyo estado en 
el tiempo k está representado por el vector columna X, eR”,ysea Ae R”*” la matriz de 
cambio de estado; el estado del sistema en el tiempo k + 1 será 

AKSK 


k k+l 


En el tiempo k + 2, el estado del sistema será 
A Xur ™ Xe 


AŽ, =A(AX,)=4*X, =X 


k+2 


Repetimos el procedimiento y resulta 


APXL= Xp 

Es decir, el estado del sistema en el tiempo k + p será A? veces el estado del sistema en 
el tiempo k. 

Además, es conveniente poder predecir cómo evolucionará el sistema en periodos 
grandes, es decir, cuando p —> oo, 

Para resolver estas cuestiones, resulta conveniente encontrar una forma eficiente de 
calcular potencias de matrices que además permita calcular A?” cuando p — oo. 

¿Será posible encontrar una matriz diagonal D que sea semejante a la matriz A para 
calcular las potencias de la matriz A a partir de las potencias de la matriz D? Este es el pro- 
blerna de diagonalización de una matriz, que ya resolvimos en la sección 10.2.4. 


Para calcular la potencia enésima de una matriz Ae R"*”, diagonalizamos la matriz 
A. Luego P"AP=D 


PP"*APP"' =PDP” 
A= PDP” 


Y para calcular potencias de Á, 


A? =(PDP)NPDP")=PD(P?P)DP" =PDIDP” =PD*p” 
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Repetimos el procedimiento y resulta A” =PD"P”. 
Y el cálculo de potencias de una matriz diagonal es sencillo: 


d, 0 0 0 
dy 0 0 
D= 0 da 0 
0 0 0 d 
d” o o 0 
0 dr 0 0 
D=|0 0 4, 0 
0 0 0 gs 


es decir, basta con elevar a la n cada elemento de la diagonal principal. 


Ejemplo 7 Resolveremos el problema de la sección 10.1.1, situación inicial 2, sobre la competencia 
0,8 0,3 
0,2 0,7 


entre supermercados, en el cual debemos calcular potencias de la matriz A = 


0,8 0,3 


n 
02 0 >) , diagonalizaremos la matriz y utilizaremos el méto- 


Para calcular A” -[ 


do visto anteriormente. 


(0,8—4) 0,3 


=(0,8-—A)(0,7—A)-—0,06 =0 
0,2 (0,7—A) X ) 


Y la ecuación característica resulta en 4? -1,51+0,5=0 
Los autovalores son A, =1;4,=0,5 
Calculamos los autovectores para cada autovalor: 


(0,8—4) 0,3 x\_ f0 
0,2  (07-A))y) Lo 


i) Autovectores paraA, = 1 


0,2 031% 0 —0,2x+0,3y=0 2 
= > ; => y=—x 
0,2 0,3 Ay) Lo 0,2x—0,3y=0 3 
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Luego, un autovector correspondiente al autovalor A, = 1 es 


1 


Autovectores para 4, = 0.5 


0,3 0,3 x 0 0,3x+0,3y =0 
= => = y=-x 
0,2 0,2) y 0 0,2x+0,2y=0 


Luego, un autovector correspondiente al autovalor A, = 0,5 es 


Es 1 
P= al 


£ 1 
La matriz P que diagonaliza a la matriz Aes P=| 2 
3 


-1 


Y la inversa de P es P” = 3 


5 


vin vj 


La matriz diagonal similar a la matriz A es D=P"AP= 


Luego resulta que A” =PD"P” = 


vnin aju 


3 
0 ) 5 
0,5" 3 

5 


3 1 
mn 
¿ML 


mim aje 


2 3 
Z+ 
5 2.5 





642 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


0,35 
La distribución, en porcentajes, de clientes luego de n semanas será S, = A”S,. 


Recordemos que el estado inicial del sistema es S, = fid 


3, 1 
ias Ellas A 0.65+(20-]pss 
ME F F ()> 5 3.2 5. 2 
* i2 $ 2 3 |(0,35 
E 39m E Bos E 0,65+ Ep 0,35 
$ 22 5 75 53 HE 5 35 


Y el estado del sistema, es decir los porcentajes de clientes de cada supermercado 
cuando n es muy grande, n-—> 00, será 

[06 

(0,4 


Así, tenemos que al supermercado A concurrirá el 60% de los clientes y al super- 
mercado B concurrirá el 40% de los clientes. 


30,65+Ž0,35 
5 5 E 


ujn vj 


20,65+20,35 
5 3 
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Ejercicio 10-5 


Sea la matriz A= 


oO o © 
O e © 
a O me 


a) Encuentre todos los aeR en forma tal que A tenga tres autovalores distintos. 
b) Sia= 1, verifique si A es diagonalizable. 





Ejercicio 10-6 w 
a) Justifique si es verdadero o falso. Sea A€ R”, diagonalizable, es decir q que - 3p € Ro", en. forma talg gue” g 3 
PTAP= =D => Ata pp*p”. , o y s : i fl 
a 0 0] ; 
b) Sea A=|1 1 0|y obtenga todos los valores de « a € eR tales. que: 
0 0. -2 á a ; é 

















1) Sus autovalores sean distintos. W es diaconalizable po para estos calor dn e 
ii) A tenga un autovalor de multiplicidad 2. ¿Es diagonalizable? Justifique sures n 


Ejercicio 10-7 


Sea la mátriz C= Ef al Í 
3 0 ł 


Encuentre los autovalores de la matriz Cy. detectas sl vectores sde r peri 
de aplicarles la transformación lineal T: :R? -> R’ / T(1)= Ch. a : 








Ejercicio 10-8 


Sea la matriz az: J 
c d 


Demuestre que si (a— d}? +4bc >0 = A Aes diagonalizable. 
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Ejercicio 10-9 


1 Ü 
Sea A= 
a=(, ;) 


a) ¿Aes diagonalizable? Justifique su respuesta. 
b) ¿Qué vectores permanecen constantes luego de la transformación lineal? 


T:R? orur 5)=a(*) 
y y 
























Ejercicio 10-10 

Encuentre a, b,c, d, e, f ER tales que los vectores n da 1), (13 0; -1) y (1; —1; 0) sean autovectores de: 
t g 

Asta p e 
d e f 





Ejercicio 10-11 


ie 


Sea la matriz A=| -3 1 0 
l ï 7 


a) Verifique si A es diagonalizable. Si lo es, encuentre la matriz P/ PAP“ =D. E 
b) Encuentre todos los vectores de R? tales que permanecen constantes luego de la transformación line | 


Xx x 
Tly|=A| y 


zZ Z 





Ejercicio 10- 12. 


Encuentre a elR tal que4=3 sea un autovalor de multiplicidad 2. ¿Es diagonalizable la matriz? Jus ifiq 
su respuesta. Si es dlagonalizabis, encuentre la matriz P/ Pp” AP= =D, ! A E 
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Ejercicio 10-13 


E 2 1 
Sea la matriz A=|0 -5 -7 
0. 2 4 


Justifique si A es diagonalizable. Si lo es, encuentre la matriz P tal que P'AP =D. 








Ejercicio 10-14 
Justifique si es verdadero o falso. 
Si BeR”™” esdiagonalizable = B’ = P™D?P, siendo D= P> BP. 





Ejercicio 10-15 





Justifique si es verdadero o falso. ; E 
Sea BeR”"”, de tal forma que Y, W son autovectores oneal al mismo Pra 
A= a7 + pw es un autovector correspondiente al autovalor 4. 


(Va, BeR/07+P0xÓ0). 













Ejercicio 10-16 


Indique si es posible diagonalizar una matriz A asociada a una lada lineal T: R- > Red sal qu 
Si T(€,) =3€, +€,, T(€,) = 4£,5 siendo Y, =(-1,051) un vector propio asociado al autovalorá, 5 = 2 
Nota: (£,; €,;8,) es la base canónica de R". O 


Aplicación: Rototraslación de una cónica 





10.4.1 Diagonalización ortogonal de una matriz 


Decimos que una matriz A e R”"” es diagonalizable ortogonalmente «> 3P e R""", 
ortogonal, tal que P- AP= D, siendo D una matriz Ciagonal. ’ 





Además, por ser P ortogonal, resulta P“ =P", y podemos escribir PAP = D. 

Si una matriz A e R”*" es diagonalizable ortogonalmente, existe una base de R” cuyos 
vectores son los autovectores de la matriz A, que además son ortogonales. Estos vectores 
son las columnas de la matriz P. 
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Surge entonces el interrogante: ¿Cuándo una matriz Ae R”*” es diagonalizable orto- 


gonalmente? 


Para responder a esta pregunta enunciamos los teoremas siguientes. 





Sea AsR””” una matriz simétrica => sus autovalores son números reales. 





Sea AeR”" una matriz simétrica tal que A, A, son autovalores distintos 7, *Y, =0 
parai, J =1,2,...0yi#J 


Es decir, los autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales, 





Sea Ace R”” una matriz simétrica = tiene n autovectores ortonormales e R”. 


Por último, tenemos el teorema que nos permite asegurar cuándo una matriz es dia- 


gonalizable ortogonalmente: 





Una matriz es diagonalizable ortogonalmente 4 A es simétrica. 





a) 


b) 


riores, 


A es simétrica > A es diagonalizable ortogonalmente. 


Sea AcR”” una matriz simétrica; por los teoremas 8 y 9, resulta que A tiene n auto- ` 
vectores ortonormales y es diagonalizable ortogonalmente. ; 
A es diagonalizable ortogonalmente => A es simétrica. 


Sea AcR””” una matriz diagonalizable ortogonalmente =>3P ortogonal tal que 
P'AP =D. = 


PP” APP” = PDP" (premultiplicando por P y posmultiplicando por P ambos lados - 
de la ecuación), 


A=PDP”. 
EPR DAY PA AP D"P" = PDP" = 


Luego, por ser A = AT, À es una matriz simétrica. 


Enunciamos el teorema siguiente, que resume las conclusiones de los teoremas ante- 








10.4.2 
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A ER”” es simétrica => A es diagonalizable ortogonalmente => A tiene un conjunto de 
autovectores ortonormales. 


Rototraslación de cónicas 


Una ecuación cuadrática en dos variables es de la forma: 
ax? +bxy+cy +mxa+ny=k (8) 


Donde a, b, c, m, n, k son números reales, con a, b, c no nulos simultáneamente. 

La ecuación anterior representa una cónica rotada (ya sea una cónica no degenerada: 
elipse, parábola o hipérbola, o una cónica degenerada: par de rectas o puntos). El término 
bxy indica la rotación, es decir, que el eje focal no es paralelo a ninguno de los ejes coorde- 
nados x, y con respecto a los cuales está expresada la cónica. 

La ecuación 8 puede escribirse en forma matricial como: 


b 
á — 
en, ? BG n(ž)=x 
b y y 
2 Cc 
XTAX+LX =k, 
b 
a x 
siendo X" =(< _y)} A=] 2 zd ) 2 n). 
y 
= E 
2 


Observemos que la matriz A es una matriz simétrica. 

Para identificar la cónica, debemos escribir la ecuación en otro sistema de coorde- 
nadas, rotado con respecto al sistema original, de modo que la cónica tenga su eje focal 
paralelo a alguno de los ejes de este nuevo sistema de coordenadas cartesianas x’ y’. 

Para encontrar este nuevo sistema de coordenadas x’ y’, será necesario diagonalizar la 
matriz A, esto permitirá anular el coeficiente b del término rectangular bx"y', lo cual signi- 
fica que la cónica estará expresada en un nuevo sistema de coordenadas x’ y’ con respecto 
al cual el eje focal será paralelo, y podremos así identificar la cónica. Además, por ser la 
matriz A simétrica, su diagonalización será ortogonal, y sus autovectores normalizados 
generan el nuevo sistema de coordenadas. 

El método para rototrasladar una cónica consiste en: 


1. Encontrar los autovalores A, A, de la matriz A. 
. Encontrar los autovectores normalizados de la matriz A: Y, ,, V, 
3. La matriz P que diagonaliza ortogonalmente a la matriz A es 
P=(,, 1,,), donde el orden de las columnas debe ser tal que | P|=1, esto nos ase- 
gura que se produzca solamente una rotación de ejes. 


A, 0 
Como P es una matriz ortogonal, PAP = D= l a 1 ) 
2 
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La ecuación de la cónica en el nuevo sistema de coordenadas es: 


A 0 + 2 
w f e a) 
0 ANY y 
o, en forma compacta, XDX'"+LPX'"=k 


Resulta: 4,1"? +4,y” +(m m7) =k 
7 


Y en esta ecuación no aparece el término xy, luego podemos identificar la cónica. 


4. 


Ejemplo 8 Sea 2x*+4xy+5y* =6. 
Identificar la cónica mediante una rototraslación conveniente y graficar. 


Escribimos la ecuación en forma matricial como: 


2 2x) DAS 
(x al; -. > XAX=6 


Como A es simétrica, diagonalizamos ortogonalmente, para lo cual debemos encon- 
trar sus autovalores y autovectores. 


a) Cálculo de los autovalores: 


aa 2 | A 
| 3 e g A0- 


A” —74+6=0 (ecuación característica). 


Los autovalores son A, =6, 4, =1 
b) Cálculo de los autovectores: 


ES 02010) (0) 


i) Autovector correspondiente al autovalor 4, =6: 


-4  2Yx 0 -4x+2y=0 
J= => => y=2x 
2 —LAy 0 2x-y=0 


Da -( , normalizamos el autovector, Y, = 
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ii) Autovector correspondiente al autovalor A, = 1: 
l 219 0 
= => 
i JE) H dedo 


Cd —2 . Yv 
5 i normalizamos el autovector, Y, = 


J5 


1 


E 


Luego, la matriz P que diagoniza ortogonalmente a la matriz A es 
I =2 


J5 v5 


P= f además | P|=1, luego el orden de las columnas es el correcto. 


le e 
J5 v5 


i i 0 
Entonces, la matriz semejante a la matriz A es D= k ) 


Vaz 


1 
Por último, la ecuación de la cónica rotada es: 


o 1 


6 0Yfx' 
s DX s6 s (x rf ] Js => 6x*+y?=6 
Y 


Con lo cual, es claro que la ecuación dada inicialmente es una elipse. 
El gráfico de dicha elipse se muestra en la figura 10-7. 
Los vectores que generan el nuevo sistema de coordenadas son los autovec- 


tores. 
El nuevo sistema de referencia, x'y”, queda determinado por la dirección de los 
autovectores de la matriz A. 


Figura 10-7 
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Ejemplo 9 Sea 22 rr doy 


Identificar la cónica mediante una rototraslación conveniente y graficar. 
Escribimos la ecuación en forma matricial como: 


e a 


X"AX+LX=k, donde la matriz A es la misma del ejemplo anterior, luego sus au- 
tovalores y autovectores normalizados son los ya calculados, y también conocemos las 
matrices D, PyP”'. Utilizando estos resultados, podemos escribir la ecuación de la 
cónica en el nuevo sistema de coordenadas x'y” como sigue: 


ls Ghe rG) 
e lE SEHE 


6x? +y” +{3 -1 7- 
y”+( 1 


6x? +y’? +3x = y'= a 


8 
6x? +3x +y? -y =Ż 


s|" + : 
2 


2 2 
1 1 z 8 cc 
6 (+++) + y=3) =1 observemos que esta ecuación es la ecuación de una elipse [E 


~l 1 y / 
con centro en 2 z) en el nuevo sistema de coordenadas x'y”. 


El gráfico de dicha elipse se muestra en la figura 10-8. 
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Figura 10-8 


Nota: Los ejes x' y” de la figura 10-8 pasan por el origen y por los puntos (0,25; 0,5) 
y (1; 0,5), respectivamente. 


Ejemplo 10 Sea —x*+6xy- y? =1 
Identificar la cónica mediante una rototraslación conveniente y graficar. 
Escribimos la ecuación en forma matricial como: 


a aJo 


1-4) 3 a si is 
6 fuga q A 1-4)-9=0 


Calculamos los autovalores: 


42424+1-9=0 (ecuación característica). 
42+24-8=0>2,=-4 ; 4,=2, autovalores. 
Calculamos los autovectores: 


(—1— Å) 3 xj {0 
3 (1-40 Jl y “lo 
i) AutovalorA, =-4, 


E alo del oras 7 
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z 3 1 > 
Figura 10-9 Va d J normalizamos el autovector Pa = 


Autovalor A, =2, 


3 3Nx) (0 —3x+3y=0 
= => => 
3 3hy) 10 3x-3y=0 


sé yl ! 
Ya, qe) normalizamos el autovector 7,, = 


le 
V2 v2 
AL 
Y2 v2 
lumnas es el correcto y la matriz Des D= a s) 


La ecuación de la cónica en el nuevo sistema de coordenadas x'y' 
generado por los autovectores F, , V,» €s 


, nf o) 
P na JA 


y la matriz P= ; |Pj=1, luego el orden de las co- 


Entonces: 

—4x” +2y” =1 es la ecuación de una hipérbola en el sistema 
de coordenadas x'y”. 

El gráfico de dicha hipérbola se muestra en la figura 10-3, 

Nota: Los ejes x'y* de la figura 10-9 pasan por el origen y por 
los puntos (1;-1) y (1; 1), respectivamente. 


Ejemplo 11 Sea 464 y 


Identificar la cónica mediante una rototraslación conveniente y graficar. 
Escribimos la ecuación en forma matricial como: 


ol 
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3 15 
¿L=(1 D;¡k=— 
4 e 


; —1 
Es decir, X" AX + LX =k, donde A «| i 


Como la matriz A es la misma del ejemplo anterior, sus autovalores y autovectores 


ya han sido calculados. 
Autovalores: A, =-4 ; 4,=2 


Autovectores normalizados: Y, = 


Y las matrices P y D también son las mismas. 


A 

paa Bl 3 o) 
AA lra 
J2 J2 

Luego de la rototraslación, la cónica resulta ser: 

X"DX'+LPX'=k, y reemplazando obtenemos: 


0 2 =l y 


E 


2 
4? +2y” a[o 


4x7? +2y” ¿ole 


A ANA in 
242 


1 16 
E E MMA 
"Az A 


1 


A 
Entonces: —x”+ mal =1 es la ecuación de una hipérbola en el sistema de coor- 


denadas xy” generado por los autovectores ?,, y Y,, con el centro desplazado y eje focal 


? 


El gráfico de dicha hipérbola se muestra en la figura 10-10. 
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Figura 10-10 


20 


Nota: Los ejes x” y” de la figura 10-10 pasan 
por el origen y por los puntos (1; --1) y (1; 1), 
respectivamente. 
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Ejercicio 10-18 
Identificar y graficar la curva 5x? —-2xy+5y* =1 





Ejercicio 10-19 
Encontrar todos los a eR tales que xê + 2axy + 4y? =1 represente un par de rectas... 
Graficar para alguno de los valores determinados 














Ejercicio 10-20 
Identificar y graficar la curva x? —6xy + y? +1=0 





Ejercicio 10-21 
Dada la ecuación 2x?+ ly+8y +3 30 


Lx ES encontrar k E Rt tal que represente una parábe 
la parábola. i l v5 4 A a DER ad a 


Ea 10-22 







los autovalores de la matriz son A =1, N Pr y que P es s la matriz ort 
BPX'=(-4 -12)X' a Cal 





Glosario 





Autoespacio: Es el espacio vectorial cuyos elementos son todos los vectores que satisfacen 
AX =4X, para un autovalor 4, donde AcR”"", ¿eR. 


Autovalores: Son todos los 1eR tales que AX=4X, donde AER”, XeR””, 


Autovectores: Son todos los XeR"", x=0 tales que AX=AX donde AER"”, 


AER. 
Diagonalización: Proceso para obtener una matriz diagonal D que es semejante a una 
matriz AeR™”. 


nxl? 
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Diagonalización ortogonal: Proceso para obtener una matriz diagonal D que es similar a 
una matriz Ae R””"”, mediante una matriz ortogonal. 


Ecuación característica: |a =X | =0 conAeR"” y4eR, también se le llama polinomio 
característico. 


Matrices semejantes: A,B € R” son semejante si, y sólo si, existe una matriz P no singu- 
lar tal que A= P™BP. 


Rototraslación: Rotación y traslación de los ejes de un sistema de coordenadas. 


Sistema dinámico; Un sistema cuyo estado evoluciona en función del tiempo. 


Números complejos 


Ingeniería y números complejos 


SITUACIÓN INICIAL 1: 
Un estudiante de ingeniería electrónica se interesó en conocer el funcionamiento de 
las computadoras en cuanto a cómo pueden mostrar un reloj de agujas en la pantalla. 
Investigando, descubrió que el reloj podía ser representado en el plano cartesiano y que, 
para cada instante, la posición del minutero representa un número complejo. 

Por ejemplo, suponiendo que la aguja mide 1 (es decir, el módulo del número es 
1), 0 minutos representa al número į, 15 minutos representa al número 1, 30 minutos 
representa al número —i, y —1 representa 45 minutos. 


Figura 11-1 


a 


PA 
a met 





a) ¿Por qué número complejo se debe multiplicar a i para pasar de 0.minutos.a.15.. 
minutos? ¿Y para pasar de 0 minutos a 45 minutos? 
b) ¿Cuántos minutos después de cero están representados por los números complejos 
2 y A ¿E ? 
2 2 2 


2 
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SITUACIÓN INICIAL 2: 
La impedancia compleja de un circuito eléctrico constituido por un resistor R, un capaci- 
tor Cy un inductor L conectados en serie está dada por la siguiente expresión: 


z=R+ for) donde j equivale a la unidad imaginaria i, R, L y C son cons- 
w 


tantes positivas para un circuito dado, y w es variable y se le llama pulsación angular de la 
señal aplicada: 


a) Determine w > 0 tal que Im (z) = 0. Físicamente, se dice que en este caso el circuito se 
comporta como resistivo puro. 

b) Determine w > 0 tal que Im (z) > 0. Físicamente, se dice que en este caso el circuito se 
comporta como inductivo. 

c) Determine w > 0 tal que Im (z) < 0. Físicamente, se dice que en este caso el circuito se 
comporta como capacitivo. 

d) Determine œw > 0 tal que Re (z ) = Im (2). 


Nota: En electrónica se reemplaza la unidad imaginaria i por j, puesto que el símbolo 
i es empleado para denotar intensidad de corriente. 





Al investigar la historia de los números complejos, encontramos que sus primeras apari- 
ciones se registran en trabajos de Cardano (1501-1576) y Bombelli (1526-1572) relaciona- ` 
dos con el cálculo de las raíces de ecuaciones de segundo y tercer grado. 

En esa época, uno de los problemas que los matemáticos trataban de resolver era, por 
ejemplo, determinar si es posible expresar al número 4 como suma de dos números reales 
tales que el producto entre ellos sea igual a 13. 

La resolución de este problema arrojaba como respuesta una ecuación cuadrática sin 
solución en el conjunto de los números reales. A saber: 


E _ 4 +a/-36 
-4+y— Es 
> (4x0 )=133= +40-13=00 7, EA 2 (1) 
' -2 ~4 — -36 
$ A s 
—2 


A raíz de este tipo de resultados, algunos matemáticos tuvieron la idea de seguir tra- 


x+y=4 
x-y=13 


bajando con expresiones como yY-36 utilizando las operaciones posibles entre números 
reales y propiedades de las mismas. Paradójicamente, sucedió que algo no existente o ima- 


ginario como /-36 se comportaba como si fuese realmente un número. 

Fueron los matemáticos Euler (1707-1783) y Gauss (1777-1855) quienes tuvieron éxi- 
to trabajando con estos nuevos números, puesto que indagaron su utilidad. 

Euler introdujo el símbolo i para denotar la unidad imaginaria con la cual se definió 
un nuevo número tal que 1? = —1. A Gauss debemos el nombre de números complejos, y 
fue quien les concedió un lugar privilegiado dentro de las matemáticas al probar, en 1799, 
el teorema fundamental del álgebra que afirma: toda ecuación de grado n con coeficientes 
complejos tiene, si cada raíz se cuenta tanta veces como sea su orden, n raíces que también 
son números complejos. 
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A partir de la introducción de la unidad imaginaria i, radicales como y—36 encontra- 
ron solución. Fue Euler quien propuso resolverlos de la siguiente manera: 


a 


Jb i, conb >0 


wel 


pues: 1” =-—1 
En consecuencia, soluciones como la mostrada en (1) pasaron a escribirse como: 


x, =2+31 
x, =2-31 


Así, la introducción del número í —tal que ? = —-1— permitió la generación de un 
nuevo tipo de números que se escribían en forma de binomio: z = a + bi, y al conjunto de 
estos números se le llamó conjunto de los números complejos, identificándolo con el sím- 
bolo C. 





Esta representación como binomio de un número complejo permite identificar una 
parte real y una parte imaginaria en el número complejo. 


Ejemplo 1 Si z=2+3i = Re(z)=Re(2+3i)=2 a Im(z)=Im(2+3i)=3 





Con lo cual queda establecida una relación de igualdad. 





A los números complejos cuya parte imaginaria es nula se les denomina complejo real, 
es decir, z = a +0i = a es un complejo real puesto que Im(z) = 0; y a los números complejos 
cuya parte real es nula se les denomina imaginarios puros, esto es: z = 0 + bi = bi es un 
imaginario puro ya que Re(z) =0 
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Por otra parte, como los números complejos son expresados como binomios, pueden 
sumarse y multiplicarse como si fueran polinomios. 


+ Sean. 2, =(a, +b,1), z, =(a,+b,), y 1eR 
° Suma: . A A 
2 +2,=(0, +hi)+(a, +bi)= a ta TINE pes 












a - Multiplicación: 
2,52, =(a,a ¿bb,)+ (a,b, O s 

e - Ya que por propiedad distributiva del laa con i respecto : a ¿la suma se tiene 
ea z= (a, +bi)* (a, +b1)= aa, + abit bait bb, como f==L, entonces 
p lala Tbb, )+ (ab, tba ayi Ap pue 7 
E Producto. por un pi escalar: a EEE AELS 












Ags =A thi= “Ja; +Abi 





Ejemplo 2 -© 2z, +z, =2(2+5i)+(—6+4i)=(4+10i)+(-6+4i)(4-6)+(10+4)i=-2+14i 


e ZZ, =(2+5i)-(—6+4i)=—12+8i—30i +20} =-32— 22i 





Las definiciones dadas hasta este punto sólo son el comienzo del estudio del conjunto 
de los números complejos. En este capítulo, estudiaremos la aritmética de los números 
complejos y realizaremos un breve recorrido por conceptos tratados en los capítulos an- 
teriores, con el objetivo de despertar la curiosidad del lector interesado en profundizar en 
tales conceptos. 





Esperamos que al finalizar la lectura comprensiva y activa de la presente sección, usted 
pueda: 


£2 Utilizar las distintas formas de expresar un número complejo en la resolución de 
operaciones de suma, producto, potenciación y división en C. i 

dl Obtener las n soluciones de la raíz enésima de un número complejo. 

El Calcular el logaritmo natural de números complejos no nulos. 

¿i Operar con matrices con elementos complejos. 

él Resolver determinantes de matrices cuadradas cuyos elementos son números com- 
plejos. 

El Resolver sistemas lineales con coeficientes complejos. 


¿2 Aplicar los conceptos tratados en el capítulo 8 en el marco de los espacios vectoriales 
complejos. 


11.1.1 


11.1.1.1 
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Propiedades de la suma, la multiplicación y el producto 
por un escalar en C 


Teniendo en cuenta la definición de las operaciones de suma, multiplicación y producto 
por un escalar enunciadas en la introducción, analizaremos qué propiedades se verifican. 


Propiedades de la suma y la multiplicación de números complejos 
La terna (C; +; +) tiene estructura de cuerpo, esto es: 


i) El par (C; +) es grupo conmutativo. 
ii) El par (C — (e); -) es grupo conmutativo (siendo el elemento neutro de la suma en ©). 
111) El producto es distributivo con respecto a la suma. 


Analicemos cada ítem. 


i) El par (C; +) es grupo conmutativo, es decir, se cumplen las siguientes propiedades: 


1. Ley de composición interna, 
Vz,,z, €C:(2, +2,)8C 


2. Propiedad conmutativa, 
Vz e C,VzeC:iz+2=2+2, 
3. Propiedad asociativa, 
V z € C,Vz e CWzeC:i(2+2)+2%=2 + (2, +2) 
4. Existencia de elemento neutro, 
Y zeC, J eeC:z+e=e+z=z 
5. Existencia de elemento opuesto, 
Yy ze, 3 z'’eC:z+z' =z +z=e 


La demostración de las propiedades (1), (2) y (3) se deja como ejercicio para el 
lector. 





Para z = a + bi, necesitamos encontrar un número complejo, que llamaremos e = e, + e,i, 
tal quez+e=z e 

Entonces z+e=(a+bi)+(e, +e,1) =(a+ bi) 

Aplicamos la definición de adición en C y el concepto de igualdad de los números 


complejos para obtener 
ate =a 
b+e,=b 
de donde se deduce que e =.0 +.01 
Luego, como la adición en C es conmutativa, también se cumple quee +2=2 


El número complejo e = 0 + 0i es el elemento neutro de la suma de números com- 
plejos. i 
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Para z = a + bi, necesitamos encontrar un número complejo, que llamaremos z' = a' + b'i, 
tal que z + z' =0+0í 
Entonces z+z'=(a+bi)+(a* +b%)=0+01 
Aplicamos la definición de adición en C y el concepto de igualdad de los números 
complejos para obtener 
a+a'=0 
b+b"=0 
de donde se deduce que a'=-a A b'=-b, porlo tanto z'=-—a-bi=-z 


Luego, como la adición en € es conmutativa, se cumple que 2"+z=0+01 
El número complejo -z es el elemento opuesto de la suma de números complejos. 


Observación: A partir de la existencia del elemento opuesto para la suma en C, se define 
la resta de números complejos. 





Ejemplo 3 (+31) -(4+21)=(2+4)+(3-2)i=6+i : 


ii) El par (C—(0+01);.) es un grupo conmutativo, es decir, se verifican las siguientes 
propiedades. 
Observación: Llamaremos C*=C-—(0+01) 


l. Ley de composición interna, 
VE, EL (z, TAL 
2. Propiedad conmutativa, 
Vz,2,€C*:z, mg S2 z 
3. Propiedad asociativa, 
Vs ZE iz a a e) 
4. Existencia de elemento neutro, 
V 26C*]e6C*:2e=e-2=z 


5. Existencia de elemento inverso multiplicativo, 


V z2EC%% Az" EC*:iz 2 =zZ* 2¿=e 
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Para z = a + bi, necesitamos encontrar un número complejo, que llamaremos e = e, + exi, 
tal quez-e=z 

Entonces z-e =(a+bi)-(e, +e,1)=(a + bi) 

Aplicamos la definición de multiplicación en C y el concepto de igualdad de los núme- 
ros complejos para obtener eb siguiente sistema de ecuaciones lineales: 


ace be, =a 
a'e, +b:e =b 


de donde se deduce que e, =1 A e,=0, porlo tanto e= 1 + 0i =1 

Luego, como la multiplicación en C es conmutativa, se cumple que e-z=z 

El número complejo e = 1 + 0í= 1 es el elemento neutro de la mulfpicación de nú- 
meros complejos. 





Para z = a + bi, necesitamos encontrar un número complejo, que llamaremos z* =4'+b', 
tal que z-2* =1+01 

Entonces z-z* =(a+bi)-(a+b'1)=1+0i 

Aplicamos la definición de multiplicación en C y el concepto de igualdad de los núme- 
ros complejos para obtener el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 


a-a’ —bb' =] 
ba +ab'=0 


el cual resolvemos aplicando la regla de Cramer, 


1 —b a 1 

A E y E 
a -b| @+b la -b| @+b 
b a b a 





: a b y 
Por lo tanto, 2*=|— | + | -——7 |i, siempre que z=a+bi*0+01 
a’ +b’ +b j’ pee 
Luego, como la multiplicación en C es conmutativa, se cumple que z*-z=1+0%, 


boy, i 
El número complejo z” = r) 4 (Lp) es el elemento inverso multi- 
plicativo del producto de números complejos. 


Observación: De la existencia del elemento inverso multiplicativo para la multiplica- 
ción en C, se tiene la definición de división de los números complejos. 
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ù z 5 z 
Ejemplo 4 Sean z, =2+3i y z,=-4+2i, encontrar —., 

z 

2 


Solución 


(2+31) (4+2i)” 


Por la definición del inverso multiplicativo, 


eE ll q 
EN les) ri 


Entonces 





iii) El producto es distributivo con respecto de la suma, 


Yz,2,2,€C:iz (2, +2,)=%, 2,42, 2, 





Sean 2,=4, thi z, =a, +bi y z =4, +bi 
Entonces, por definición de multiplicación y suma en C y por las propiedades en R: 


z (2, +z,)=(a, +b,i)-[(a, +b,)+(a, +b,1)] y 
por suma en € 
=(4, +b,i)-[(a, +a,)+(b, +b,)i] + 
por producto en C 
=[a,(a, +4,)-b,(b, +b,)]+[a,(b, +b,)+b,(a, +4,)1 al 
por producto en R 
=(a,a, +9,0, —b,b, —b,b,)+(a,b, +0,b, +b,a, +b,a,)i 7 
por propiedad asociativa 
y conmutativa de la suma en C 


z l(a,a, E bb) + (a,b, +b A, Jil+ [(a,a, de bb, A (a,b, $ ba, Ji] > 
por producto en C 
=(a, +b,1)-(a, +b,)+(a, +b,1)-(a, +b,1)=2,2, +2,2, 


Por lo tanto, queda comprobado que la terna (C; +; +) tiene estructura de cuerpo. 
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11.1.1.2 Propiedades del producto de un escalar por un número complejo 


Al principio definimos que, siendo AER y z=a+bieC, entonces 


4z=Ala+bi)= a+ Abi 


Ejemplo 5 '- 50+31)=504+30)=10+151, 
12431) =2+31 


0(2+31)=0+01, 
12 +31) =-2-31 





El lector puede comprobar que la operación de producto de un número real por un 
número complejo verifica las mismas propiedades que el producto de un número real por 
un vector del espacio R?, es decir: 


Propiedades 
Sean 4,4,,4,€R y z, z,, z, eC 


1. Ley de composición externa: (Az) e C 
Asociatividad mixta: 4,(4,2)=(4,4,)z=4,(4,2) 

3. Propiedad distributiva del producto de un número complejo por un escalar con res- 
pecto a la suma de números complejos: A(z, +z,)= Az, +4z, 

4. Propiedad distributiva del producto de un número complejo por un escalar con res- 
pecto a la suma de números reales: (4, +4,)2=4,2+4,z 

5. Elescalar 1 es neutro para el producto de un número complejo por un escalar: 12 = z 


En consecuencia, a partir de las propiedades de la suma de números complejos y de las 
propiedades del producto entre un escalar (número real) y un número complejo, podemos 
afirmar que la cuaterna (C; +; R; +) tiene estructura de espacio vectorial, 

Pero también, como comprobamos que la terna (C; +; R; +) tiene estructura de cuer- 
po, el lector puede comprobar que la cuaterna (C; +; C; -) verifica los axiomas de espacio 
vectorial, siendo este un caso de espacio vectorial complejo. 


11.1.2  Isomorfismo entre los espacios vectoriales C, y C2 


En esta sección trataremos de relacionar distintas estructuras ya conocidas por el lector. 
Para ello necesitamos hacer uso de cierta clase de funciones que, posteriormente, nos per- 
mitirán extraer conclusiones. El estudio de cualquier teoría matemática no tiene sentido si 
no se analizan los morfismos que actúan en ella, así que al estudiar los espacios vectoriales 
nos vemos obligados a analizar las transformaciones lineales, lo cual haremos enseguida 
mediante un ejemplo. 

Supongamos que tenemos los siguientes espacios vectoriales: 


1. (C,+,R,:), donde + y - son las operaciones de suma y producto usuales en C, respec- 
tivamente. 


2.  (R?,+,R,*), donde + es la suma usual en R? y la Ley * se define de la siguiente manera: 
(a; b)x(c; d) =(ac—bd; ad+bc) i 
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Nuestro objetivo es relacionar ambas estructuras, para ello definimos 
f :(C,+,R,-) > (R?,+,R,*) como f(a+ bi) = (a,b) 


En primer lugar, observemos que la función definida es claramente lineal y biyectiva, 
Ahora bien, trataremos de mostrar que los espacios vectoriales considerados anteriormen- 
te son “iguales en algún sentido”, para ello comenzaremos probando la linealidad de f., 


a) Tomemos dos elementos de (C, +,R,), por ejemplo (a+bi)y(c+di), y operemos 
con ellos, entonces (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i, ahora, aplicando la función ya 
definida, tenemos que: 


f((a+c)+(b+dji)=(a+c,b+d). (D 
Por otro lado, si primero aplicamos la función a los elementos de C y luego operamos, 
nos queda: 
fla+bi)=(a; b) 
Fc+di)=(c; d) 
Y entonces (a,b) +(c,d) =(a+c,b+d) i (ID) 


A partir de (I) y (II) podemos concluir que 
Fa + bi)+, (c+ di)) =f(a+bi)+ f(c+di) 


b) Consideremos (a + bi) un elemento de (C; +; R; -) yA€EeR 
Entonces: fíA(a + bi)) = f(da + Abi) = (2a; Ab)= Ala; b) = Afla + bi) 
De a) y b), queda demostrada la linealidad de f. 
Se deja como ejercicio para el lector demostrar que la función anterior es biyectiva, 
De esta forma lo que conseguimos es identificar a cada número complejo con un. 
par ordenado mediante una función. que respeta las operaciones, es decir, da lo mismo 
operar en el espacio de partida (C) y luego aplicar la función que primero aplicar la 
función y luego operar en el conjunto de llegada (R?); consideremos esto: 
Sean (a + b) y (c + di) los elementos de (C; y R; -), entonces 


(a+bi): (c+di)=(ac—bd)+ (ad +bc)i 
luego: 


f((ac~bd)+(ad+bc)i)=(ac—bd,ad +bc) (1) 


Por otro lado, 
fla+bi)=(a; b) 
flc+di)=(c; d) 


Entonces resulta que (a; b)*(c; d) =(ac—bd; ad +bc) (IV) 
A. partir de (III) y (IV) podemos concluir que 


Hia+bi)(c+di))= fla+bi)* f(c+di) 


Note el lector que este resultado valida lo dicho anteriormente. 
A una transformación lineal y biyectiva, como la analizada se le llama isomorfismo, y 
a los espacios vectoriales considerados se les denomina isomorfos. Observemos que la frase 
“iguales en algún sentido”, anotada en líneas previas, hace referencia al isomorfismo exis- 
tente, y aunque los espacios vectoriales no son exactamente iguales, se comportan como si 
lo fueran a la hora de trabajar con ellos. 
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Así, tenemos que: 






Sioda p número complejo : z=a + bi puede ser representado por anp par ordenado 
-números reales, el cuan se identifica como z= des b)n 





En particular, por ser (C; +; R;-) isomorfo con (R°; +; R;-), se tiene que i es equi- 
valente a (0; 1). En símbolos: i = (0; 1) 


Ejemplo 6 z, =2+51=(2;5), donde Re(z,)=2 y Im(z,)=5 
z, =-2+01 =(-2;0), donde Re(z,)=-2 y Im(z,)=0 
z, =0+31= (0; 3), donde Re(z,)=0 y Im(z,)=3 





En consecuencia, es posible asignar a los números complejos una representación 
geométrica. Si consideramos un sistema de coordenadas cartesianas, cada número com- 
plejo se corresponde con un punto del plano y viceversa. Esta representación fue introdu- 
cida por Argand (1768-1822), y cuando el plano cartesiano es utilizado para representar 
números complejos se nombra como plano complejo o diagrama de Argand. 


Figura 11-2 


El eje x se denomina: eje real y en él se ubica la parte real del 
número complejo. 

El eje y se denomina: eje imaginario y en él se ubica la parte 
imaginaria del número complejo. 


z=(a; b)=(Re(z); Im(z)) 


Por lo tanto, el punto P(a;b) es la representación gráfica de 
z y selo denomina: afijo de z. 

El vector que se muestra en la figura 11-2, con origen en el 
origen de coordenadas y extremo en el punto P, es el vector aso- 
ciado al afijo del número complejo z. 





11.1.2.1 Operaciones entre números complejos en forma de pares ordenados 


Sean z, =(a,; b,), y z,=(a,; b,) dos números complejos, y 4 e RR 
Entonces definimos la relación de igualdad como: 
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Suma: 
z +z = (a; b)+(c; d) ena b+d) va 
Sa DAA TRAE UAn 
Z =z, ai i= (s fa a= 6; v- D 
Producto de un escalar por un número real: Mie 
Az=14(a; b= da mb 


Producto: 


z, 2, =(a; b)- mi ai tas ba; 5 adto 
División: siendo z, + (0; 0): 





EP 


az oo la B: (s a “as Da 
Z . 





F 


Ejemplo 7 Sean z, =(2; 3) yz, =(—4; 2), encontrar, Y 2z, —Z,, Z, `Z, y f 
z 


LI 2 
Solución 


2z, —z, =2(2; 3)-(—4; 2)=(4; 6)-(—4; 2)= (8; 8), 
2,2, =(2 3)-(-4; 2)=(2-(-4)-3-2; 2-24+3-(-4)) = (-14; —8), 
z (2 3) 


c añ =(2; 3)-(-4; 2)”, por definición de inverso multiplicativo: 
z, (-4; 


AA AAA 
PS da a) 5” ) 


Entonces 





11.1.2.2  Isomorfismo entre R y los complejos reales 


Si consideramos el conjunto de los números capis reales Ca afla b) eC/b=0} ylas 
operaciones usuales en C, es sencillo demostrar que (Cp; +; R; 5 es un subespacio vecto- 
rial de (C; +; R; +). Además, observemos que gráficamente el €. Cp es una recta que 
pasa por el origen de coordenadas. 
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Luego, podemos establecer que la función f :(Cp; +; R;-)— (R; +; R; -)/f(a;0)=a 
es una transformación lineal biyectiva, pues: 


i f es una transformación lineal, 


a) Sean z=(a;0) yz’ =(a';0) y elementos de C 
f((a;0)+(a,0))= f(a+a’;0)=a+a = f(a; 0)+ f(a’; 0) 
b) Sean z=(a;0)eC, y4eR 
fla; 0)=f0a30)=4a=1 f(a; 0) 
ii, f es biyectiva. 
Es claro que Nu(f)=1(0;0)) A Im(f)=R, entonces f es biyectiva. 
Por lo tanto, es un isomorfismo entre el conjunto C. y el conjunto de los números 
reales. 
Este isomorfismo nos permite establecer una correspondencia entre cada número 
complejo z = (a; 0) con el número real a, es decir que (4;0)=a. 
Lo anterior nos permite considerar a los números reales como un caso particular de 
los números complejos. En ambos conjuntos se conservan las propiedades fundamen- 
tales de las operaciones de suma y multiplicación, sin embargo, existe una diferencia 
notable entre ellos, ya que en el conjunto de los números reales podemos establecer 
relaciones de orden que carecen de sentido en el conjunto de los números complejos. 


Ejercicio 11-1 
Determinar si existe un número complejo z = a + bi tal que: 


a) La parte real es el doble de la parte imaginaria y la suma de tales partes es 6. 

b) Sia la parte real se le resta el doble de la parte imaginaria se obtiene 5, y si al opuesto 
del doble de la parte real se le suma el cuádruplo de la parte imaginaria se obtiene 
—10. 

c) La resta entre la parte real y la parte imaginaria es 2 y el doble de la resta entre la parte 

real y la parte imaginaria es 2, 





Ejercicio 11-2 


a) Encontrar los números reales a y b para que z sea igual a w, siendo 
z=(a+ 3b)+ (a-b):1yw=6+2-1 
b) Analizar si existen los números reales a y b que cumplan la siguiente igualdad: 


(a +b) +5i=2 + [(2a- 3b) + 5]i 








Ejercicio 11-3 

Demostrar 

Sean 4, A pA EC y z Z3 EC 

a) Leyde composición externa, (Az)e C 

b) Asociatividad mixta, 4,(4,2)=(4,4,)z=4,(4,2) 
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11.1.3 


c) Propiedad distributiva del producto de un número complejo por un escalar con res- 
pecto a la suma de números complejos, A(z, +2,)=4Az, +4z, 

d) Propiedad distributiva del producto de un número complejo por un escalar con res- 
pecto a la suma de números complejos, (1, +4,)2=4,2+4,z 

e) El escalar 1 es neutro para el producto de un número complejo por un escalar, lz= z, 





A A A a 


Ejercicio 11-4 

Resolver 

a) 3(; 0)-4(0; D+( D-El; -1) 
b) (2; 3)-(0; 1) 


wD b= 
y LA 
(3534) 6; 4) 








Potencias de la unidad imaginaria 
¿Qué resultados obtenemos al calcular icon ne N,? 


i=] 

i=i 

i=] 

P=} i=(-1) i=-i 
=p .2=(1)-ED)=1 
Bej.j=lei=i 

=i i=i =P=] 
i7=i6i=(-1) i=- 
=i i= (i) i=-P=--1)=1 
=P. ¡=1.¡=i 

¡O= PP. ¿=j:¡=P=-1 
¡U= 0. ¡=(1)-¿=-i 


Observemos que los resultados son 1, i, —1, y --¿, los cuales podemos agrupar de la 
siguiente manera 


044 444 8+4 


07? de E 12 4k 

P} =i = f li leam ll 

144 5+4 9+4 

7 $? Bs 13 k 

IS Ii 
244 644 10+4 

22? Qe 10 a 14 4k+2 

papaj ep aan Ttan] 


344 744 114 i 
> > — 
-4k+3 


P=P =P =P =...=i%*”* =-1, conkeN, en cada uno de los casos. 
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Observemos que la sucesión de exponentes forma progresiones aritméticas, es decir, 
cada nuevo exponente se deduce del anterior al sumarle un número fijo. En estos cuatro 
casos las progresiones aritméticas se forman sumando 4. 

Por otra parte, cada progresión aritmética comienza con los números 0, 1, 2, y 3 los 
cuales, teniendo en cuenta el algoritmo de la división entera, son los restos posibles de la 
división entera cuando el divisor es 4. 

Las observaciones realizadas permiten generalizar el resultado de la operación i" con 
neN, 









Ejemplo 8 ¡4 = {° =] pues 124 es múltiplo de 4; es decir, el resto de la división es 0. 
i” ={' =i, pues 125 dividido entre 4 tiene como resto 1. 
11% = 1? =-1, ya que el resto de la división de 126 entre 4 es 2. 
El resto de la división de 127 entre 4 es 3, por lo tanto 1% =P =-4, 


2Q+1) 
p” P —i 


(+50 = 2 +3.27 -5143.2 (5i + (55) =8+601+150(-1) + 125(-1) =-142-651 
Coral ra 


=25  =125(-i) 


Ejemplo 9 





11.1.4 Conjugado de un número complejo 
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Figura 11-3 ¿Qué relación tienen las gráficas de dos números 
complejos conjugados? 

En la figura 11-3 se observa que dos números 
complejos conjugados son simétricos con respecto al 
eje real. 





Ejemplo 10 a) El conjugado de == sT= + 


b) El conjugado de z=; 26) esz=(=/7;-3/6) 


c) Si z=(h+k)+(3—k)i, ¿cuáles son los valores para he R ykeR tales que el conju- 
gado de z sea Z =1+ 21? 


Solución METE 
A partir de la definición de conjugado, se tiene que | haia 


Entonces, de la segunda ecuación k = 5, y reemplazando en la primera ecuación: 
h=-4 





11.1.4.1 Propiedades de la conjugación en C 


Sea z = a + bi, entonces 





z+Z =la+bi+(a+bi)=a+bi+a—bi=2a 


3. zZ=a +b 





z-Z=(a+bi){a+bi)=(a+bi) (a-b =a +abi—-abi+b’ =g +b? 
La conjugación en C también verifica las siguientes propiedades relativas a la suma y al 
producto de números complejos. Entonces, si z, =(a, +b,1) y z,=(a, +b,1), se tiene que: 


4. El conjugado de la suma de dos números complejos es igual a la suma entre los conju- 
gados de cada número complejo. 





En símbolos: z,+z,=2,+2, 
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Por definición de suma y conjugación en C, se tiene que 
= (a +a,)+ (0, +b,)i= 
=(a, +a,)— (b, +b,)i = 
=(a, -hi)+(a,-b,)=2, +2, 


5. El conjugado del producto de dos números complejos es igual al producto entre los 
conjugados de cada número complejo. 





En símbolos: z,:Z, =2,'Z, 





z 2, =(a, +b,i)(a, +b,1)= 
=(9,b, —a,b,)+(a,b, +a,b)i= 
= (a,b, Si a,b, J= (ab, + a,b, Ji= 


=(a, —bi)- (a, -b,i)= z, z, 


Ejercicio 11-5 


Resolver 
1+i 4—2i 1 
aj) — b) —— o) — 
l-i ) ° ) -5 +21 


V2+ 325. $ La ñ 








O AR e) 2% D & 
JB 481 n=l o qe 
Z 
11.1.5 Módulo de un número complejo 
Figura 11-4 En los inicios del capítulo se estableció que todo número complejo z tiene aso- 


ciado un vector con origen en el origen de coordenadas y extremo en el afijo 
del número complejo. La longitud de este vector es el módulo del número com- 
plejo. 

Si P(a; b) es el afijo de z = a + bi, la distancia desde el punto O hasta el punto 
P se denomina módulo del número complejo z. 

El módulo de un número complejo z, se simboliza mediante p o conl zl. 

Si observamos la figura 11-4, es evidente, por el teorema de Pitágoras que: 
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Ejemplo 11 












A partir de la definición de módulo de un número complejo se deduce que 


WVzeC:zj20 a |z[=05z=0 


7, =3+4i=>|7, |=43 +4 =4/25=5 
2,=3-4i3 2, |=/P +4) =425=5 


z=7=>|z, |=y(-7 +0? =7 


z, =31=>40%43* =3 





Advierta que los números complejos de los casos a) y b) previos tienen el 
mismo módulo, y en particular, son conjugados. Pero, ¿son los únicos casos? 

Supongamos que |z|=k a k>0, y si pensamos en la interpretación 
geométrica del módulo de un número complejo, concluiremos que existen in- 
finitos números complejos cuyo módulo es k. Estos infinitos números comple- 
jos son todos los que distan k unidades del origen de coordenadas, por lo tanto, 
son los puntos de una circunferencia con centro en el origen de coordenadas y 
radio k. (Ver figura 11-5.) 


A raíz de este hecho, podemos afirmar que el valor del módulo de un número comple- 
jo no lo determina de manera unívoca. 
Propiedades del módulo de un número complejo 


Sea z = a + bi, entonces 


i 


Re(z)<]z| y Im(z)s] z|. 





Demostraremos que Re(z)<| z| 


Be 





Sea z=a+bi, entonces la'=a* =>|aP <a +b* >]al<[zP>|a|<|z] (D 
Luego, como aeR:a<]|a]| (1) 
A partir de (I) y (II) se tiene que 2< => Re(z)< |z| 

Dejamos como ejercicio para el lector demostrar que Im(z)<| z| 


[21=17] 


La demostración de la propiedad 2 queda como ejercicio para el lector. 


Capítulo 11 Números complejos 675 





Ejemplo 12 


Sea z = a + bi, entonces, por definición de conjugado de un número complejo, multipli- 
cando, y por definición de módulo en C, resulta que 


z-Z=(a+bi) (a-bi)=0* -b'P =0+b*=|z| 


A partir de la propiedad 3 y de la definición de conjugado de un número complejo, 
puede demostrarse que el inverso multiplicativo de un número complejo no nulo es como 
sigue: 


Si z= a+ bi tal que z +0, se tiene que z* = (D)  (Comprobarlo) 


[zf 
La igualdad (1) resulta de utilidad para resolver la división entre números complejos, 
veamos cómo es el procedimiento. 








Z 2 E 7 Z 

Sean z, eC yz, *0€C, entonces 2 =>. 2 =7 M 
a n e |z 
Run rra 


Por lo tanto, para dividir dos números complejos, siendo el divisor un nulo, multipli- 
camos al dividendo y al divisor por el conjugado de este último. 


2, _ (6-4) dl (3-4) (Q+21) B (3—4i)-(2+2i)_7 1 


- T = 1 
I% y -2i j r 
2, (2-21) Multiplicamos y Eee SEO por propiedad: y 


z-z =|z| 


dividimos por el 
conjugado del 
divisor 


El lector puede comprobar que se obtiene el mismo resultado si multiplica al di- 
videndo por el inverso multiplicativo del divisor según la fórmula demostrada en el 


apartado 11.1.3.1, cuando se analizaron las propiedades del producto entre números 
complejos. 





4. [z,z,1=12, |-[z,| 





Para demostrar la propiedad enunciada, es necesario considerar la propiedad 2, a partir de 
la cual podemos afirmar que | z,z, |'=(2,z,(z,z,) 


676 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


Aplicamos las propiedades del conjugado de un producto y de la multiplicación en 
C, y resulta 


| 2,2, P= (2,2,)(2,2,) a (2,2,(2,2,)=| 2, P | 2, F= 2,2, P=] 2, Fl 2, P= (| Z | {2 y 
Luego, como las bases son números reales positivos o nulos, resulta que 


|z -z l=]2 RA 
5. VneN:l|z"|=|z! 






A AA 


La demostración de la propiedad 5 queda como ejercicio para el lector. 


Z 
6. Siendo z, +0, |— 








12, | 
Z3 


2 






SRE z ER 
La demostración de la propiedad 6 queda como ejercicio para el lector, 


7 [a+zlsļz|+]zl. 






Para demostrar la propiedad enunciada, es necesario considerar la propiedad 3, a partir de 
la cual podemos afirmar que |2, +2, = (z, +2,)- (z, +2,) 
Aplicamos las propiedades del conjugado y de la multiplicación en C, y obtenemos 


lz, +2, P=(x, +2,) (2, +2,)= 
= (2, +2,) (2, +Z,)= 
AZ PEZ PLE +2 Z, 
donde 2,2, =|z, [?,z,z, =|z, s 


y los términos centrales son conjugados: 2,Z,=2,Z,=2,Z,5 por lo tanto, la suma 
de estos conjugados es igual al doble de la parte real del número complejo, es decir 
2,2, +2,7, = 2Re(z,7,) 


Entonces, en ()]z, +2, P=]2, [* +2Re(z, 2,)+]|z, l (1D 


Luego, se tiene que: 2Re(z, 7,)<2|z, Z, |=2|z, | Z, | (0519) 
Sumamos (II) y (II), y resulta 


12, +2, 1 +2Re(2,2,)S1z, '+2Re(z,7,)+12, 1 +212, 112, 


Derivado de la cual se tiene que: 


Iz,+2,P<]z, P+]z, P+2]z,]]z, |, como |, |+1Z, |, se obtiene |z, +z, P<(z |+[z, P* 
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ER 2 2 AO upare AL 








mE: 
125001 


Por lo tanto, domo ERASE 1 SOINS APA Sauma: pa 
ENTRE RÍOS - REP. ARGEN ENA 


I2,+2,15]2,1+12,] 


Ejercicio 11-6 

Sea z = a + bi, determinar la región del plano que describen las siguientes ecuaciones, 
a) |2-i|=3 b) lz2-(2+2D|<4 

od |z=(-1+i)|22, d) |zls6 a [222 








Ejercicio 11-7 


; 5 j Z 
a) Demostrar que, si z= a + bi tal que z + 0, entonces z SÁ 


Izi 


b) Aplicar la definición del inverso multiplicativo dada en a) y resolver: 


3+21 


(21 
Day 


3+4j 


11) 











1 


11.1.6 Forma trigonométrica de un número complejo 


Figura 11-6 Sea z=a+bi tal que z #0. 

Al representar un número complejo z como un par ordenado de números 
reales, el punto del plano que obtenemos tiene asociado un vector, según se obser- 
va en la figura 11-6, y este vector queda definido de manera única por dos valores: 
su módulo |z|= y la medida del ángulo 8 formado entre el semieje positivo de 
abscisas y el vector, que se denomina argumento de z. 

De la figura 11-6, se deduce que 





a=pcosó a b=psenó (1) 
Y que 
p=Na +b A genge (a+ 0) (1) 
a 


Por lo tanto, de (í) 


z=a+bi=(p cos 0)+(p sen 0)i= p(cos 0+i sen 0) 





Luego, de (I) se tiene que un número complejo z queda unívocamente determinado si 
se conocen su módulo p y su argumento 0. 
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Sin embargo, de (11) se observa que z determina de manera única a su módulo pero no a 
su argumento, ya que 0' = 9 + 2lox con ke Z también verifican las relaciones dadas en (1) o 
en (ID). Por esto, a continuación se define el argumento principal de un número complejo, 









Argumento patici dl de un número complejo. 
¿Seaiz= a+bitalquezx*0.- a E da a TE E 
-Se denomina. eo principal de: 2 al ángulo oc que s satisface las s siguientes 

condiciones: , Tk 








až T A E 29500 
OSO. ; 


3 


. 1 ; 
Ejemplo 13 Encontrar la forma trigonométrica de z, =2—2i y z, = dl E de 


Solución 


ds -2 7 
Siz, =2—2i, entonces |z, | =4/8 = 2/2 y Org ==, por lo tanto 
2 =a cossi sena] 
4 4 
1 F. 4 
bd, entonces |z,| =1 y 0 =arctg V3 = £7, por lo tanto 


4 . 4 
Zz, =| cos— 7m +i sen~ 
( 3 3 ) 





11.1.6.1 Igualdad en forma trigonométrica 


Sean z, = p,(cos O, +1 sen 0,) y z,=p,(cos 0, +1 sen 0,) 





11.1.6.2 Operaciones en forma trigonométrica 


Mediante la forma trigonométrica de un número complejo, pueden definirse las opera- 
ciones de multiplicación, potenciación y división en €. Ahora nos dedicaremos a analizar 
cada una de tales operaciones. 
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Multiplicación en. in trigonométrica. 
Sean: Z= pilcos 9, Fi sen 0.) y 2,= p.(cos 8, +i sen 0 Is p 
: -El producto de dol números complejos tiene pot módulo el producto. de los módulos 
Y por. argumento la suma de los argumentos, Entonces cad 








zz = prpstos o, +0 DH sen a (0, +0) Y 





Sean z, = p,(cos 0, +1 sen 0,) y z,=p,(cos 0, +1 sen 6,) 
Entonces, resolviendo las operaciones y aplicando la definición de coseno y seno de la 
suma de dos ángulos, se tiene 


2,Z, =[p,(cos 0, +1 sen 6,)]-[p,(cos O, +1 sen 0,)]= 
=p, :p,-(cos 0, +1 sen 6,)-(cos 0, +1 sen 0,)= 
= p, :p,[(cos 9, cos 9,— sen O, sen 0,)+i(cos 6, sen 0, + sen 6, cos 6,)]= 
=p, :p,[cos (0, + 0,)+1i sen (0, + 6,)] 


“los: módulos‘ y por: argumento: 





Sean z, = p,(cos 0, +1 sen 0,) y z, = p,(cos 0, +1 sen 0,) 
Entonces, resolviendo las operaciones, aplicando la relación pitagórica y la definición 
de coseno y seno de la diferencia, se tiene que: 


A a  MÓS, a LE A o a 


z p,(cos 0, +i sen 0,) p, (cos0,+i sen 6,) (cos 6, —1 sen 0,) 
A ASE A 
P, cos” 9, +sen? 0, 


=£% .[(cos 0, cos 6, + sen O, sen 0,)+i(sen 0, cos 0,— cos 6, sen 0,)]= 
2 


= e lcos (0, -0,)+i sen (0, - 0,)] 


2 
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i 7 ES 4 5 4 
Ejemplo 14 Sean 2, =24/2| cos Tari sen 1 | y 2, => 008 q sen 7), 
` z. 
Encontrar z, -z, y —. 
2, 


Solución 
7 e 7 1 4 e 4 

z z, =242 cos—J + isen—Tx || cosa +isen—Jx |= 
4 4 2 3 3 


=/2 4 a 7 4 
= cos Tat m it+isen| TAC] E 
3 4 y 


13 


13 
= COS 98 +1 Sen-— vr 
12 12 


: 7 4 
Ta-ta +i sen | IA ||=. 
4 3 


cos Žari sen Ža 
pa a 





La fórmula z” =p"[cos (n0)+i sen (n0)] se conoce como fórmula de De Moivre. 

La demostración formal de la fórmula de De Moivre implica la utilización de un mé- 
todo de demostración denominado por inducción completa, el cual no trataremos en este 
libro. Sin embargo, basándonos en la definición de multiplicación de los números comple- 
jos en forma trigonométrica, podemos inferir la validez de la fórmula de De Moivre. 
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Para ello, consideremos z= plcos 0+i sen 0) y calculemos distintas potencias de ex- 
ponente natural de z 


= p'[cos (1-0)+1 sen (1-0)]=z 

z-2= pplcos (0+0)+1 sen (9+0)]= p*[cos (2-0)+1 sen (2-0)] 

2? 2 =p? plcos (20+0)+1 sen (20+0)]= p*[ cos (30)+1 sen (30) ] 
paz -z= p°p[ cos (30+0)+i sen (80+8)]|= p* [ cos (40) +1 sen (40) ] 


ìl 


zi 
z 
z? 


il 


z"=2 -2=p"” plcos ((n—1+2)0)+(sen ((n—1+1)9)]= p"[cos (10) +1 sen(n0)] 


Ejemplo 15 Calcular, aplicando la fórmula de De Moivre, z”, siendo z = 


Solución 


Para aplicar la fórmula de De Moivre, es necesario conocer la forma trigonométrica de 
z, entonces, calculamos su módulo y su argumento: 


2 2 
|z} (5) qe =5 y 9=arctgy3 =n 


¿A 


4 ; 4 
Por lo tanto, Z=5 | cos gor sen qe 


Entonces, 


20 
r . 2 > 
z” = 5 aaah sen S =5%!| cos | 20 E +i sen | 20 a =5%1 cos + i sen 2 
3 3 3 3 3 3 


Si calculamos el coseno y el seno del ángulo 55 podemos encontrar la forma binó- 


1.43 


mica de 2%; esto es, z” = 5) 
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Ejemplo 16 


11.1.7 


H i 
Siendo 22 co a nt) ¿cuál es el resultado de 27, 2?, z” yz”? 


Solución 


2 2 X, m) A 3 2 5 
z =(v2) (cos e 025) q J Jas 31 


z =(V2) [cos yi sast )=2/2(-1+i0)=-2V3 
g? = (42) (cos 123+i sen12 7) acosta i sen 47) =64 


(ya) cos31%4i senza |=32 76842 1,%, 
: 3 3 2 2 





Radicación en C 
¿Cuáles son las soluciones de la ecuación z*+1=0 en R?, y ¿en €? 
Si z*+1=0, entonces z = 4—1 


Queda claro que la ecuación no tiene solución en R; sin embargo, en C presenta cua- 
tro soluciones, y son: 


B 42. HE AE w -Aa W2, 42 J2. 
2 


MA Y a 


Cómo encontrar estas soluciones es el tema que trataremos en este apartado, es decir 
que analizaremos la forma de determinar las raíces n-enésimas de un número complejo. 


ze Bin número: add w es raíz n- enésima a deln número comple z: 





Capítulo 11 Números complejos (83 





Sea z= plcos 0+1i sen 0) tal que z +0. 


Todo número complejo z no nulo admite n raíces dadas por la fórmula 


My Vo co ER r, i sen 242) 


n 





donde p y O son el módulo y el argumento principal de z, respectivamente, n es el índice del 
radical, y el parámetro k adopta los valores naturales k=0;1;2;...¿n—1. 





Sean z= plcos 0 +1 sen O) tal quez+0 y w=R(cos w+i sen w) 


0+2kx 
n 


Debemos probar que R=4p yo = 


Sabemos que Jz=w&w" =z (1 
De (1), se tiene que: 


w” =[R(cos œ +i sen w)]” = R”[cos (nw)+1i sen (no)] 


z=w" $ plcos 0+1 sen 0)=R”"[cos (nw)+1 sen (10)] (1) 


Por igualdad de números complejos en forma trigonométrica, en (1) surge: 


= R=4/p 


=> 
no=0+2kxH keD pmst kez) 
n 


Por lo tanto, 





A cos 2E 


J+ isen( 242m) (ID) 


donde todas las raíces enésimas de z tienen el mismo módulo y difieren en el argumento, 
AA Wel 
n n 





que es 


Nos resta ver que es suficiente con que el parámetro k adopte los valores naturales 
k=0;1;2;..;n—1 para generar las n raíces de z. 
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Para ello, observemos la tabla siguiente: 






Notemos que cuando k = n, los argumentos de w, y w, son ángulos coterminales, en 
consecuencia, w, y w, definen la misma raíz z, 


En general, w, , , =w,, por lo tanto, sólo existen n raíces enésimas distintas. 


+n 


Las raíces enésimas de un número complejo admiten interpretación gráfica. 


a) Dela fórmula (III), se tiene que las n raíces son de igual módulo: |w, |=4//P. Por esto 
podemos afirmar que las n raíces están a la misma distancia del origen de coordena- 


das, por lo tanto son puntos de una circunferencia de radio igual a Jp i 
b) Dela tabla anterior observamos que entre dos raíces consecutivas la diferencia angular 


; 27 ; 27r a s aa 
es constante e igual a —. Advierta que — puede interpretarse como un giro divi- 
n n 


dido en n partes, 


A partir de a) y b) se concluye que n raíces n-ésimas de un número complejo son los 
vértices de un polígono regular inscripto en una circunferencia de radio igual a fp $ 


Ejemplo 17 
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Al inicio preguntamos cuáles son las soluciones de la ecuación z*+1=0 en Č. 
Y afirmamos que son los números complejos 


A pt 
- E 


= +1, os 


0 2 2 w, 
Comprobemos esta afirmación aplicando la fórmula 


Xla =w 4z =w, = 4p [00 22) sen 22] 
n 


n 


Entonces, si *+1=0, z= Ya 
Llamamos z’ =-—1 y tenemos que p =1 y0 = m, además n = 4 y k = 0; 1; 2;3. 
Reemplazamos en (1) para obtener 


D- +2. 
m=i cos (e) a (meza). 

4 4 

lez 3l 
w, =4i|cos (=a) sen als os 


4 


4 TZ 2], m+ SF- 
w,=%% cos e +i sen E = COS ads sen — = 


4 WFST y +23 TA x 
w =41 cos E Y +3 sen E = COS q” sen 


Advierta que las cuatro raíces tienen igual módulo, y que entre dos raíces consecuti- 
vas la diferencia angular es de 907; en consecuencia, gráficamente, estas cuatro raíces son 
los vértices de un cuadrado inscripto en una circunferencia de radio uno. 


Figura 11-7 
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Ejemplo 18 Encontrar los raíces cúbicas de z= i. 





Solución 
Para determinar las raíces n-ésimas de un número complejo, es necesario encontrar el 


módulo y el argumento de dicho número, en este caso p=vY0* +1? =1y0= > 


Luego Fi =w, donde w, = p| cos (12) sen( 2+2 ] siendo p y 0 el 


módulo y el argumento de z = 1, respectivamente, y donde k toma los valores 0, 1, y 2, 
generándose de esta manera las tres soluciones buscadas. 
Entonces 


Y +20. 1 . +20, 
w, =4/1| cos AA +1 sen uE e 


Yi A 242-271 Ii, É 
w, =Ñ 1| cos GEE Hm +1 sen E = cos qe ma 


En este caso, gráficamente, las tres raíces encontradas son los vértices de un triángu- 
lo equilátero inscripto en una circunferencia de radio 1, tal como se muestra en la fi- 


gura 11-8. 


Figura 11-8 


11.1.8 
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Ejercicio 11-8 
Resolver 


18 
DO (rr Hr" b) EG pi cen) /5| cos qe ‘aZ )| 


da i 
(V2-iv2}) 2e" (-1-4v53) Ak 


D OA AA 
1 Ba 
a ia e (2e” ) 
4 4 





c) 








Ejercicio 11-9 
Resolver las siguientes ecuaciones en C. 


é j s ka 
a) (l+i)j+z=~i b) iz=(1+D4d-)  c) me 
d) 2+4=0 e) 2+2+4=0 A 2+32=0 
Dg zZ-64=0 h 2+1=0 
i) TET PY zt+(l+i+i +a ti”)=0 








Forma exponencial de un número complejo 





La demostración de la fórmula de Euler escapa a los fines de este texto, ya que su vali- 
dez se comprueba mediante el desarrollo en serie de las funciones trigonométricas seno y 
coseno de xE R y de la función exponencial e*. 

Sin embargo, es mediante la fórmula de Euler que surge la notación de los números 
complejos denominada forma exponencial. 

Al considerar la forma trigonométrica de un número complejo z= p(cos 6 +1 sen 0) 


y la fórmula de Euler tenemos e? =cos 0 +i sen 0, y se deduce que z= pe” 
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La forma exponencial de un número complejo es z= pe**, donde p y0 son el módu- 


- lo y el argumento de z, respectivamente. 





Ejemplo 19 ¿Cuál es la forma exponencial del número complejo z= 5 cos + +i st) 


Solución 


A 4r 4zi 
z=5| cos — +i sen |=58?" 
a 3 
Ci A 
dz; 
=¢  porla fórmula de Buler 


Ejemplo 20 Demostrar que e” +1=0 
Solución 
Por la fórmula de Euler, 


e” +1=(cos r+i sen 1)+1=(-1+01)+1=0 


Ejemplo 21 ¿Cuál es la forma binómica del número complejo z= 3e“? 


Solución 


To, T 
cos —+1 sen-— = 
6 y 


i ( 
y 
por h pr resolviendo 





La fórmula de Euler verifica propiedades básicas de la potenciación, como ser; 


a) e” =e"=cos 0+1 sen 0=14+01=1 
by er =(cos 0, +1 sen 0,)(cos 0, +1 sen 0,)= 
= (cos 6, cos 6,-— sen 0, sen 0,)+i(cos 0, sen 0,+ sen 0, cos 0,)= 


=[cos (0, +0,)+i sen (0, +0,)]= 
m elh ti 
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i : . -ĝi 4 
¿00% 1 > e” =1, en consecuencia € ” es el recíproco de e? 
poría 


Tomando como base estas propiedades y las operaciones en forma trigonométrica, se 
tiene cómo resolver operaciones de multiplicación, potenciación y división entre números 
complejos expresados en forma exponencial, 


i 0,1 ði 
Sean z= pe”, z =p," , yz, =p," , entonces: 


Multiplicación: z, z, = p,e% -p,e =p p, 000 
Bi. o 
División: Tka w LL el91-02)i (siendo z, + 0) 
Za P£ 2 P 2 
Potenciación: VneN:z" =(pe*) =p"e”* 


11.1.9 Logaritmo natural en C 


Consideremos el número complejo w+0 para demostrar que existen infinitos números 
complejos z que satisfacen la ecuación e* = w (0 
Para ello supongamos z=a+biyw= pe" 
Reemplazamos en (1) y, por igualdad de los números complejos, resulta 


p=e =>a=1n p 


thi ĝi a gh is 
pe SEU A td e 


Por lo tanto, la ecuación (1) se cumple si z toma cualquiera de los valores: 


z=1np+i(0+2kx) conkeZ 


Luego, la ecuación (I) es equivalente a escribir ln w=z 

Entonces, 1nw =1n p+1(0+2kxc) con ke Z (1D 

A partir de (II), queda expuesta la definición de la función logaritmo natural, multi- 
valuada, en variable compleja. 
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Ejemplo 22 a) Calculártn 1. 


Solución 
Tenemos que z=1=>p=1 n 0=0, entonces 
ln 1=101+1(04+2kx)=> ln 1=2kx i (keZ) 
Observemos que el valor principal de In 1 es Ln 1 = 0, el cual coincide con el resulta- 
do de la operación en el conjunto de números reales. 
Siempre que z=h (he R*), el valor principal del logaritmo natural de z coincide 


con el resultado en el campo real. (Verificar.) 


b) Calcular In(-1) 


Solución 
Tenemos que z=-1=>p=1 A 0=x, entonces: 
| ln )=lo 1+47+2kx0)=>!ln D)=(01+20x1i (keZ). 
Y el valor principal es Ln(—1) = xi 
c) Encontrar el logaritmo de z y su valor principal si z=-—1—1i. 


Solución 


i , 5 
Se tiene que z=—1—i, entonces p=Ž42 A o= 


Por lo tanto, A Zakr a kez 


Luego, el valor principal es Ln (-1--1)= InV2 + z, (k=0) 





Si observamos los ejemplos, notaremos que los resultados del logaritmo natural de un 
número complejo tienen la misma parte real Re(ln z)=1n p; por lo tanto, gráficamente 
son puntos de una recta vertical de ecuación x= ln p. 

Por otra parte, asignando valores al parámetro k, la distancia entre dos valores conse- 
cutivos del logaritmo natural de z es constante e igual a 27t., 

En la figura 11-9 se muestra este hecho para los resultados del caso c) del ejemplo 
previo. i 
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Valor, 
T AE R principal 





La función logaritmo natural que definimos nos permite resolver potencias donde 
tanto la base como el exponente son números complejos. 
Sea w=z” (z, #0). 
` Al considerar el logaritmo natural miembro a miembro, resulta ln w=z, ln z,. 
Por lo tanto, w=e*"% 
La expresión w=.e*""% se denomina exponencial compleja general, y su valor princi- 
pal es el que se obtiene cuando se considera el valor principal del In z,. 


- Ejemplo 23 Calcular w=i' y encontrar su valor principal. 


Solución 
Se tiene que w=1'=>ln w=1 In i>w=e 


Calculamos ln ¿=In Le Eat] ota) (keZ) 


ilni 


Entonces, w =e ™ = e mo) = i af) = paka keZ) œ 


Si en (*) consideramos k = 0, el valor principal de w=ï es w= gn? 





Ejercicio 11-10 
Demostrar 


a) lefI=1 hb) sen o (zen 
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Ejercicio 11-11 
Determinar los logaritmos naturales y sus valores principales para cada uno de los siguien- 
tes números complejos. 


a) a+ b) 201 dd =4 
A dr f zee 
€ 





Ejercicio 11-12 
Encontrar el valor principal de las siguientes exponenciales complejas generales 


a) a +1) b) (I= ¿ye © (e 








11.1.10 Matrices, determinantes y sistemas lineales en C 


Las definiciones de las operaciones entre matrices tratadas en el capítulo 6 no se modifican 
si se considera que los elementos de una matriz son números complejos, tal como se mues- 
tra en los siguientes ejemplos. 


i =i 2-i 2421 
y 


5i 
, i dos matrices en C”? y la matriz 
2+31 0 41 0) 


Ejemplo 24 Sean a- 


l—i 
C=| i |de C” 
~i 
Entonces, 
í j y 2—i 2+2i 5i E 3+i 3+5i 
1243 


A+B= i N ; , 
2+31 0 91 —2 


i 1-1 
> e a a 
2+31 51 


2i 2-21 
2A = . ] 
4+61 — 101 
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En particular, aquí son de nuestro interés las matrices hermitianas, unitarias y nor- 
males. 


Si A es una matriz con elementos complejos; entonces la matriz conjugada transpues- 


“ta de A, que. se denota mediante A*, se define como ASA; donde A es la matriz 
y cuyos elementos s son los conjugados complej os de. los elementos correspondientes en: 












itt 23 
Ejemplo 25 Encontrar la matriz conjugada transpuesta de A -( y j Je qa 
i 





Solución 







fa i+i ee a 1-¿ an AR pes s 
2 i 2 —1 2+3i —i 


1 1+1 
Ejemplo 26 La matriz A=| -i -5 2-i|eC”” es una matriz hermitiana, ya que: 
=i 2i B3 





Si observamos el ejemplo, notaremos que en la matriz A los elementos de la diago- 
nal principal son números reales y los elementos de posiciones simétricas son números 
complejos conjugados. Por lo tanto, siempre que en una matriz A e C”” se tengan estas 
características estaremos tratando con la matriz denominada hermitiana, 
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En particular, toda matriz A e C”” hermitiana es normal, ya que si A es hermitiana se 
cumple que A =A*; porlo tanto, A:-A*=A*=A? A AFAZA? => A A*=A* A 


1 i l+i 
Ejemplo 27 La matriz A=| —i -5 2-i|eC* es una matriz hermitiana, y entonces es normal 
Li 241 3 
pues se verifica que A-A*=A*-A: 


1 i 14: 

A A*=| ai -5 2-11 
li 241 3 
1 i l+i 

2-¿| 


Ejemplo 28 Comprobar que la matriz A= € C” es unitaria y encontrar su in- 


versa, 


Solución 
Determinamos la matriz conjugada transpuesta de A. 
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Si A es unitaria, se debe cumplir que A*=A*, y esto implica que A- A*=A*-A=1, 


a aya 


2 2 


Por lo tanto, A es unitaria y la matriz inversa de A es su conjugada transpuesta A*, 





El determinante asociado a una matriz A e C?” puede calcularse tal como se ha he- 
cho para las matrices cuadradas cuyos elementos son números reales, y son válidas todas 
las propiedades que se analizaron en el capítulo 7. 


Ejemplo 29 Encontrar el determinante de A= l : a »” eC? 
i 


Solución 


A 
2 1 





De manera análoga, los sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes complejos 
pueden resolverse empleando los métodos analizados en el capítulo 5. 


ix—2y+(1-1)2=0 


Ejemplo 30 Encontrar el conjunto solución del sistema lineal homogéneo y x+iy—iz=0 


(1-x+2iy-iz=0 
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Solución 
El sistema se resuelve empleando el método de eliminación de Gauss. 


2 (1-1) : 0 ¡2 (1-0 : 0 ¡2 (1-1 
i =j i + 1 i i Ss JO 1 i 
R¿CiR AR, ROR,-2R, 


RO (A, 


0 2i 1421 : 0 0 0 -142 


2i =i 


Entonces 
ix—2y+(1-1)2=0 
y+riz=0 
L1+2)z=0 


A partir de lo cual resulta evidente que es un sistema compatible determinado, sien- 
0 
do su conjunto solución S=4| 0 |e C” 
0 





Hasta aquí, revisamos de manera sintética las operaciones entre matrices de C”", el 
cálculo del determinante asociado a una matriz cuadrada cuyos elementos son números 
complejos, y la resolución mediante el método de eliminación de Gauss de un sistema de 
ecuaciones lineales con coeficientes complejos. 

Ahora nos interesa que el lector se detenga en la siguiente afirmación: las cuaternas 
(CA + R; >) y (C””; +;C;») tienen estructura de espacio vectorial, 

La afirmación es verdadera. 

Observemos que las operaciones de suma de matrices y de producto de un escalar (real 
o complejo) por una matriz en C””” son las mismas que las definidas para R”*”, a raíz de 
lo cual es posible demostrar, y dejamos la comprobación de este hecho como ejercicio para 
el lector, que en consecuencia se verifican los axiomas de espacio vectorial, 

En particular, el espacio vectorial (C”””; +; C; +) es otro casó de espacio vectorial com- 
plejo. 


Ejercicio 11-13 
Demostrar que las siguientes matrices son hermitianas y obtener el determinante asociado 
en cada caso: 
0 1 l+i 2+i 
-( 3 eS O E 4+4i 
“13 de 2 1-3 3-31 2 5-1 
2-1 4-4i 5+i 3 








11.1.11 
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Ejercicio 11-14 
Verificar que las siguientes matrices son unitarias y encontrar la inversa, 





1+i 14 3 ái 
d As t 2 b) B- 5 5 
1-1 —1+4+1 i 
2 3 5 5 








Ejercicio 11-15 


Sea Ac C””, demostrar que 


a) |A]=]A]| 

b) |A*]=]A] 

c) Si A es hermitiana, entonces el determinante de A es un número real, 
d) SiA es unitaria, entonces el determinante de A es uno. 





Ejercicio 11-16 
Aplicar la regla de Cramer para encontrar el conjunto solución del siguiente sistema de 
ecuaciones lineales. 


Q+ix—iy+z=0 
21 +(3+41)y-iz=1 
(1-Dx+6-Dy+(1+1)=2 





Algunos aspectos de espacios vectoriales 
y números complejos 


Las definiciones y propiedades tratadas en el capítulo 8 relativas a combinaciones lineales, 
conjuntos linealmente independientes o dependientes, subespacios vectoriales, bases y di- 
mensión son aplicables en espacios vectoriales complejos. 

Mostramos a continuación algunos ejemplos de estos casos, considerando uno de los 
tantos espacios vectoriales complejos que pueden estudiarse. 

Sea el espacio vectorial (C?;+;0C;-) donde los elementos de C? son pares ordenados 
de números complejos, los escalares son elementos del cuerpo C, con las operaciones 


? ? f 
(z232) +z 3z )=(3 +3 327 +z, ) 
ad2,2,)=(2-2,32-2,) zeC 
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Ejemplo 31 


Ejemplo 32 


Determinar si el vector ú=(1+2i;-2i) es combinación lineal del conjunto 
A=1(V= (1; 21); w=(1+1;1-—2)) 

Solución 

Por definición de combinación lineal, 4, (i; 21) +4, (1+1; 1-1) = (1421; —21). 

4 +4,(14+1)=142i 


Resolvemos: (2,+4,(1+1); 4,2i+4,(1-1))= (1425-21) => E +A iS 


=1 
Resulta: 4 ' 
esulta r i 


2 
Por lo tanto, ú es combinación lineal del conjunto A. 


Determinar el espacio generado por el conjunto A= {7 = (i; 1— i); W = (i; i)}, encontrar 

una base y su dimensión. 

Solución 

Por definición de espacio generado, 4,(1;1-—¿)+4,(i; 1) =(a+bi; c+ di) 

(4, +4,)i=a+bi 

A, +(1,—A,)i=c+di 
Se definen A, =n+mi yA, =p+qi, al reemplazar en (1) y operar obtenemos el siste- 

ma de ecuaciones lineales 


(1 


Resolvemos: (4,+4,134,(1-1)+4,1)= (a+ bi; c+di) => | 


—m-q=4 n=l(a-2b-c+2d) 
n+p=b vdd Se 
n-q+m=c p=H-a-—3b+c-2d) 
m+p-n=d q =+(Ga-—b+2c+ d) 


Resulta entonces que, cualquiera que sea el vector ú = (a+ bi; c+ dí) existen los escala- 


res A, =n+mi yA, = p+di tales que ú es combinación lineal delos vectores del conjuntoA. 
Por lo tanto, el conjunto A es un sistema de generadores dé C?. 
Luego, una base del espacio generado por el conjunto A será el mismo conjunto si 
éste es linealmente independiente. Entonces por definición de independencia o depen- 
dencia lineal, 


4,(51-1)+4,(i31)=(0+0%; 0+01) (ID) 3 


La igualdad (III) es un caso particular de (1), por lo tanto, empleando (ID), se tiene 
que 


4, =n+mi>4, =0+01 yA, =p+qi=>>4, =0+0i 


En consecuencia, el conjunto es linealmente independiente y siendo un sistema de 
generadores C?, es una base de C?, y luego se tiene que Dim(C?)=2. 
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Puede demostrarse que el espacio vectorial complejo (C”;+;C;.) conneN bajo las 
operaciones de suma y de producto por un escalar definidas para la resolución de los dos 


ejemplos previos, es un espacio de dimensión finita, siendo Dim((C”;+;C;.))=m. 


Ejemplo 33 Sea el espacio vectorial (C?; +; R;-) donde los elementos de C? son pares ordenados de 
números complejos, los escalares son elementos del cuerpo R, con las operaciones 


(232) +32, )=(2, +2,32,+2,) 
Mz 2) =(4-2,34:z,) AER 


Determinar una base del espacio vectorial, 
Solución 
ú e C? ==(a+bi; c+di.. 
Luego 
u=(a; 0)+(0; c)+(b1; 0)+(0; di) =a(1; 0)+c(0; 1)+b(i; 0)+4(0; 1). 
Por lo tanto, un sistema de generadores del espacio vectorial es el conjunto 
B = {(1; 0); (0; 1); (3; 0); (0; 1)). 
Además, B es linealmente independiente, ya que 
À (1; 0)+4å4, (0; 1)+4, (i; 0)+4,(0; i) =(0+0i; 0+0i). 
Equivalente con (Å, +04, +4,1+02,504,+4, +04, +14,)=(0+0i; 0401). 
Por igualdad de vectores, se deduce que 4, =4,=4,=4,=0. 


Por lo tanto, una base del espacio vectorial (C*;+;IR;-) es el conjunto 
B={(1; 0); (0; 1}; (5 0); (0; 4)}, y Dim((C?; +; R; -))= 4. 





En los ejemplos analizados, observemos que: 
Dim((C?;+;C;-))=2 y Dim((C*; +R; -))= 4. 


Esto muestra que la dimensión de un espacio vectorial no sólo depende del conjunto 
de vectores considerado, sino también del conjunto de escalares que se establezca. 





Sean los espacios vectoriales (V; +; R; +) y (V; +; ©; -). 
Si Dim((V; +; C; -)) =1 entonces Dim((V; +; R; -)) = 27. 
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Sea el conjunto B=1%,;7,5V,5"""57,) una base de (V;+;C;-), demostraremos que el con- 
junto B'=(1 ;7,;*"-31,510,31V,5-""517,) es una base del espacio vectorial (V; +;1R;-). 
Entonces: 


1. B' es linealmente independiente. 
Por definición de independencia o dependencia lineal, por propiedad de sumatoria, y 
por ser B una base de (V; +;C;-), se tiene que 


n n n 
Jar +) p i7 =0 =} (a, +p, i) 7, =0= (a; +p; i)=0. 
i=l i=l i=l 

Por lo tanto, Vi=1;2;...:n:0,=fP,=0. 

En consecuencia, B’ es linealmente independiente en (V; +; R;-). 
2. B' esun sistema de generadores. 

Por ser B=[V,;V,;V,5--"3V,) una base de (V;+;C;-), se tiene que 


Vie V: 7=Y ía, +8, i) 7, = 3=Y a, 7,+Y 8, (7). 


i=l i=l 


Por lo tanto, todo vector 7 del espacio vectorial (V; +; R; +) es generado por los vecto- 
res del conjunto B’. 
A partir de (1) y (2), B’ es una base de (V; +; R; -), por lo tanto 


Dim((V;+C3))=1 => Dim((V; +; R;-))=27 


Así queda probado que Dim((C?;+;C;-))=2 y Dim((C?;+;RR;-))=2:2=4, tal 
como se obtuvo de los ejemplos. 

En general, Dim(C”; +; C; -)) =n y Dim((C”; +; R; -)) = 2n. 

Al igual que en los espacios vectoriales reales, en los espacios vectoriales complejos 
pueden definirse funciones que caractericen un producto interior. Pero en este caso, la 
definición de la función que se denomina producto interior que se aplica es como sigue: 





Ejemplo 34 
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Un espacio vectorial complejo con producto interior se denomina espacio con pro- 
ducto interior complejo. 


En el caso del espacio vectorial complejo (C”; +;€;-), donde G=(4,34,;...4, )eC" 
y P=[(1,5v,5...v,)C”, siendo u,;v, e C, el lector puede comprobar que la función: 


a 
<a 7)=Y y, v, verifica las cuatro propiedades enunciadas, por lo tanto es un producto 


i=] 
interior, que se denomina producto interior canónico en el espacio vectorial complejo 
(0405 
A partir del producto interior canónico sobre (C”;+; (C; -), se tiene que: 


La norma del vector Y del espacio vectorial (C”; +; C;-) con producto interior canó- 


nico es la función 
ial- JED È 


La distancia entre dos vectores ú y Y del espacio vectorial (C”; +; C;-) con producto 
interior canónico es la función 


dí7)=/)2-5]]= (67,29) =,/Y Ju -v, P 


i=l 


Sea el producto interior canónico definido sobre el espacio vectorial (C?; +; C; -). 
a) Siú=(1+13-4) y ?=(+21; 2-21), entonces 
(13P)=((1+143—10) (+24; 2-21))=(1+1)-(14+21)+(3-1)-(2-21)=10+3i. 
b) Los vectores ț = (1; i) y 7=(i;1) son ortogonales, puesto que 
m; P= (i=l ++i =i. 
c) La norma delos vectores 3 =(1;1) y Y=(2+2i31-—1) es 
jall= aa = (0,0 = 1-1 +i- 4 =/2 
115]=./(5;7) = (Q+251-1),(2+25 1-1) Q 2)-Q+2)+(1-0)-(1-1= 


=2+ 21 =|1-¿P 
d) La distancia entre ¿=(1;1) y Y=(2+2i;1-1) es 


da,7)=[0-7 == (Cl 25142 El 251424). 


(1-25) -(1-29)+(1424) -(1+ 24) = Y10. 
EE E E A RS: 
=|-1-21f =-1+2i[ 
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e) Afirmamos que el conjunto B= fz = (25, 2) = (55 z) es una base 


ortonormal de (C°; +; C;-) 


Dejamos para el lector comprobar que este conjunto es linealmente independiente 
y un sistema de generadores de C?. Enseguida mostraremos que los vectores son de 
norma uno y ortogonales. 


1. Son vectores de norma uno: 


a 1+i +) e da 
ap Ps i += 
La Med 144 14P | +5P 
17 |= —; m |= ———| Hill = 
2 2 2 2 
2. Son vectores ortogonales: 


an Ii iS AA iio A 
| AAA A 
E: a" 3 33 =y 2 















































Ejercicio 11-17 


Encontrar una base y la dimensión, en (C?*; +; C;-), del espacio solución de los sistemas 
de ecuaciones lineales homogéneos siguientes. 


2x+(2+i)y=0 p [2+2-1-0y=0 
(1-Dx+y=0 6x—(6+61)y =0 








DS Ti EA 
Verificar que el conjunto B= Hii) sefi, a J} es una base de 


Ejercicio 11-18 f Í 
(C; C) 
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Ejercicio 11-20 



















Encontrar 
3+4i) 215040 ] 20 
Em] == Rej me] ; 
a mE) b) d á- A Ea. 2i) 
Ejercicio 11-21 


Encontrar el argumento principal de los siguientes números compiejos, 


D adat o a a Bal ig E 








Ejercicio: 41 22 ee 
Demostrar. que. lec ecuación de E dE ; A 5 Je 
a) Jz- "Zo l> R representa y una circunferencia de centro Zi y radio Ry 


b) 2+z*= =2 es una. hipérbola equilátera; : 





c) |z+4i le. z= -4i [i 10 es una elipse cuyo: diámetro focal es. de longitud 8; 







d): ih |: Fl ZT =ijes es una recta que ma por ele aop de coordenadas. 













Ejercicio 1 1 23 
Resolver las ecuaciones. siguientes. 





a) z den a: : 
b) z -87° +22z— eo y 
c) 2524107 oO: 





Ejercicio: 1 1-24. 


Encontrar plas soluciones de lase ecuaciones; 


Ejercicio 11-25 
, x. 1.1) 
Determinar el valor de xeC tál que 0. ic1l= 
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Ejercicio 11-26 
Sean los espacios vectoriales (C7; +; R; -) y (C?; +; C; +) y los conjuntos de vectores. 


=1(50;(852-1)) y B=1(0; (2); (i; 1); (0;1- dh: y 


Analizar, para cada espacio vectorial, si el conjunto dado es a) linealmente indep 1 
te; b) una base. l 











Ejercicio 11-27 


Analizar si W = [(2,32,)8C? /z, -2z, =0) es un subespacio vectorial del espacio 
de serlo, encontrar una base y su dimensión. : 
Repetir el ejercicio considerando el espacio y vectorial C; + © 










Ejercicio 11-28 


Sea el espacio vectorial complejo 3 E G; ) donde ñ qe a ik yec 
investigar si las siguientes funciones son productos interiores. E 


a) (7)=4, y, y gorda A ES En 


5 a! 















Ejercicio 11-29 


Considere el producto interior: canónico en e: s+; G; DY, Ti vector 
W=(141 1-1) > 


e mo a 
ò lis- D 40m). pra 












Ejercicio 11-30 
Considere el | producto, interior dmónicos en (C; +0 Și y el proceso de Gram- 
pítulo 8, para transformar la base A= 16; ij; (= 31 i)} en una base ortonorm: 






Glosario 





Argumento de un número complejo: Medida del ángulo que determina el vector posición 
del número complejo con el sentido positivo del eje de abscisas. Cuando el ángulo se con- 
sidera comprendido en un giro se denomina argumento principal, 


Conjunto de los números complejos: Conjunto de pares orderiados de números reales, es 
decir C=[(asb)eR*/acRabeR). 
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División en forma trigonométrica y exponencial 


N 


2 =£LL1cos(0,-0,)+1 sen(0, —6,)], siempre que z, #0. 
2, P, 


fi = P, ¿era 


, siempre que z, #0. 


2 


Exponencial compleja general z, 20 yw=2,? si, y sólo si, w=e”"*. Se denomina valor 
principal de la exponencial compleja general al número complejo w que se obtiene cuando 
se considera el valor principal del Inz.. 


Expresión en forma binómica z = a + bi, donde a y b son números reales. 
Expresión en forma de par ordenado z = (a; b), donde a y b son números reales. 


Expresión en forma exponencial z= pe”, donde p es el módulo de z y 0 es el argumento 
principal de z. 


Expresión en forma trigonométrica z= p(cos 0+1 sen 0), donde p es el módulo de z y 6 
es el argumento principal de z. 


Logaritmo natural en C: Siendo 2%0, lnz=Inp+1(0+2kx)(keZ), donde p es el mó- 
dulo de z y 0 es el argumento principal de z. Si k = 0, se tiene el valor principal del logaritmo 
natural de z. 


Módulo de un número complejo: Distancia entre el origen de coordenadas y el afijo del 
número complejo. 

Si z=a+bi, p=|z|=]a+biļ=vVa +b 

Multiplicación en forma trigonométrica y exponencial 

z,2, =p,p,[cos(0, +0,)+isen(9,+0,)] 02,2, = pp, 


Parte imaginaria de un número complejo: Según sea la forma en que está expresado el 
número complejo z, tendremos que la parte imaginaria es: 


Si z=a+bi, entonces Im(z) =Im(a + bi) =b 
Si z= plcos 0 +1 sen 0) entonces Im(z)= p sen O 


Parte real de un número complejo: Según sea la forma en que esté expresado el número 
complejo z, tendremos que la parte real es: 


Si z = a + bi, entonces Re(z) = Re(a + b1)= a 
Si z= p(cos9+isen 6), entonces Re(z)=pcos0 


Potenciación de exponente natural en forma trigonométrica y exponencial 


z= p"Icos. (n0)+ i sen(n0)] o-z” an, conne .. e 


Radicación en C: El complejo w es raíz n-ésima de z si, y sólo si, z" = W. 


Todo número complejo no nulo posee n raíces n-ésimas que se obtienen mediante la 
fórmula: 
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0+2k ; Q+ 
yz =w,, donde w, = co 22), "i = ] con p como el módulo de z y 0 





como el argumento principal de z, y donde k toma los valores 0; 1; 2; ...; ( n —1). 
Unidad imaginaria: Par ordenado (0; 1), se simboliza como i. 





Respuestas a los ejercicios 
de autoevaluación 


Capítulo 1, Álgebra vectorial 


Sección 1, Vectores 
1-12 4) MN=(4 2; 3)=1:442:¡+3:k 


MS =(-4; -2 -2)=(4)-+(2)-¡+(2)-k 
b) (0,0,0) 
c) (14, 10, 12) 


a lmnl= 41 
[NS +SNl=0 


l2. MN 3. MSl|=2./110 


e) cosía)= E cos(f)= sa cos(y)= aA 


14 14 14 


1-13 a) (1DyEL-1 


0 


E7 


o! 


v 
c) A Ö para todo 1eR 


=(1 1D *=(50) w=(; 2) 


3 
= 


1-16  |F|=m.g.sen(a) 


[F|=(20)-(9,81)- > 361 Goza con 


la que se desliza) 
lA] = m- g-cos(30) 
2 perpendicular) 





Nota: las respuestas de las autoevaluaciones que no aparecen son respuestas teóricas. 
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Sección 2, Producto entre vectores 


1-30 
1-31 


1-32 


1-33 


1-34 


č=(2; —3; 0) 
w=(120) y w,=(2%-1 -1) 
a) lal=4V/3, lbl=4V2 


b) á-proy,a=(0; 0; 4) 


c) Superficie total, 96 unidades cuadradas y 


el volumen es de 64 unidades cúbicas 
a) Ser paralelo al vector 

vxw=(22; 13; —8) 
b) 224, +13u, - 84, =0 
c) 224, +13u, -—8u, #0 


pli 2) v a (2, 2) 


5 5 


Capítulo 2, Rectas y planos 


Sección 2.1, Rectas en el plano 


2-11 


2-12 


2-15 


k =-2-4/3 v k, =-2+ 43 


y=4(-65+11x) 


a) a,=24 
„= 125° 
Q, = 31° 

b) Area = 48,15 


Sección 2.2, Planos en R 


2-25 


2-26 


2-27 
2-28 


a) y=-4 
b) z=3 
c x=4vx=-4 
d) y=0 
e) z=2vz2=-2 


a) 3A-B-C+D=0 


b) 2x+y+4z+D=0 (DER) 


a: = 1209 


52, 


J5 


2-29 


2-30 


2-31 


2-32 
2-33 


2-34 


—20x — 15y + 12z + 60=0 
y+22-2=0 
x=5 


:3x-2y-62+35=0 
:3x-2y-6z-35=0 


z-4=0 





Hol 


UHANE 
il 


N RENZEROo 
O ama =-=ooo + 
2 > 2 D>)>SA 
NNEX MR 

HO Nop H 

FR O OGOGO 


Ho H 


el 
JE 
< 
f 
N 
N 
q 
N 
l 
oO 


Q = 78,570 


27 
2 


Sección 2.3, Rectas en R’ 
2-46 1:(652=(5-236)+4(23-1-1) (MeR) 


247 k=>t=Alo-21d14) a 
2 10 
5 1 
k=-; t=—(24+21414) 
2 10 
2-48 k=2;t=-7 
2-49 a=0b=-2,=18%25' 
2-50 52x- 36y+23z—49=0 
2-51 2x+y-22+2 =o, 
3 
2er y=22-2 2 =0 
7 
2-52 Son rectas alabeadas, la mínima distancia es: 
2 
2 4 
2-53 a=1 


2-54 


2-55 


a) 


b) 
a) 


b) 


Para todo a, 8 €R tal queg =ß,sia=0 
la recta es perpendicular a un plano de haz 
de planos. 

x—y+1=0 


k=1 


(5 1. 5) 
3733 


Capítulo 3, Secciones cónicas 


3-33 


3-34 


(x- 


1+(y4+3)=25 y 


(x-7} + (y-5)=25 


«7% +(y-5% =25 





(x- 19 + (y +39 =25 


(x- 2) + (y +3) =20 





(— 29 + (y +3? =5) 


3-35 





3-36 a) 
b) 
c) 


3-37 a) 






Respuestas a los ejercicios de autoevaluación 709 


3 + 3y = l4x+15=4 


P(x y) 


15 — 14x + 3x2 + 3y?=0 


Verdadero 

Falso 

Falso (la excentricidad es un parámetro 
positivo) 

Falso (condición necesaria, no suficiente) ` 
Verdadero (0<e< 1) 

Verdadero 

Verdadero 

Falso (sólo las equiláteras) 

Falso (puede representar un par de rectas 
perpendiculares) 

Verdadero 

Falso 


44y” — 100x? = 275; hipérbola 


15 


15 


44y? — 100x? =275 


sl 
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b) 4x?—5y? + 80=0; hipérbola de excentri- 3-38 Recta tangente y =x— 1, 
recta normal y =-x +3 


dsd E 
2 


F 
4 - 5y+80=0 






-7,5 -5 2,5 
2 


c) 25x + 9y = 225; elipse 3-42 





25x? + 9y? =225 
respectivamente 
b) Elipse e hipérbola respectivamente 


c) y d) 





d) 3 + 4y — 28x -— 16y + 48 = 0; elipse de 


excentricidad > 








3x + 4y? — 28x — 16y +48 =0 


N AOOO 


3-43 


te [x; 27] 


p = 3cos(t) 
a) ; 
y =3sen(t) 


m o x=1+3cos(t) m3 
b) pte — 
y = 4sen(t) 2 J 


x=3sec0 ' m n m T 
il c) ; ĝel =-=; — lUl —; 3 
y=2tg0 Da la 2 


Respuestas a los ejercicios de autoevaluación 711 
Capítulo 4, Superficies 
4-7 a) Punto (1; 2; 0) 
2 e A 
b) Cer + 2) +21 elipsoide con 
3 3/2 1 


centro en (—1; 2; 0). x 





z 


g) “Ax+ 1) = y + (z - 3); paraboloide de 
revolución. Alrededor de un eje paralelo a 
x (y =0; z= 3), vértice en (—1; 0; 3). 





cd) («+ 1) = (y- 2)? = 32 cono elíptico con 
vértice en (—1; 2; 0) y eje paralelo al x. 





h) paraboloide hiperbólico con eje de sime- 
tría el eje x y punto de silla en el origen. 





d) x=z-3;x=-z+1. Dos planos que se 
cortan en la recta x=- 1; y=2 





Ò hiperboloide de dos hojas, con eje de sime- 
tría paralelo al eje y, vértices en (—1; 1; 3) y 
(15-13) 





e) Ningún lugar (x— 2)? + y?+ (2-3)=-1 

PH 1+(x+ 1) =P + 3(z-— 3); hiperboloide 
de una hoja. Eje paralelo al eje x, centro en 
(-1; 0; 3) 





712 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 


4-8 


Y) 


a) 
b) 


c) 


d) 


a) 


b) 


Dos planos paralelos x =—4;x = 2. 





En R? un par de rectas paralelas; en R? 
par de planos paralelos (y = 4 y y = —4) 

En R? un par de rectas paralelas; en R? par 
de planos paralelos (x= 0 y x= 36) 

En R’ circunferencia con centro en el ori- 
gen y radio V8; en R? superficie cilíndrica 
de directriz circular con generatriz parale- 
la al eje z. 

En R? hipérbola; en R’ superficie cilíndri- 
ca de directriz hiperbólica. 

En R* parábola de eje focal coincidente 
con el eje x, en R? superficie cilíndrica de 
directriz parabólica. 

En R? un par de rectas concurrentes, en 
R’ par de planos que contienen al eje x. 
(y=0 y y=) 


xX + zZ = 8y, paraboloide de revolución 








4-10 


4-11 
4-12 
4-13 


4-14 


4-15 


Cc) x2+y+2=4, superficie esférica 


d) 


e) 


a) 





k = 10, hiperboloide de dos hojas con eje 
de rotación y. 

Si k = 10, hiperboloide de una hoja; eje 
de rotación x. 

Yk 0, paraboloide con eje de rotación y 

k= 4 (hiperboloide con eje de rotación y); 
k = 1 (elipsoide con eje de rotación z) y 
k = —2 (hiperboloide con eje de rota- 
ción x). 


(x— 4 + (y -3)+ (242) =29 
12 + 94? = 16z 


Punto de contacto: P(2; 1; —3). El punto (1; 2; 
2) es exterior y (1; 2; —2) interior. 


Esfera con centro en el origen y radio 
r=x/0,5k 

Elipsoide con centro en el origen y longitud 
de sus semiejes a=k/5;3 b=vk/17; 


c=Wk/20 (ecuación 5x? + 17y? + 202? = k) 


4-16 


4-17 


4-18 


4-19 


4-20 


4-21 


4-22 


4-23 
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Elipsoide de revolución con centro en 77 Y 77 Y 
sd b) (=-2) (+ 2) 2 7501. 
L 2; T ; ecuación 8 
4-24 A=(0,75; 0,5; -0,754/2) 

Ax—1)+2Ay-2 2 8 A 

(x-1D"+92y-2)" + dE -a 4-25 k= 4; paraboloide hiperbólico. 

1 1 

Hay dos superficies: 2x+ y y -—2y=yY 426 B= + A= m Superficie: 


=l 
i igp ri +2? =1. Hiperboloide de una 


hoja con ÓN eje x y centro en el origen, 


AA EA Capítulo 5, Sistemas 
directriz pi bs -y= de ecuaciones lineales 
z= E 


58 a) s=1x yz w=11;-—1; 0; 2) 
b) s=1-2; 10; —7) 


c) sis TEN e} 
7 7 


d) 515 —1-2f; e| 
372 


e) s=Øø 
f) s={l1-6-u-rnrnti u 
a) q cilíndrica de directriz hiperbó- 5-9 a) Dos planos que se cortan en la recta 
ca 
b) Superficie cónica x= E f ; y= 0 8 =t 
c) Hiperboloide de dos hojas con eje de si- 2 2 o 4 
metría axial coincidente con el eje x. 5x - 3y -2z=8 
a) a=1ib>00a=-4b<0 
b) a=0;b=16 


c) a>0;b<00a<0;b>0. 


a) Con el plano x=0, la hipérbola de ecua- 
ción y? — 42? = 1, con el plano y = 0, la 
hipérbola de ecuación 1? -— 42? = 1, con el 
plano z= 0, la circunferencia de ecuación 
d+y=l, 

b) No existen. 


dnpertas cónica con vértice en (4; 2; 1) y eje 





paralelo al eje y p pe 3 y 
g b) Tres planos. La solución es vacía porque 
a) Familia de esferas que contienen la cir- los tres planos no tienen puntos en co- 


cunferencia intersección de las dadas. mún. 


714 Nociones de geometría analítica y álgebra lineal 
5-10 f(x) =-0,5 +: +0,5x + 3. 


5-11  k#4v/iá; 


12+6k-2k? -8+3k —6-3k+2k' 
Cl o e E epocas 
k -14 k -l4 k14 


6-28 





Familia de funciones polinómicas: 
y = (2-5) +(k-8)x? (E 
2 6 2 6 


3 billetes de $1, 4 de $5 y 6 de $10 (la solución 
del sistema tiene infinitas soluciones, pero sólo 
una con todas las variables enteras y positi- 
vas). 

5-14 2C H 


410 
5-15 


5-12 


+130, —> 8CO,+10H,0. 


15 litros de la solución con concentración de 
97% y 6 litros de la de 90%. 


Cualquier producción tal que P, =P, =P.. 


6-29 


5-16 


5-17 Tiene por región factible una región no aco- 


tada. La función crece indefinidamente para 
valores crecientes de x e y. 


5-18 Sin solución (conjunto factible vacío). 


Capítulo 6, Matrices 


6-22 a) i 
' ia 4 


b) No existe 6-30 


2k 4 k 
si k+42 A= 4 0 0 
2 A 


2 4 2 =2 4 —2 
aasa lsa 


1 
6-26 t Ae 
55 5 


6-27 


6-23 


6-25 6-31 


No existe (XTX es siempre una matriz simé- 
trica) 


d) 
e) 


a) 


a) 


b) 


b) 


—18 25 

60 -28 

—30 13 
CS =((0; 0; 0; 0)) 


1 1 —7 13 
CS=40 y; z; w=] =; = a = 
le nam (G 2 3 2)! 


Los elementos de AC dan el monto de ven- 
ta a cada mercado, los de AC— T'los obte- 
nidos por la venta a cada mercado luego de 
descontado el costo del transporte, mien- 
trasque(0 0 0 1 0 O OMKAC-T) 
tiene por único elemento lo obtenido si se 
vende al cuarto mercado (San Juan). 


5700 

3500 

3900 

AC-—T=| 3600 
| 4100 

3800 

7100 


(x Mos PIE) o= 
A 


i 
0,73 02] (75) 5369] de empresa 
0,25 0,8) 125) 146,31 


1 tendrá el 53,69% y la 2 el 46,31%). 


Buenos Aires es el 
mercado más 
conveniente 


La empresa 1 tendrá : de los abonados y 


y 


la 2 los 5 restantes. 


6-32 


6-37 


a) y=0,785x + 16,8 


b) 25 
20 
15 


10 


4 
a) os de —1 
15 15 


Sueldo promedio 
de un obrero 


1000 





b) Lineal: y = 47,81x + 266,67 


1000 + Sueldo promedio 


800 


600 


400 


200 


e 1996 
1993 


1 






5 


y 


de un obrero 


2 4 6 


2001 


8 


y =47,81x + 266,67 


8 


Monto de cà) JA- B| =50 
exportación 
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Cuadrática y = 5,38% — 27,53x + 430,63. 
1000 1 Sueldo promedio 


de un obrero 
y= 5,38x? — 27,53x + 430,63 







800 


600 





400 


; 200 Monto de 


exportación 


2 4 6 8 10 12 14 


c) Usando ajuste lineal: 
Y e? E Sueldo promedio = $983,82; 
3 usando ajuste cuadrático, 
sueldo promedio = $1228,18 


. Capítulo 7, Determinantes 


2003 
Sección, Cálculo y propiedades 


7-1 a) Linealmente independiente 
b) Linealmente dependiente 
c) Linealmente dependiente 
porta d) Linealmente dependiente 
P e) Linealmente independiente 
E f)  Linealmente dependiente sólo si x= 9 
7-3 a) |A|=21; b) |B|=0; 
c) |C|=249; d) |D|=120; 
1 
B A“ |=0; sas 5 
e) |B A“ j leaa 


h) |A+B|= 168; 







g |4-B|=0; 
e 


i) |A.B.C|=0; j) (cay|=5 


k) AJA] =4084,1015 D |DT|=120. 
74 a) 6; b) 6; c) -12; d) -6. 


7-5 a) |A- B|=50 b) |2A|=40 

d) |A7. B?| =500 
á e) |(24)-(3B)|=10 800 

10 12 A KAY- P- (B| =25 000 
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7-9 


7-10 


g) No se puede precisar 
h) |A-A7]+]B-B"] =125 

















a lla 3 
"i Lota] 
> (8-1 |_32 
? kap s 
k) [Ar 147] = 1 
1 
o Laja ta]]-2 
2 12 2 40 
17 
a) q 
b) x=-13+6W5 
c) x=7 
k=2412 


Sección, Usos de los determinantes 


7-28 


7-29 


7-30 


7-31 


7-32 


a) 36; b) 0; c) 24; d) 750: 





6 3 9 
da b 
Si > -3b —3a -—3b|=15 
i d c d 
a) A=0;4=11 DAIZR 


d) 4=014=1;14=3 
d) 4=3;4=0 (multiplicidad 2). 


a) k%2; b) hzo 
d)ydks2a hato 

e) h=3ah=k 

A 
6-3k 6-3k 
—k 3 


6-3k 6-3k 
2 —h 


e pl 2 
b) Whetis Bú=| $7 6=h 
6= 


a) Yk#2 A= 


3 


b-k 6-h 
A eie 
) Yh#sahžki C*=| k-h 





7-33 a) 1478 
312117 
—16208 da 
b) sn a Cramer es el más indi- 
12391715 
cado. 
-46 37 -24 
7-34 a) X= | -5 —4 6 
0 9 -9 
9 € 9 
b X=| -4 2 3 
4 19 2 
3 2 3 


7-35 SiAes antisimétrica >A=-AT => 
14] = 13147] =-/4] => |a] =- = 
14] +14] =0=>= |4|=0 


n=] 
7-36 (3) ; n tamaño de A. 
4 








7-37 a) v,]= Eg A =4,-4 
2 a, 1 l 2 
a? a 1 al a, 1 
v= a 2 1> a~m aa 0 
A a 1 Ga aja 0 
E + 1 
=(a,-4)la,-a) a, +a, 1 0 
ata 1 0 


= (a, E a,)(a, a a Ja, -a,) 


e) Silos datos de tres puntos dados (x; y,) 
tienen x, distintos, la solución es única. 


Capítulo 8, Ingeniería 
y vectores 


8-23 No, pues no es cerrada la operación suma. 


8-24 Situación problemática 2 
Es una base y la dimensión es dos 


8-26 


8-27 


8-28 


8-29 


8-30 


8-36 


8-37 
8-38 


La dimensión es dos y una base de W es: 

B= ((1; 0; 1); (0; —1; 1) 

El vector ú = (1; 2; 4) es combinación lineal del 
conjunto de vectores $. 


El conjunto S es linealmente independiente y 
es un sistema de generadores, por lo tanto es 
una base 


a) 1(0; 0; 0)) 

b) Un caso es: ((1; 0; 0)) 

c) Un caso es: ((1; 0; 0); (0; 1; 0)) 

d) Un caso es: [(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)) 


Considerando: 

1) 

a) SNS, = [0x? +0x +0), carece de base y 
la dimensión es cero 

b) 5,05, -fat ttxt tben a berl, 


Base(S, OS,)= late 2x +3) y la dimen- 
sión es dos 
2) 


9 0 
a) SMS, - >), carece de base y la 


dimensión es cero 


b) ses; JeRa, ber}, 


mtos JEJ re 


dimensión es dos, 

3) 

a) SAOS, ={(24; 4; A; A)eR*/2eR], 
Base(S, ns,)=1(2; 3 1) y la dimen- 
sión es uno 


b) S, +S, =R‘, base canónica y la dimensión 


es cuatro 
1 < Dim(W) <3 


a) Es linealmente independiente. 
b) La función nula no pertenece al conjunto. 


8-39 


8-40 
8-41 
8-43 
8-44 


8-45 


Respuestas a los ejercicios de autoevaluación 717 


a) Una respuesta posible es: 
B=lx? —a+1; 2x5 1) 
b) Una respuesta posible es: 


¿NAAA fo 1 
1 3Pto 1) lo o lo o 
a) No b) Sí 
(wm), =(w,; wa; 2w, +2w,) 
a=-1 


a) B, ={(i; 0; 2); (t -2; 0); (0; 1; 2)} 
b) (va =(1 2 a E e -1) 


2 
7=(11;—1; —4) 
1124+] 0 
022 2 0 
a) Pa=[0 0 3 = 3| b) [vl,=[0 
000- n 1 


Sección, Matrices, sistemas de ecuaciones 
lineales y espacios vectoriales 


8-47 
8-48 


a) Sí b) No 


a) Para la matriz A, una base del espacio fila 
son las filas de la matriz y una base del 
espacio columna son las columnas de la 
matriz, pues el determinante asociado a la 
matriz es no nulo. 


Para la matriz B: 

E Led 1 12 4 i 
B=|0 1 1 1 Ojej 0 1 1 1 Oje 
10011 01200 
lA A 
“40 11 1 0|=B' 

0.01 -1.0 


Las filas de la matriz B' son una base del 
espacio fila de la matriz B, y las tres prime- 
ras columnas de la matriz B determinan 
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una base del espacio columna de dicha 
matriz. 

b) Elespacio nulo de la matriz A es: [(0; 0; 0)) 
y la nulidad es cero. Hallar el espacio nulo 
de la matriz B 

[(a; 20; + 28; -a —P; a -B; B) ER /a, BER] 

c) Para la matriz A, 3 — 3 = 0 y para la matriz 
B,5-3=2 


8-49 a) Por el teorema del rango: 6-4=2 
b) Tantos como su dimensión, es decir: 2 
) 0 
Ad 0 

8-50 a) El mínimo valor entre m y n 


b) 0, cuando la solución sea trivial 
B=((1; 25.05 1); (1; 0; 0; 1); 


(2; 13 11) 


y la dimensión es tres. 


8-52 a) 


b) B=((1 2; 0; 1); (15 0; 0; 1); 
(251 51) (5 1 11) 
y la dimensión es cuatro. 
cà) B=((1 2; 0; 1); (1; 0; 0; 1); 
(2; E 15 1); (1 4 41) 
y la dimensión es cuatro. 
8-54 a) (x; x x,)=(0; 1; 1)+4(1 -2; -3) 
(AER) 
b) (æ; w3 x,)=(1 0; 0)+4,(2; 1 0)+ 
2, (4 0; 1) (A, Á, eR) 


La expresión vectorial del conjunto solu- 
ción del sistema lineal homogéneo asociado, 
en cada caso es: 


a) (x5; x; x )=4(; -2 -3) (eR) 
b) (zs A x£,)=4,(2 de 0)+ 

4,( 0; 1) (4, 4,€R) 
A (xxs x= )=fo: d; 0) 


8-55 Sike R-{0;—3} el espacio solución es el ori- 

gen de coordenadas. Si k = 0 es un plano que 

pasa por el origen de coordenadas. Si k=-3 es 

una recta que pasa por el origen 

b) La intersección es el origen de coordena- 
das 


c) La suma es directa e igual a R? 

a) VabeR (x; S x,)=a(1; l; 1)+ 
b(0; 3; 2) 

alel 3; 2)+ 
a(l; 1; 1)+ 
b(0; 3; 2) 


8-56 


8-57 


b) VWabeR (x; x; 


(a3 Ai E 2, (e 3; 0; 0)+ 
(a; a+B a Bla(x; x,; x,; wh = 
(a; a+B; as 8) 


a) No determinado 
c) Indeterminado 
d) Determinado o incompatible 


8-58 
8-60 


b) Es determinado 


Sección, Espacios con producto interior 


8-69 1) a) Sí b) No ) Sí 
2) a) No b) No c) Sí 
1 1 
8-70 i m rd E 
à »- ¿E Ca z) 


(15 0 
e 
A (E 7 11) (y F z) 


(ad) 


Eligiendo z, z, =(0; 1), la base ortonormal 
que se obtiene es: B = (o; 1); (1; 0)) 


Eligiendo z, z, =(1; 2), la base ortonormal 
que se obtiene es: 


(+43) 


8-71 a) 


8-72 


8-73 


8-74 


b) 


c) 


Eligiendo z, =(0; O; 1) la base ortonor- 
mal que se obtiene es: 


=1(0; 0; 1); (1 0; o); (o; 1; 0)} 
Eligiendo z =(1; 2; 1) la base ortonor- 
mal que sẹ obtiene es: 


(rea) 


Eligiendo z =(1;; Gg 0) la base orto- 
normal que se obtiene es: 


22 (3 0; Ti o} (e E -T o} 


a) 
b) 
a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
a) 
b) 
c) 
d) 


e) 


*={( 
+={( 

wa y z)eR'/y=-xnz=-x) 
ME 


; a > Ed 


x)eR*'/xeR| 
w*=(( (x: y; z w)eR'/ z4+w= o) 
W+ =gen{(1; 0; 2; 2); (0; 1; 0; —1)) 
Wi =((x; y; zz w)eR*/ 
2x+ y+22+w=0) 


w+ = gen{(0; -1; 0; 1)) 


ii XX XX 


Y 7(5 3. 4) 
PYOY my an z yi y 


- 11 
proy sa = o) 
w 2 2 


8-78 


b) 


c) 


d) 


a) 


b) 
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sadaa) 
Proy y 333 y 


ro rm (ls: $) 
SPA a 


PA 
Yw E y 


e ELA 
SL F3 


pro v=(1; 13 030) y 
proy „v =(0; 03 1; 1) 


El espacio fila de la matriz A es R’ y el es- 
pacio nulo de la matriz A es [(0; 0; 0)} 

El espacio columna de la matriz A es 
R? y el espacio nulo de la matriz A7 


es f(0; 0; 0)} 


Capítulo 9, Transformaciones 


lineales 


9-7 


9-8 


a) 


b) 
d) 


a) 


b) 


c) 
d) 


Sí es transformación lineal, Dim Nu(T)= 0, 
Dim Im(D= 2 

No es transformación lineal 

No es transformación lineal 


Sí es transformación lineal, 

Nu(T)=4(0; 0; 2)), 

Base Nu(T)= fo; 0; DP Dim NulT)= 1 
Im(T)=((% v; 0)}, 

Base Im(T)= La; 0; 0)(0; 1; op, 

Dim Im(T)=2 

Sí es transformación lineal, 

Nu(T)=((0; 0; 2)), 

Base Nu(T)=((0; 0; 1)), Dim Nu(T)= 1 
Im(T)=((u; v; v)}, 

Base Im(T) = fa; 0; 0)(0; 1; 1)}, 

Dim Im(D)= 2 

No es transformación lineal 

No es transformación lineal 
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9-9 


9-10 


9-11 


9-12 
9-13 


9-14 


9-15 


9-16 
9-17 


a) T(x; y; z) E => q») 
b) Nucr)=((0; 0)), Dim Nu(T)=0, 
Dim Im(T) =3, Im(T) = R 

a) keR-1-1; 1) 

b) [k|=1 

) NuT)=(6s x -2)), 
Basé Nu(T)=[(1 1; —1)}, Dim Nu(T)=1 
Im(T)=((4; v; u)), 
Base Im(T) = (a; 0; 1)(0; 1; 0)}, 
Dim Im(T) =2 


b) Nu(T)=((0; 0)), Dir Nu(T) =0, 


u uty 
Dim ImT)=2, Im(T)= e 
u my) 
1 1 
Base Im(I)=3| 0 01, | 0 0 
a ula g 


keR-11) 

Ta ys 23 =(x-3y+2z; 3x-2y+62) 
Tía y, 2) =(2x+5y-72; x+2y-32; 
=x—2y+32) 

Puede ser, por ejemplo: 


{7 ee y) 


z H 2 


Tx; y; z)=(6x-3y-z; 2x- y; 3x—y-z) 


a) m=0,m=2,m=3 
b) NulT)={(-37; y; 2y)/yeR), 


Base Nu(T) ={(-3; 1; 2) 
Im(T)=((u; Y; u+ 21) /1; veR], 
Base Im(T)=40; 0; (0; 1; 2)) 


9-18 


9-19 


9-20 
9-21 


9-33 


a) NuT)=1(x; x 2)/xeR), 
Base Nu(T)=([(15 1, 0)(0; 0; 1)) 
Im(T)=[(u; —u; 0)/ueR], 
Base Im(T)=((15 —1 0)) 


ZA 

2 

b) T|y|=|= 
z 


jant 
o ni. n|, 
N œ a 


A 
0 


O a 


a) por ejemplo: 
T(1; 1; 0)=(0; 0; 0) T(0; 1; 2)= 
(0; 0; 0); T(2; 2; —1)= 


(2; =L; =1) 
b) Tos y; z)= 
a as pd 
9 9 9 
aeR-{5} 


por ejemplo: T(1; 0; 0)=(1; 0; 0); 
TO E O) =(% 05 1h 
T(-£ —L 1)=(0; 0; 0) 


y 3 1 
Tis y; z) =(%+=+=z; 0; = 
ls y Z= A a 3 


y+>2) 
3 
a) T(x; Gt z qa 
b) Nu(T)=4(0; 0)|, Dim Nu(T)=0 
Im(T)={(u; v; w)eR*/w-24-v=0), 


Base Im(T)=1(5 0; 2)(0; 1; D), 
Dim Im(T) =2 


2 s 
4 

c) Mzz, = 5 0 
—11 
— , 3 
4 


d) T(0;-2) =(-2; 0; -4) 


9-34 a) 
b) 


c) 


d) 


9-35 a) 


b) 


9-36 a) 


b) 


9-37 a) 


b) 


YkeR-{-1} 
k=- 


Nu(T)=1(0; y »)/yeR), 

Base Nu(T)=((0; l; 1)}, 

Dim Nu(T)=1 

Im(T)=((u v w)eR?/w+u+2v=0), 
Base Im(T)=4(1; O; -1)(0; Es -2)), 
Dim Im(T) =2 


2 2 3 
1 3 
aa 7| 3 1 2 
22, 
3 3 
keR-10) 
0 -1 0 
Mps = 0 0 0 
Zo Q 
Dim Nu(T)=0 
15 3 
T(3; 0; 1)=(1; —; —), 
( )=( > z 
3) [$ 
3 21 12 
Nota: T| 0 =My|0/=|1 
tis ds 
2 [8,] 
a 1 1 
Mya =|1 a 1 
E. da 
VaeR-41 -2) 


9-38 1(+)-(*) tuntopaadón entidad 
Y) ir 


Respuestas a los ejercicios de autoevaluación 


Transforma cada vector en su opuesto 


coeficiente de dilatación es 2 


Si k> 1: dilatación 

Sik= 1: identidad 

Si0<k<l: contracción 

Si k < — 1: dilatación con inversión 

Si k=-— 1: inversión 

Si—1 < k < 0: contracción con inversión 


721 





í E i 
9-39 r(*) == a Transformación de inversión: 





2 
9-40 1(5)-[(7) Transformación dilatación, el 
y 
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9-42 


9-43 


9-44 


9-45 


9-46 


9-47 


T “ig * Transformación de desli- 
y 2x+y 


zamiento o corte en la dirección del eje y, de 
coeficiente 2 


(G) G0 
D G 


+ 
2(*) = k r) Transforma cada vector en 
y x+y 

otro vector contenido en la recta y =x (bisectriz 
del 1* y 3% cuadrante) y cambia su longitud 


x 2x P , 
r ) -( ] Reflexión con respecto al eje 
Y) Xy 

x, y dilatación de coeficiente 2 


A de le 10) 


Es decir que podemos interpretarla como 
la composición de dos transformaciones, la 
primera matriz es la reflexión con respecto al 
eje x, y la segunda matriz es la dilatación de 
coeficiente 2. 


x 2x 
I aa Proyecta todo vector sobre el 
y 


eje x, y aplica un coeficiente de dilatación 2 a la 
proyección. 


0 
(>) = | ) Proyecta todo vector sobre el 
y 2y 


eje y, y aplica un coeficiente de dilatación 2 a 
la proyección. 


x -2x 
r ) = í ) Reflexión con respecto al eje 
y 2y 

y, y dilatación de coeficiente 2 


ll de 0) 


9-48 


9-50 


Es decir que podemos interpretarla como 
la composición de dos transformaciones, la 
primera matriz es la reflexión con respecto al 
eje y, y la segunda matriz es la dilatación de 
coeficiente 2. 


Recordando la fórmula obtenida en 9.2.6.2 
Geometría de las transformaciones lineales 
en R?, vector simétrico con respecto a la recta 
y = mx, siendo en este ejercicio m= 3, resulta: 





pr 23 Aa 

1(5)- 143 143 (*)- i 
n 

y) (28 SN) | Bts 

1437 1+3 5 $ 


Hallamos los vectores 


= 2A ye Ae obteniendo las 
33 33 


intersecciones de las rectas. 


Y 





y=-x+1 


Luego, hallamos la imagen de cada uno de 
estos vectores y obtenemos el triángulo trans- 
formado 
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Respuestas a los ejercicios de autoevaluación 723 


Sugerencia: ver ejemplo.deliatarvea extractor. Capítuto 10 
P 


de petróleo de 9.1.1 y su resolución! en 9.2.6.2 
Geometría de transformaciones lineales en R?, 


rotación de un ángulo 6. 
cos —senf ) sd 


senf co 
0 
al vector U = (+) que es la varilla en posición 


' 10-3 
Sabemos que la matriz ( 


vertical ( supuesta de longitud 1), un ángulo 10-4 
en dirección contraria a las agujas del reloj (en 
el gráfico, el vector con puntos, gira un ángulo 
$B =xz/6 en dirección contraria a las agujas del 
reloj. Para girar un ángulo [6 = x/6 b en di- 
rección de las agujas del reloj, necesitamos la 
matriz inversa, y como la matriz de rotación es 
ortogonal, es igual a la traspuesta, luego: 


co senf _f cos(r/6)  sen(w/6) 
—senf cos EN —seníx 1/6) cos(s /6) 
43 
2 
-1 


2 


1 1 
Z 2 


10-5 


10-6 


AE 


10-7 
La matriz anterior rota un ángulo B=x/6 en 
dirección de las agujas del reloj. 


0 
El vector U = (+) (vector negro en el dibujo) 


se transforma en el vector con guiones de la 
figura: 


l 1 10-8 
EN 

a 
2 


2 


Autovalores y autovectores 


A es diagonalizable; 
3 0 0 2.10 
D=|0 2 01 ; P=[ 0 0 1 
0.03 1.0 0 
A es diagonalizable; 
1050 -2 0 
D=|0 2 0f ; P=| 1 1 0 
0 0 2 0 -1 
a) VaeR-[0; 1) 
b) sia=1,A es diagonalizable; 
0.0.0 t QO t 
D=|0 1 0 ; P=|0 1 0 
O 0 1 0 0 1 
a) esV 


b) i) VaeR-fi; 2} , es diagonalizable 
pues sus autovalores son distintos, 
ii) Si a = 1 o a = 2, un autovalor es de 


multiplicidad 2. 
Si a= 1 no es diagonalizable; si a=2, es 
diagonalizable y resulta: 

01.0 20639 
P=|0 1 1| ; D=|0 2 0 

1 0 0 0 0 ł 


El autoespacio cuyos vectores permanecer 
constantes luego de la transformación linea 
es el que corresponde al autovalor À = 1; 


0 
Era = yilyeR 
Y 
pa =8) e =0 la ecuación característic 
c (d-À) 








tendrá raíces distintas (es decir los autovalore 
serán distintos) si (a—d)+4bc>0>A € 
diagonalizable 
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10-9 


10-10 


10-11 


10-12 


-10-13 


10-14 
10-15 
10-16 


10-17 


10-18 


a) noes diagonalizable 
b) los vectores correspondientes al autoespa- 


cio E, = ¡9% € 3 


a=b=c=d=e=f= 1 

No es diagonalizable puesÁ = 1 es autovalor de 
multiplicidad 3 y la dimensión de su autoespa- 
cio asociado es 1. 

Si a = 3 resulta Á = 3 un autovalor de multi- 
plicidad 2, cuyo autoespacio asociado tiene 
dimensión 1, luego no es diagonalizable. 

Los tres autovalores son distintos, luego es 
diagonalizable. 


2 

A 300 

P=lo 1 1| 5 D=|0 2 0 

¿y id 
7 


Falso: B? = PD*p” 
Es verdadero 
Sí, pues la matriz A resulta ser simétrica 


E ss 5 
k= 3 ; hipérbola en el sistema de coordenadas 
xy, cuyos versores canónicos son: 
3 


3) 


L 
a 
E 


E 


y la ecuación es: =x” + 





Elipse en el sistema de coordenadas xy”, cuyos 
versores canónicos son: 


mel "a 


y la ecuación es: 6x? + 4y? = 1 


10-19 
10-20 


10-21 


10-22 
10-23 


la =2 


Hipérbola en el sistema de coordenadas x'y”, 
cuyos versores canónicos son: 


1 1 
Il. DA 
t= z3 3 y = 1 3 


V2 V2 
y la ecuación es: -4x+2y? =1 


Parábola en el sistema de coordenadas xy, 
cuyos versores canónicos son: 


2 1 
Pal, Pel, 
~t 2 
J5) 5 


2 
y la ecuación es: 25 y + 5) = E 


k=104 


Elipse en el sistema de coordenadas x'y', cuyos 


V v W W 
versores canónicos Son: Í =V; j =V, 


(a +2) 


(v6) 





y la ecuación es: + ( y+ 1) =] 


Capítulo 11, Números complejos 


11-19 


Situación problemática 1 

a) para pasar de 0 minutos a 15 minutos, mul- 
tiplicamos por —i y para pasar de 0 minu- 
tos a 45 minutos, multiplicamos por i 


2 
b) El número complejo L B; equivale 
a 7 minutos y medio y el número com- 
v2, v2, ' 
plejo E E representa cincuenta 


y dos minutos y medio. 


11-20 


11-21 


11-23 


Situación problemática 2: 


a) 


b) 


c) 


d) 


a) 


b) 


c) 


a) 
b) 


c) 


wL- ¿E 0 Luego despejando 
wC 
1 


w = == 
ME 


Resolvemos la desigualdad: wL-— E >0 


de donde w> iris 
VLC 


1 
w <- 
y LC 


wL- a. R luego operando llegamos 
wC 


a LCw*-RCw-1=0 
En consecuencia, la raíz es 
2 
o= RE+yRO) +4 LO Y(ROY +4L0 el radical nega- 
21LC 

tivo no se considera pues no tiene sentido 
físico ya que w > 0. 

12 


c) 220 
25 


7 
b) => 


Argl-1+ Js £ 


z =(2-i); z, =(3+ 2i) 
z,=2; z, = (3-1); z,=(3+1) 


7, =-13 2,=2 2, =(2-24); 
, =(2+ 2i) 
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11-25 


11-26 


11-27 


11-28 


11-29 


11-30 


Respuestas a los ejercicios de autoevaluación 725 
a) z=(2k+Dri (keZ) 
b) z=2kxm (keZ) 
O 2 =Vkoc(1+1); Z; = kr (1-1) 


4, =0/35 x, =-v3 


La tolección de vectores A es linealmente inde- 
pendiente en ambos espacios vectoriales, pero 
sólo les una base de (C?;+;C;-). 

La colección de vectores B es linealmente 
dependiente en (c?; +R; .) y por lo tanto no 
es üna base de dicho espacio vectorial. En cam- 
bio, es linealmente independiente (C; +; R; .) 
y es una base de (C?; +; R;-). 


El conjunto W es un subespacio vectorial de 
(C; +; R; ), una base es: (2; 1): (25; 2), 
por lo tanto su dimensión es dos. 

El conjunto W es un subespacio vectorial 
de (C?;+;R;-), una base es: f 2; 1)}, por lo 
tanto su dimensión es uno. 


a) Sí b) No c) No 
a) v17 

b) 0 

o 3 

d) 61 

e v15 

Ap 343 


y 29 
h) Y 
B={(i; i); (-2i; 2i)} en una base ortonor- 


mal que se obtiene por considerar en el proce- 
so de Gram-Schmidt a 7 =% 58 4 


